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 چکیده 
ایل مقدار ویژه  های طبیعی و شکل مدهای سیستم، به نوع خاصی از مسنند فرکانس د سیستم سازه سیال، مات ارتعاش آزامحاسبه مشخصا

روش های استاندارد و شناخته شده حل مسائل مقدار ویژه باید اصلاح شوند.  روش  ،برای حل این مسائل نامتقارنشود.  نامتقارن منجر می
کند.  های نامتقارن اصلی استفاده میمتقارن به جای ماتریس  یهای در این زمینه است که از ماتریسدزیرفضای شبه متقارن روشی کاربر

از  های مسائل سازه سیال به تعداد  زوج ویژهمحاسبه    لازم برای  زمان  ،این روش  در بزرگتر  بود.  (  40زیاد )مثلا  روش بسیار زیاد خواهد 
موجب افزایش کارآیی روش قبلی شده    ،از تکنیک انتقال و کاهش اندازه زیرفضای تکرار  رییگبهره  با   ،یافتهزیرفضای شبه متقارن تسریع  

در این شود.  کارانه و همیشه کمتر از آخرین مقدار ویژه همگرا شده انتخاب میحال، در این روش مقدار انتقال بسیار محافظهبا این  است.
از مقادیر ویژه همگرا شده و در بین مقادیر ویژه در حال محاسبه انتخاب تر  بزرگانتقال را    ، که مقدارتحقیق یک تکنیک انتقال تهاجمی

درصد بهبود بخشید. همچنین یک   40تا    30روش پیشین را حدود  کارایی  . این تکنیک  حل مسایل نامتقارن پیشنهاد شد   برای  کند،می
این دامنه خطا از یک سو دقت مقادیر .  شدپیشنهاد  ه نامتقارن  ل مقدار ویژئخطای قابل محاسبه به عنوان معیار همگرایی برای مسا  دامنه

این دامنه خطا برای دهد.  دست میویژه همگرا نشده بهکند و از سوی دیگر یک دامنه تقریبی برای مقادیر  ویژه همگرا شده را تضمین می
است.   ضروری  تهاجمی  تکنیک  در  انتقال  مقدار  روشانتخاب  ابتدا  مقاله  این  پیدر  موهای  و  شین  گرفته  قرار  مطالعه  روش سپس  رد 
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Computing free vibration properties such as natural frequencies and 

mode shapes of fluid-structure interaction (FSI) systems leads to a special 

type of asymmetric eigen-problems. Standard methods for solving 

symmetric eigenvalue problems cannot be applied directly for solving 

these asymmetric problems and should be modified. The pseudo symmetric 

subspace iteration method is a well-known method in this field which uses 

symmetric matrices instead of original asymmetric ones. However, this 

method is not so efficient in computing high number eigenpairs of the fluid 

structure systems (say > 40). Accelerated pseudo symmetric subspace 

iteration method increases the efficiency of the basic method utilizing 

constant size subspace and shifting technique. However, this method uses 

a very conservative shifting value, which is always smaller than last 

converged eigenvalue. In this study, an aggressive shifting technique 

which selects shifting value larger than converged eigenvalues and near 

unconverged eigenvalues, is proposed to solve the asymmetric eigen-

problems. This technique improves efficiency of the accelerated pseudo 

symmetric subspace iteration method by 30 to 40 percent. Also, a 

computable error bound is proposed as convergence criterion for the 

asymmetric eigen-problems. This error bound, on the one hand, 

guarantees the accuracy of the converged eigen values and, on the other 

hand, gives an approximate range for unconverged values. This error 

bound is necessary to select the shifting value in the aggressive technique. 

In this paper, previous methods were studied first and then the proposed 

method is investigated and examined by several practical examples. 
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 مقدمه -1

سازه اندرکنش  با    1سیال   -مطالعه  نواحی  در  دیفرانسیل  معادلات  حل  به  می  هایسههندمعمولا  منجر  دلیل    شود.پیچیده  به 

ل اندرکنش مورد استفاده قرار  ئهای تحلیلی، روش اجزای محدود به طور گسترده به عنوان روش جایگزین برای حل مساپیچیدگی راه حل

ها، ناحیه سازه با درجات آزادی  سیال وجود دارد. در همه این روش  –فرمولبندی مسایل اندرکنش سازه  برای  های متعددی  روشگیرد.  می

از درجات آزادی مختلفی، مانند فشار، پتانسیل سرعت و غیره استفاده  تغییر مکان فرمولبندی شده، درحالیکه برای ناحیه سیال می توان 

های جرم و سختی کلی سیستم ماتریسی فشار فرمولبندی شده است. تحت این شرایط،  آزاد  سیال بر اساس درجه  ،در این مطالعهکرد.  

های طبیعی و شکل مدهای سیستم منجر به یک مساله مقدار ویژه  سیال نامتقارن خواهند بود. به همین دلیل، محاسبه فرکانس  -سازه  

 ژه متقارن به طور مستقیم قابل اعمال نیست. ر ویمقداهای استاندارد حل مسایل نامتقارن خواهد شد. از این رو، روش

این روش .  ]3،2،1[  سیال است  –های اندرکنش سازه  یک روش شناخته شده برای تحلیل دینامیکی سیستم  2روش تحلیل مودی 

ال سی  -  سازه  های طبیعی و شکل مدهای سیستمسیال استوار است. برای محاسبه فرکانس  -بر محاسبه شکل مدهای درگیر سیستم سازه

 حل شود.  ]4[یا غیرخطی لازم است یک مسئله مقدار ویژه نامتقارن 

محدودی   کاربردی  روشتعداد  روشبرای  های  دارد.  وجود  بزرگ  مقیاس  نامتقارن  ویژه  مقدار  مسائل  زیرفضا حل  تکرا3های   ر ، 

، به ]5[توسعه داده شده است    5ا، که توسط بتهدهند. روش زیرفضها را تشکیل میهسته اصلی اغلب این روش  ،، آرنولدی و لانکزوز4معکوس

شناخته شده است. برای  ها  ها و پلعنوان روشی قدرتمند برای حل مسائل مقدار ویژه استاندارد، مخصوصا در تحلیل دینامیکی ساختمان

سیستم در  که  نامتقارن  ویژه  مقدار  مسائل  سازه  حل  می  –های  دیده  زیرف  روش  ]6[لطفی    ، شودسیال  متقتکرار  شبه  پایه ضای  را   6ارن 

نامتقارن را داراست، معرفی و حل شد. این روش در های ویژه مسئله  زوج  همانپیشنهاد داد. در این روش یک مسئله مقدار ویژه متقارن که  

 .  ]6[آیی داشت بسیار کارآمد نبود و نیاز به بهبود کار( 40زیاد )مثلا بیشتر از  تعدادسیال به  –های ویژه سیستم سازه زوجمحاسبه 

را پیشنهاد دادند. در این   7روش تکرار زیرفضای شبه متقارن تسریع یافته  ]6[و لطفی در جهت بهبود کارآیی روش پایه، ارجمندی 

  ، های مختلف اعمال تکنیک انتقالروش پایه استفاده کردند. از بین روش  برای تسریع  8روش آنها از زیرفضای با اندازه ثابت و تکنیک انتقال 

تکنیک انتقال یا همان انتقال فرکانسی، تکنیکی است که در مساله مقدار ویژه،  .  بهره گرفتند  ]7[آنها از روش پیشنهادی بته و راماسوآمی  

یافته )یا انتقال  با ماتریس سختی  را  از ماتریس جرم( جایگزین میماتریس سختی    ماتریس سختی  این کار مقدار منهای ضریبی  با  کند. 

فرکانس ی  هافرکانس  کرده و سرعت همگرایی  پیدا  انتقال  اندازه همان ضریب،  به  ویژه  مقدار  به مقدار مساله  انتقال  مقدار  به  نزدیک  های 

 یابد. زیادی افزایش می

را   انتقال  مقادیر  تکنیک  این  شد.  استفاده  تهاجمی  انتقال  تکنیک  از  یافته  تسریع  روش  بهبود  برای  مطالعه،  این  از  تر  بزرگدر 

همقادی ویژه  انتخاب میر  ویژهمگرا شده  مقادیر  به  انتقال  مقدار  نزدیکی  به  توجه  با  روش  این  در  کنیم،  ای که مینماید.  خواهیم محاسبه 

 یابد.  ایش میسرعت همگرایی افز

شود. این  می  علاوه بر این، در روش زیرفضا اختلاف نسبی مقادیر ویژه در دو تکرار متوالی به عنوان معیاری برای همگرایی انتخاب

انتخاب تواند دقت کافی بردارهای ویژه را در همه موارد تضمین کند.  کند، نمیمعیار با اینکه همگرایی مقادیر ویژه را به خوبی کنترل می 

برای معیار همگرایی  این حال  ]8[که توسط متیس    باشد، می  9خطای قابل محاسبه  دامنه  ،بهتر  با  پیشنهادی   ، پیشنهاد شده است.   روش 
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این معیار همگرایی را   ]9[که مقدار انتقال صفر است قابل استفاده است. چن  ل مقدار ویژه متقارن زمانیئیین همگرایی مسامتیس برای تع

از سیستم   برآمدهبرای مسایل مقدار ویژه نامتقارن    ،که مقدار انتقال صفر نیست توسعه داد. در این مطالعه این معیار همگراییلتیبرای حا

 سیال مورد بررسی قرار گرفت.  - سازه

 معادلات ارتعاش آزاد سیستم سازه سیال  -2

ارتعاش آزاد سیستم سازه    های طبیعیو فرکانس  شکل مدهاان برای سازه و فشار برای سیال،  با لحاظ درجات آزادی تغییر مک 

 : آیندبه دست میدو مسئله مقدار ویژه زیر   ازسیال 

(1)    R

i i − =
 
K M X 0  

(2)    
T T

L

i i − =
  
K M X 0  

 شود: باشد که طبق روابط زیر تعریف میسیال می -یافته جرم و سختی سیستم سازه های تعمیم به ترتیب ماتریس Kو   Mکه 

(3) 
T

,
 −  

= =   
  

M 0K B
K M

B G0 H
  

M    وK    های جرم و سختی سازه و  ماتریسبه ترتیبG    وH   باشد. در نهایت  های متناظر برای سیال میماتریسB    ماتریس

این،  استاندرکنش   i    ،R. علاوه بر 

iX    وL

iX    11،  10[به تریب مقدار ویژه و بردارهای ویژه راست و چپ سیستم سازه سیال است[  .

 گذارند.  در اختیار میطبیعی و شکل مد ارتعاشی سیستم را مقدار ویژه و بردار ویژه راست، به ترتیب فرکانس 

ر ویژه یکسان ولی بردارهای ویژه متفاوت هستند )بردارهای ویژه راست  ن دو مسئله مقدار ویژه دارای مقادیلازم به ذکر است که ای

 : ]6[حال، این دو بردار ویژه دارای یک رابطه ساده با یکدیگر هستند و چپ(. با این

(4) 
( )

( )

R

1 i
L

Ri

2 i

i

1



 
 
 
 
 

X

X =
X

  

های بعدی، روش زیرفضای شبه ستند. در بخشبه ترتیب بخش های تغییر مکان و فشار بردار ویژه ه  2Xو    1Xدر رابطه فوق  

های  شود. ابتدا، این روش در شکلمعرفی میسیال    -برای حل مسائل مقدار ویژه سیستم سازه  متقارن پایه به عنوان روشی قابل اطمینان  

 پایه و تسریع یافته معرفی و سپس در ادامه روش تهاجمی توضیح داده خواهد شد.  

 ارن پایه روش زیرفضای شبه متق -3

پایه   متقارن  شبه  زیرفضای  توسعهروش  است،  پیشنهاد شده  لطفی  توسط  مسائل  که  برای حل  استاندارد  زیرفضای  روش  از  ای 

های ویژه  که دارای همان زوجنماید، معرفی میرا این روش یک مسئله مقدار ویژه متقارن  سیال است. -سازه مقدار ویژه نامتقارن در مسائل 

 است. مسئله نامتقارن

 توان به شکل زیر بازنویسی کرد: میرا  ( 1)معادله 

(5) R R

i i i=KX MX  
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معادله   ˆ1در    (5)با ضرب طرفین  −
KK   به دست می متقارن  ویژه  مقدار  زوجآید یک مسئله  دارای همان  مسئله ی  ها، که  ویژه 

 :نامتقارن است

(6 ) R R

i i i
ˆ ˆ=KX MX  

 هستند: زیر  ه شکلهای متقارن بماتریس M̂و   K̂که 

(7) 1ˆ ˆ ˆ, − 
=  
 

K 0
K M = KK M

0 G
  

طبق تعریف متقارن است. اما در مورد    K̂س  روشن است که ماتریرا حل کرد.    (6)مسئله    (5)توان به جای مسئله  در کل می

 :  ]10، 6[توان به شکل زیر نوشت را می  M̂این موضوع زیاد روشن نیست. ماتریس   M̂ماتریس  

(8) 
T T

1T
ˆ

−

     
=      

    

M 0 I 0I B
M

0 H B G0 G
  

مقادیر و بردارهای ویژه مسئله اصلی را به    (6)روش زیرفضای شبه متقارن با حل مسئله متقارن  باشد.  ماتریس همانی می   Iکه  

 شده است. نشان داده 1جزئیات الگوریتم روش پایه در جدول پیدا کرد.  ]6[توان در را می روشین ر در مورد اجزئیات بیشتآورد. دست می

 

 جزئیات الگوریتم روش زیرفضای شبه متقارن پایه  :1جدول

 

 

 

 

 

 

 

 روش زیرفضای شبه متقارن تسریع یافته  -4

)یک زیرفضا با اندازه ثابت و کوچک  از    ]10[ارجمندی و لطفی    ، روش پایهبهبود سرعت  برای   )q p    استفاده  و تکنیک انتقال

 گردد. این روش به طور خلاصه در ادامه بیان میاندازه زیرفضا است. روند کلی  qتعداد بردارهای ویژه خواسته شده و   pکردند، که  

مطابق رابطه پیشنهادی ویلسون و    q  گیرد، ، یا همان تعداد بردارهایی که تکرار بر روی آنها انجام میدر این روش، اندازه زیرفضا

 است: انتخاب شده ]12[ایتو 

(9) ( ,4)=q Max b  

 شود:تعیین می ]7[به روش پیشنهادی بته   همچنین، مقدار انتقال باشد.  نصف عرض باند ماتریس سختی می  bکه 

 مقداردهی اولیه الف. 

تعیین اندازه زیرفضا،   1  min 2 , 8= +q p p 

)رهای شروع بردا تعیین 2  )
0

R Neq×qX R 

 شوند  همگرا ازین مورد ژهیو بردار pکه همه  شوندیم تکرار آنجا تا ریز مراحل ب.

)آید  آزمایشی از حل این معادله به دست میبردارهای  1  )
k 1

R
−

KX = M X 

Tشود،  محاسبه می M̂و  K̂های  تصویر ماتریس 2  Tˆ ˆ 
K = X KX, M = X MX 

T,شود،  مسئله مقدار ویژه تصویر شده حل می 3   
K Q = M QΛ Q M Q= I 

)آید،  تقریب بهتری برای بردارهای ویژه به دست می 4  )
k

R
X = XQ 

 .شودهمگرایی بررسی می 5 
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(10) 1

2

 
 − +
= m m  

 : ]6[آید ، رابطه زیر به دست می(5)مال انتقال به با اع آخرین مقدار ویژه همگرا شده است.  mکه 

(11) R R

i i i =K X M X  

 : در رابطه فوق  که

(12) 
( )

T 0

, 1 11 




 

 − −  
   = =
   − −
     

MK M B

K M
B GB H G

  

شود که  مشاهده می
K   یک ماتریس متقارن است. به همین دلیل تجزیهLDL

T  ی  زمان   به راحتی قابل اعمال است. انتقال جدید

ماکزیمم تعداد تکرار  maxIهمگرا شده باشد.  تکرار انجام شده و حداقل یک مقدار ویژه بعد از آخرین انتقال   maxIنیاز خواهد بود که حداقل  

 به ازای هر انتقال است. 

علاوه بر این،  شود.  بررسی می  10نتقال دنباله استرمپس از هر ا  نشود، ای گم  در این روش، برای اطمینان از اینکه هیچ زوج ویژه

متعامد شوند تا بردارهای تکرار به برداهای قبلی    ، اندای که قبلا همگرا شدهباید در هر تکرار نسبت به بردارهای ویژهبردارهای تکرار زیرفضا،  

 است.  ت شدهلیس 2همگرا نشوند. جزئیات الگوریتم روش تسریع یافته در جدول 

 الگوریتم زیرفضای شبه متقارن تسریع یافته  :2جدول

 مقدار دهی اولیه الف. 

qتعیین اندازه زیرفضا   1  p 

)بردارهای اولیه  انتخاب 2  )
0

R Neq×qX R 

 3 

1انتخاب انتقال اولیه   = −،
( )

T

1






− −

=
− −

 
 
 
 
 

K M B

K
B H G

   ،T
 =K LDL 

LDLبه ازای هر انتقال یا تجزیه  maxIتعیین ماکزیمم تکرار   4 
T

  

 استرم  دنباله یبررس و انتقال ب.

 1 
1دار ویژه باشد،  نزدیک به یک مقیلی که نباید خ محاسبه مقدار انتقال  

2

 
 − +
= m m  

تجزیه ماتریس  2  =K LDL
T  

 بررسی دنباله استرم  3 

 شودیم منتقل ب مرحله به سپس و انجام  ریز مراحل ج.

)شود، بردارهای آزمایشی محاسبه می 1  )
1



−

LDL X = M X
k

T R  

ˆشود،  محاسبه می M̂و   K̂های  تریس تصاویر ما 2  ˆ, 
K = X KX M = X MX

T T  

شود،  مساله مقدار ویژه تصویر شده حل می 3 
 

K Q = M QΛ   ،
T  =Q M Q I  

)شود،  تقریب بهتی برای بردارهای ویژه محاسبه می  4  )X = XQ
k

R  

)همگرایی بررسی شده، بردارهای همگرا شده از زیرفضا خارج و بردارهای تصادفی در  5  )X
k

R شودجایگزین می 

 شود.رسید روند متوقف می pاگر تعداد بردارهای همگرا شده به تعداد خواسته شده   6 

 
10 Strum Sequence Check 
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 همگرایی ار معی -5

 شود: زیرفضا، اختلاف نسبی مقادیر ویژه از دو تکرار متوالی معمولا به عنوان معیار همگرایی انتخاب میدر روش 

(13) 
(k) (k 1)

i i

(k)

i

, i 1,2,...,
 




−−
 =y q  

(k)که  

i    مقدار ویژهi    ام در تکرارk  را کنترل می ام می این معیار همگرایی مقادیر ویژه  اینکه  با  تواند همگرایی  کند، نمیباشد. 

کنند. در این مقاله میده  های پایه و تسریع یافته از معیار فوق برای کنترل همگرایی استفابردارهای ویژه را در همه موارد تضمین کند. روش

این معیار همچنین در تعیین مقدار انتقال مفید استفاده شده است.    ،گذاردخطای قابل محاسبه در اختیار می  دامنهیک معیار بهتر، که یک  

 خواهد بود که در بخش بعدی بیشتر توضیح داده خواهد شد. 

مقدار ویژه متقارن، زمانیکه مقدار انتقال صفر    گرایی در مسایلهم  برای تعیین  ]8[  11معیار مذکور در فوق اولین بار توسط متیس

( )0 )این معیار همگرایی را برای حالتی که مقدار انتقال صفر نباشد    ]9[معرفی شده است. چن و همکاران    ،باشد  = )0    گسترش

0برای مسائل متقارن زمانیکه  نامتقارن مورد استفاده قرار گرفته است. ئل دادند. در این مقاله این معیار برای مسا است معیار همگرایی   =

 شود:به شکل زیر نوشته می

(14) 
( )

( )

1
2 2(k)

(k)
i

ij

Tj (k) (k)
j

i i

1 ,i 1,2,...,
 



 
−  

 −  = 
 
 

Min tol q

q q

  

ام و    jمقدار ویژه    jکه  
(k)

i      و
(k)

iq    به ترتیب مقدار و بردار ویژه تقریبی در تکرارk    ،ام هستند. تلرانس همگراییtol باید برای ،

=−210نس به شکل  تلرا  ر دامقارضا شود.    i=1,…,qمقادیر ویژه  همه   ttol  2شود، که به این معنی است که مقادیر ویژه تا  انتخاب میt    رقم و

 . ]13[رقم دقیق خواهند بود  tبردارهای ویژه تا 

0زمانیکه    گردد: به شکل زیر اصلاح می (14)باشد رابطه 

(15) 
( )

( ) ( )

1
2 2(k)

(k)
i

ij

(k) (k) (k)j
j

ii i

min 1 , i 1, 2,...,

2

 


  

−
 −  =

+ −

 
 
 
 
 

T
tol q

q q

  

، در  2( برای مسائل مقدار ویژه متقارن قابل استفاده است. الگوریتم تسریع یافته، مطابق جدول  15)همانطور که ذکر شد، رابطه  

کند(.  کار می  M̂و   K̂های  کند. )با ماتریسرا حل می   (6کند که گویی مسئله مقدار ویژه )طوری عمل می   1ج.هایش بجز گام  همه گام

 توان به شکل زیر نوشت:را نیز می 1گام ج.

(16) ( )
1

 

−

=K X M X
k

R  

 که معادل رابطه زیر است: 

(17) ( ) ( )
1


−

− =K M X M X
k

R  

ˆ1  با ضرب −
KK ( رابطه زیر به دست می7به طرفین رابطه فوق و استفاده از ،) :آید 

 
11 Matthies 
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(18) ( ) ( )
1

ˆ ˆ ˆ
−

− =K M X M X
k

R  

می نشان  این  که  می  از  گامدهد  عمل  طوری  نیز  ماتریس الگوریتم  با  گویی  که  میکند  کار  متقارن  معیار  های  نتیجه،  در  کند. 

 خطای قابل محاسبه به دست دهد.  دامنهتواند برای الگوریتم تسریع یافته استفاده شود و یک می(  15همگرایی )

 12تکنیک انتقال تهاجمی -6

یع یافته را بطور موثری افزایش دهد. در روش زیرفضا همراه با  ریی روش تسمگراه  تع تواند سرانتخاب یک روش انتقال بهینه می 

توان مقدار انتقال را به مقادیر ویژه همگرا به این ترتیب میآید.  مقادیر ویژه همگرا شده، تخمینی از چند مقدار ویژه بعدی نیز به دست می

 انتقال   تکنیکروش با  یر ویژه نزدیک به مقدار انتقال خواهد شد. این  مقادی  یاتر انتخاب کرد، که باعث افزایش سرعت همگرنشده نزدیک

ت روش  در  شده  )استفاده  از  که  یافته،  می10سریع  استفاده  انتقال  مقدار  عنوان  به  انتقال   است.متفاوت  کند،  (  روش  بهتر  کارآیی  برای 

این تکنیک روی  مشکلات پیش.  ]14[قال همگرا شوند  بعد از مقدار انت  یژهتر از مقادیر وتهاجمی، مقادیر ویژه قبل از مقدار انتقال باید سریع

 گردد. در ادامه بررسی میهای آن حلو راهانتقال 

اگر مقدار انتقال به یکی از مقادیر ویژه خیلی نزدیک باشد، روند حل    اولین مساله در مورد تکنیک انتقال تهاجمی این است که

مشخص از مقادیر ویژه تقریبی انتخاب شود. از   همیشه با یک فاصلهزم است مقدار انتقال  شد. بنابراین، لا  اهدژه ناپایدار خومسئله مقدار وی

کند که مقدار انتقال به  ( کمک می13( برخلاف ) 15شود، معیار همگرایی )آنجا که مقدار انتقال در بین مقادیر ویژه همگرا نشده انتخاب می

  ، حتی مقادیر ویژه تقریبی،( برای هر مقدار ویژه15لازم به ذکر است معیار همگرایی )شود.    از مقادیر ویژه تقریبی انتخاباندازه کافی دور  

 ها انتخاب کرد.دامنهتوان مقدار انتقال را در خارج از این کند که در نتیجه میمحاسبه می خطا  دامنهیک 

از یک مقدار معقولی انتخاب شود، یا به عبارت دیگر عمق انتقال تهاجمی از تر  بیش، اگر مقدار انتقال  ین مساله این است کهدوم

تکرار به ازای   maxIهای ویژه ممکن است گم شوند )محاسبه نشوند(. به همین دلیل، پس از  یک مقدار مشخصی بزرگتر باشد، بعضی از زوج

بررسی انتقال، یک  استرم خلفی لاز  هر  است.  دنباله  به  م  تکرارها  تعداد  انتقال همگرا    maxIاگر  مقدار  از  قبل  ویژه  مقادیر  ولی همه  برسد 

max1.5پیشنهاد دادند که تکرار تا    ]14[نشوند، مقدار انتقال باید اصلاح گردد. ژائو و همکاران   I بل  ادامه یابد و اگر بازهم همه مقادیر ویژه ق

 از مقدار انتقال همگرا نشد، مقدار انتقال به کمتر از پایین ترین مقدار ویژه تقریبی در زیرفضای حاضر منتقل شود. 

یجه در هر  دهد. در نتطبیعت انتقال تهاجمی به این روش، سرعت همگرایی مقادیر ویژه در هر دو سمت مقدار انتقال را افزیش می

ری همگرا خواهند شد. با همه اینها، انتقال تهاجمی سرعت همگرایی مقادیر ویژه واقع در انتهای سمت چپ انتقال، تعداد مقادیر ویژه بیشت

ویژه  کند. به همین دلیل یک انتقال معقول باید همگرایی مقادیر  دهد و یا حتی از همگرایی آنها جلوگیری میبازه مورد بررسی را کاهش می

 . ]14[واقع در سمت چپ بازه را تضمین کند 

های پیشین، مانند آنچه که در روش تسریع یافته استفاده شده است، مقدار انتقال کمتر از آخرین مقدار ویژه همگرا در تکنیک

می انتخاب  میشده  همگرا  بیشتر(  به  کمتر  )از  راست  به  چپ  از  ویژه  مقادیر  که  است  این  بر  فرض  و  انتقال شوند.  شود  تکنیک  در  ولی 

مقدار  qشوند و انتظار داریم که در هر انتقال حدود  نزدیک به مقدار انتقال سریعتر از مقادیر ویژه دورتر همگرا میتهاجمی، مقادیر ویژه  

از مقادیر ویژه سمت راست همگرا شوند، لازم است ویژه همگرا شود.   انتقال سریعتر  اینکه مقادیر ویژه سمت چپ مقدار  برای  نتیجه،  در 

,1دار انتقال در نیمه چپ بازه  مق + +
  m m q :انتخاب شود 

(19) ( )10.5  
+ −

+ − + +m u m u  

 
12 Aggressive shifting technique 
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(20) ,0 0.5 =    u q  

,1باشد، که مقدار انتقال را به وسط بازه  عمق نسبی می  عمق انتقال تهاجمی و   uکه   
+ −

+ − +
 
  

m u m u  کند. همچنین  منتقل می

1
+

+ −m u   و
−

+m u یبی  ربه ترتیب حد بالا و پایین محدوده مقادیر ویژه تق
1 + −m u

و    +m u
 باشند.می 

1اگر فاصله بین  
+

+ −m u    و
−

+m u  10.001تر باشد، مثلا  از یک مقدار کوچک  ،u   دهیم  را یک واحد کاهش می( )1− →u u  . ژائو

0.4  خود   بر اساس مطالعاتو همکاران   مقدار استفاده شد. الگوریتم روش تسریع یافته   که در این مطالعه نیز از این  انددادهپیشنهاد  را    =

 با جزئیات بیشتری نشان داده شده است. 3با انتقال تهاجمی در جدول 

 

 جزئیات الگوریتم زیرفضای شبه متقارن با انتقال تهاجمی  :3جدول

 مقداردهی اولیه الف. 

 qتعیین اندازه زیرفضا   1 

)انتخاب بردارهای اولیه  2  )
0

R Neq×qX R 

 3 

1انتخاب انتقال اولیه   = −،
( )

T

1






− −

=
− −

 
 
 
 
 

K M B

K
B H G

   ،T
 =K LDL 

LDLبه ازای هر انتقال یا تجزیه  maxIتعیین ماکزیمم تکرار   4 
T 

 استرم  دنباله یبررس و انتقال ب.

که نباید نزدیک به یک مقدار ویژه باشد،   محاسبه مقدار   1 

( )10.5 , , 0.4    
+ −

+ − += + = =  m u m u u q  

تجزیه ماتریس  2  =K LDL
T 

 بررسی دنباله استرم  3 

 شودیم منتقل. ب مرحله به کنترل سپس و شده انجام  تکرار maxI  تعداد به ریز مراحل ج.

)شود، بردارهای آزمایشی محاسبه می 1  )
1



−

LDL X = M X
k

T R 

ˆشود،  محاسبه می M̂و   K̂های  تصاویر ماتریس  2  ˆ, 
K = X KX M = X MX

T T 

شود،  مساله مقدار ویژه تصویر شده حل می 3 
 

K Q = M QΛ   ،
T  =Q M Q I 

)شود،  تقریب بهتی برای بردارهای ویژه محاسبه می  4  )X = XQ
k

R 

)همگرایی بررسی شده، بردارهای همگرا شده از زیرفضا خارج و بردارهای تصادفی در  5  )X
k

R  جایگزین

 شودمی

 شود.رسید روند متوقف می pاگر تعداد بردارهای همگرا شده به تعداد خواسته شده   6 

 

 های تحلیل شده مدل -7

سازه سیستم  مدهای  شکل  محاسبه  روش  -برای  از  استفاده  با  تهاسیال  انتقال  با  و  یافته  تسریع  پایه،  برنامه  های  یک  جمی، 

های سد و آب مخرن با برنامه نوشته شده تحلیل و نتایج مورد بحث و  های مختلفی از سیستم کامپیوتری به زبان فرترن نوشته شد. مدل

 واقع شد. بررسی 
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سد    ( و 1واقع در ایالات متحده )شکل    13در این مقاله دو سیستم سد و آب مخزن مورد بررسی قرار گرفت. سد قوسی ماروپوینت

گرهی ایزوپارامتریک   20های  ها بدنه سد و ناحیه سیال به ترتیب با المان(. در این مدل2واقع در ایران، خوزستان )شکل    3قوسی کارون  

 اند.  سازی شدههی ایزوپارامتریک سیال گسستهگر 20جامد و 

 

 

 (KR3-DR) 3مدل گسسته سازی شده سد و مخزن کارون  :2شکل    (MP-DR)مدل گسسته سازی شده سد و مخزن ماروپوینت  :1شکل

 

 پارامترهای پایه  •

و با خاصیت ویسکوالاستیک خطی فرض شد. پارامترهای لازم برای بدنه سد در   15همسانگرد ،  14مگن های فوق، بدنه سد همدلدر  

ظر گرفته شد. بعلاوه، سرعت موج فشاری و وزن واحد حجم پذیر و غیر لزج در ننشان داده شده است. همچنین ناحیه سیال تراکم  4جدول  

 کیلونیوتن بر مترمکعب فرض شد.  81/9متر بر ثانیه و  1440سیال به ترتیب 

 

 پارامترهای پایه بدنه سد  :4جدول

ضریب کشسانی   مدل
(GPa) 

ضریب 

 پواسون 

 kN/m)3(وزن واحد 

 5 /27 2 /0 8 /24 (MP-DR)ماروپوینت 

 5 /23 2 /0 5 /24 (KR3-DR) 3کارون 

 

 عددی و بحث   نتایج  -8
های سختی  سازی ماتریسبرای ذخیره  16آسمان تحلیل شد. روش خطهای تعریف شده در بالا با استفاده از برنامه نوشته شده  مدل

از روش خط  استفاده  استفاده شده است.  راو جرم  نیاز  ریاضی و حافظه مورد  ابعاد  به مقدار زیادی کاهش می  آسمان تعداد عملیات  دهد. 

 
13 Morrow Point Arch Dam 
14 Homogenous 
15 Isotropic 
16 Sky Line 
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، تعداد درجات آزادی (NDEQ)دی تغییر مکان  اند. این پارامترها شامل تعداد درجات آزالیست شده  5های اجزای محدود در جدول  مدل

تند. تحلیل با  هس  (NZER)های غیر صفر در نصف بالایی ماتریس سختی و جرم  و تعداد درایه  (NEQ)، تعداد کل معادلات  (NPEQ)فشار  

   یافته و تهاجمی برای هر دو مدل انجام گرفت.های پایه، تسریعاستفاده از روش

 

 : تعداد درجات آزادی مدل اجزای محدود 5جدول

 NDEQ NPEQ NEQ NZER مدل

 1048785 3340 2575 765 ماروپوینت 

 8117358 11339 5402 5937 3کارون 

 

نشان داده    2مقایسه شد، که نتایج در شکل    ]6[سد ماروپوینت با مرجع    17ازی برنامه نوشته شده، پاسخ فرکانسی سبرای معتبر

مقادیر محاسبه شده در این تحقیق با  شتاب تاج سد در جهت شعاعی بر حسب فرکانس تحریک ترسیم شده است.    2. در شکل  شده است

این نمودار  به رنگ قرمز و نشانگرهای کوچک مربع رسم شده است.    ]6[شده از مرجع  ی و مقادیر اخذ  زنشانگرهای کوچک لورنگ بنفش و  

 دهد.  تطابق بسیار خوبی بین مقادیر محاسبه شده و مقادیر گزارش شده نشان می

 

 ]6[: پاسخ فرکانسی سد ماروپوینت، مقایسه نتایج برنامه نوشته شده با مرجع 2شکل

سن فرکانسبرای صحت  مجی  در  های  شده،  فرکانس  6جدول  حاسبه  شده  تحلیل  مدل  دو  هر  این  برای  در  شده  محاسبه  های 

، به ترتیب با مقادیر    3مقایسه شده است. پنج فرکانس اول سد ماروپوینت و سد کارون    ]6[و    ]10[تحقیق و مقادیر گزارش شده در مراجع  

 باشد. مقایسه شده است. این مقایسه، نشان دهنده انطباق خوب و صحت مقادیر محاسبه شده می ]6[و  ]10[ع راجگزارش شده در م

 

 
17 Frequency Response Function 
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 اول محاسبه شده و گزارش شده   پنج فرکانس طبیعی مقایسه : 6جدول 

 3کارون  ماروپوینت مدل

 فرکانس محاسبه شده  طبیعیس شماره فرکان

( )Hz  

 ]10[فرکانس گزارش شده 

( )Hz 

 فرکانس محاسبه شده 

( )Hz  

 ]6[فرکانس گزارش شده 

( )Hz 

1 79201/2 792/2 68008/1 680/1 

2 92874/2 929/2 76439/1 764/1 

3 11553/3 116/3 25647/2 256/2 

4 50794/3 508/3 77951/2 779/2 

5 96330/3 963/3 31361/3 314/3 

 گیرد.پارامترهای مهم روش زیرفضا با انتقال تهاجمی در ادامه مورد بررسی قرار می 

 اندازه زیرفضا و حداقل تعداد تکرار به ازای هر انتقال  •

اندازه  .  و مقادیر بهینه هرکدام تعیین شود  شوند   برای افزایش کارآیی باید تنظیمهای فوق پارامترهایی دارد که  هر کدام از روش

انتخاب شد. این مقادیر برای  یافتهبر اساس روندهای معرفی شده در روش تسریع maxIو حداقل تعداد تکرار به ازای هر انتقال     qزیرفضا  

اندازه زیرفضایی است که به ازای آن    optqدر این جدول    لیست شده است.  7تلف در جدول  های مخمدلشکل مد اول، برای    100محاسبه  

( رابطه  از  است که  نزدیک عددی  مقدار  این  است.  آمده  به دست  پردازنده  زمان  به دست می9کمترین  این جدول  (  در  همانطور که  آید. 

تعداد     maxIتا یک مقداری زمان پردازنده کاهش یافته است. این موضوع به این دلیل است که با افزایش    maxIبا افزایش    ،شودمشاهده می

انتقال  افزایش یافته و در نتیجه تعداد  انتقال  ازای هر  انتقال بسیار زمانکاهش می  تکرار به  از آنجا که هر  از یک تکرار اسیابد.  در    ،تبرتر 

که باز باعث افزایش    ،شودنیز باعث تکرار بیهوده در یک انتقال می   maxIیابد. اما افزایش بیش از اندازه  مجموع زمان پردازنده کاهش می 

د دارد. در جداول بعدی زمان پردازنده به ازای بهینه وجو maxIبرای هر دو مدل یک    7زمان پردازنده خواهد شد. به همین دلیل در جدول  

q   وmaxI واهد شد. بهینه برای هر مدل و هر روش مقایسه خ 

 ول شکل مد ا 100، برای محاسبه : بعضی پارامترهای مهم روش زیرفضا با انتقال تهاجمی 7جدول 

زمان پردازنده   تعداد تکرار  تعداد انتقال optq maxI مدل
(s) 

 57/ 33 88 40 2 17 ماروپوینت 

3 28 91 77 /55 

4 22 94 74 /52 

5 18 97 81 /54 

6 16 100 19 /53 

7 14 101 88 /54 

10 11 111 34 /56 

20 8 161 63 /78 

 221/ 50 61 12 5 27 3کارون 

10 7 77 75 /232 

11 6 72 75 /212 

12 6 77 09 /226 

13 5 76 78 /218 

14 5 77 13 /221 

15 6 91 84 /260 

20 5 103 59 /282 
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 تهاجمیبررسی کارآیی انتقال  •

اول مدل فرکانس طبیعی  و  پنج  تلرانس    دامنهها  با  تهاجمی  انتقال  با  زیرفضا  روش  توسط  فرکانس، که  هر  برای  61خطا  10−  

های محاسبه شده را  فرکانس   بزرگترین خطای ممکن   ،خطا   دامنهنشان داده شده است. لازم به ذکر است که    8محاسبه شده، در جدول  

پایه و تسریعروشدهد.  نشان می واضح است که  های محاسبه شده نیستند.  شده هیچکدام قادر به محاسبه دامنه خطا برای فرکانسهای 

انتق انتقال در بین مقادیر ویژه همگرا د  ال نبایمقدار  انتقال تهاجمی مقدار  به یک مقدار ویژه خیلی نزدیک باشد . از سوی دیگر در روش 

شود. مشخص نبودن دقیق مقادیر ویژه همگرا نشده، این احتمال را به وجود مقدار دقیق آنها مشخص نیست، انتخاب می  نشده، که هنوز

انتقالمی انتخاب شود.  ا  به آنه  آورد که مقدار  شود، این  خطا، که حتی برای مقادیر ویژه همگرا نشده نیز محاسبه میدامنه  خیلی نزدیک 

دهد  گذارد که مقدار انتقال خارج از محدود خطای مقایر ویژه همگرا نشده انتخاب شود. در نتیجه این اطمینان را میامکان را در اختیار می

    قادیر ویژه نیست.م زدیک بهکه مقدار انتقال هرگز خیلی ن

 و دامنه خطا   های تحلیل شده: پنج فرکانس طبیعی اول مدل 8جدول 

 3کارون  نت ماروپوی مدل

شماره فرکانس 

 طبیعی 

 فرکانس

( )Hz  

 خطا دامنه

( )7

10
−

 Hz 

 فرکانس

( )Hz  

 خطا منهدا

( )7

10
−

 Hz 

1 79201 /2 97 /5 68008 /1 40 /6 

2 92874 /2 65 /8 76439 /1 92 /2 

3 11553 /3 87 /8 25647 /2 43 /3 

4 50794 /3 07 /1 77951 /2 36 /9 

5 96330 /3 44 /1 31361 /3 21 /4 

های پردازنده ذکر  زمانه لیست شده است. زندو زمان پردا بعضی پارامترهای دیگر این روش مانند تعداد تکرار 9همچنین در جدول 

تا با    ، به دست آمده است  GB 4و حافظه رم    GHz 2.4ای به سرعت  هسته  4تاپ با پردازنده  لپبا یک کامپیوتر  همگی  شده در این جدول  

یافته و های پایه، تسریعروش  با  سد ماروپوینتزوج ویژه    150، زمان پردازنده برای محاسبه  9با توجه به جدول    د. نیکدیگر قابل مقایسه باش

  ،3/1865به ترتیب    3زوج ویژه سد کارون    300باشد. این مقادیر برای محاسبه  ثانیه می  4/74و    1/104،  2/198انتقال تهاجمی به ترتیب  

دول تعداد تکرار و ن جهمچنین در ایباشد.  ها به خوبی نشان دهنده کارآیی روش انتقال تهاجمی می این زمانثانیه است.    3/709و    4/920

0.4تعداد انتقال لازم برای هر روش ذکر شده است. در روش تهاجمی نیز مقدار   ست.طبق پیشنهاد تحقیقات پیشین انتخاب شده ا =
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 جمیتها  ته وهای پایه تسریع یاف: تعداد تکرار و زمان پردازنده برای روش9جدول 

 3کارون  ماروپوینت  مدل

های خواسته  تعداد زوج ویژه

 شده 
p 150 300 

 روش پایه 

 BPS-SIM 

 q 300 600اندازه زیرفضا 

 30 38 تعداد تکرار

 2 /198 3 /1865 (s)زمان پردازنده 

 یافتهروش تسریع 

 APS-SIM 

optq 17 27 

maxI 7 13 

 224 166 تعداد تکرار

 17 23 تعداد انتقال

 1 /104 4 /920 (s)ن پردازنده زما

 روش زیرفضا با انتقال تهاجمی 
AAPS-SIM 

optq 17 27 

maxI 7 13 

 4 /0 4 /0 

 240 141 تعداد تکرار

 18 19 تعداد انتقال

 4 /74 3 /709 (s)زمان پردازنده 

 

 10در جدول  آید، که  دست میارائه شد، نسبت این زمانها به  9ل  جدو  لف که درهای مختهای پردازنده برای روشاز تقسیم زمان

نشان   10های پردازنده لیست شده در جدول  نسبت زمان  .نشان داده شده استمقایسه زمان پردازنده برای سه روش مطرح شده در فوق  

تر از روش پایه  افته و بیش از دو برابر سریعییعروش تسر  تر ازدرصد سریع  40الی    30دهد که روش زیرفضا با انتقال تهاجمی، حدود  می

 است.

 

 : مقایسه زمان پردازنده سه روش10جدول 

 مدل

 های پردازنده نسبت زمان

−

−

BPS SIM

APS SIM

t

t
 −

−

BPS SIM

AAPS SIM

t

t
 APS SIM

AAPS SIM

t

t

−

−

 

 1/ 40 2/ 66 1/ 90 ماروپوینت 

 1/ 30 2/ 63 2/ 03 3کارون 
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 نتیجه گیری  -9

زیرفضای  یعنی  در این مقاله، روش زیرفضای شبه متقارن با انتقال تهاجمی معرفی گردید. این روش، روش پیشنهاد شده قبلی،  

تسریع متقارن  از سیستمشبه  برآمده  ویژه  مقدار  مسائل  برای حل  سازهیافته،  اندرکنش  بخشید. ه-های  بهبود  را  معی  مچنینسیال  ار  یک 

گذارد، برای این روش معرفی گردید. یک برنامه کامپیوتری به زبان محاسبه برای مقادیر ویژه در اختیار می  خطای قابل   دامنههمگرایی که  

 فرترن برای بررسی کارآیی روش پیشنهادی نوشته شد و نتایج زیر بدست آمد: 

متقار • شبه  زیرفضای  روش  کارآیی  تهاجمی  انتقال  تسرتکنیک  حدود  یافتیعن  را  افزا  40الی    30ه  داد.درصد  در    یش 

ای که در حال همگرایی هستند، سرعت همگرایی را حقیقت این روش با انتخاب مقدار انتقال در نزدیکی مقادیر ویژه

 دهد. افزایش داده و زمان محاسبه را کاهش می

خطا از  این دامنه    . گذاردر اختیار می ویژه د  مقدارخطا برای هر    دامنهمعیار همگرایی معرفی شده برای این روش، یک   •

-و از سوی دیگر دامنه تقریبی مقادیر ویژه همگرا نشده را به  کندشده را تضمین میویژه همگرا  مقادیر  دقت  یک سو  

انتقال تهاجمی ضروری   . دهددست می انتقال در روش  انتخاب مقدار  از دامنه تقریبی مقادیر همگرا نشده برای  اطلاع 

های پیشین معرفی  سیال در هیچکدام از روش  -عی یک مساله سازه  های طبیمنه خطایی برای فرکانسچنین دااست.  

 نشده بود.  
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