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 چکیده
تاتیکی و دینامیکی یی متعامد مفسر مرزی در برابر روش اجزاء محدود، به تحلیل رفتار اسدر این مقاله، از طریق مقایسه کارایی توابع چندجمله

ابعاد متفاوت بازشو با . در همین راستا، رفتار صفحات تحت شرایط مرزی مختلف و شده استصفحات نازک مستطیلی دارای بازشو پرداخته 
صفحه  . در تحلیل استاتیکی، پارامترهای جابجایی و لنگر خمشی و در تحلیل دینامیکی، بسامدهای ارتعاش آزادگرفته استمورد بررسی قرار 
سهولت و دقت بالای توابع سادگی، تطابق با شرایط مرزی هندسی، همگرایی سریع، آمده حاکی از دست. نتایج بهشده استمورد بحث واقع 

در حالات مختلف است. هرچند که سرعت تحلیل در  برای تعیین پارامترهای استاتیکی و دینامیکی صفحات یی متعامد مفسر مرزیچندجمله
یی متعامد مفسر مرزی بیشتر است اما سهولت و دقت استفاده از این توابع در تحلیل توابع چندجمله محدود نسبت به استفاده ازروش اجزاء 

ویژه مرزهای منحنی )صفحات و بازشوهای دایروی، بیضوی، مستطیلی و ...( استاتیکی و دینامیکی صفحات دارای بازشو با مرزهای خطی و به
لازم به ذکر  های متعامد مفسر مرزی نسبت به روش کلاسیک اجزاء محدود مطرح شود.ییمعیار برتری کاربردی چندجملهتواند به عنوان می

ها را به سرعت و سهولت اعمال نمود، در توان هرگونه تغییر در شرایط سازه و بازشوهای متعامد مفسر مرزی میییندجملهاست با استفاده از چ
 های محاسباتی زیادی به همراه دارد.  روش کلاسیک اجزاء محدود اینگونه نیست و این تغییرات هزینه صورتیکه در استفاده از
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In this article, the efficiency of Boundary Characteristic Orthogonal 

Polynomials (BCOPs) in analyzing the static and dynamic behavior of 

thin rectangular plates with openings versus the Finite Element Method 

(FEM) and the analytical solutions (if they exist), is investigated. Despite 

this simple procedure, according to the obtained results, the accuracy of 

BCOPs in most of the studied cases compared to the analytical solutions 

or those obtained via FEM is acceptable. Besides, different sizes for the 

openings are assumed and in one case a steel strip is used to stiffen the 

plate around the opening. Maximum deflection of the plate is the core 

parameter to be compared seeking the convergence rate of the employed 

method. Furthermore, natural frequencies of the plate are obtained and 

compared to assess the capability of BCOPs in dynamic analysis of thin 

plates. In all of the studied cases, the efficiency of the BCOPs is evident 

based on its simplicity in comparison with conventional FEM or other 

competitive methods.  
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 مقدمه -1

 یهامسائل مربوط به ارتعاش سازه یلو تحل یبررس یتر براساده یهاحلو راه تریقدق یهاروش یافتندنبال همواره پژوهشگران به

از لحاظ دقت شناخته شده است.  ینانقابل اطم یروش عدد یکعنوان . امروزه روش اجزاء محدود بهباشندیو صفحات م یرهات یرمختلف نظ

پژوهش امکان استفاده  ینموضوع، در ا ینبهره جست. با توجه به ا یزن یترساده یهاحالات بتوان از روش یدر برخ استممکن  وجود ینبا ا

روش همانطور  ین. در اشودیم یدهصفحات نازک سنج یرفتار ارتعاش یلابزار در تحل یکعنوان به یمتعامد مفسر مرز هایییاز چندجمله

 یحذف عبارات اضاف یلدلتعامد برقرار بوده و به یتها خاصکه در آن شودیاستفاده م هاییییدجملهاز چن که از نام آن مشخص است،

 یمرز یطکامل شرا یتوابع، ارضا ینا یاتاز خصوص یگرد یکیساده گردند.  ییبه مقدار قابل ملاحظه یانیتا معادلات پا شودیموجب م

موجود بر لبه، عمل  یهاصفحه، با افزودن تعداد گره یک یکردن لبه مرز یردارگ منظورهحدود بمثال در روش اجزاء م ی. براباشدیمسئله م

 .شودیم یردارگ یکپارچهبه طور  یاما در روش حاضر، تمام محدوده لبه مرز گردد،یم یلتکم یرداریگ

منظور به ییمطالعه ریتز،– یلیوش رامتعامد در ر هایییگروه از چندجمله یک یریکارگ، با به1185بار در سال  یناول برای

ها مطرح روش یرروش نسبت به سا ینا یعنوان برتربه یانجام شد که در آن موارد یلیصفحات مستط یعیطب یهااستخراج فرکانس

با  یلیستطصفحه م یک یارتعاش یمتعامد توانستند بسامدها هایییبا استفاده از چندجمله وهشگراناز پژ یبعد، برخ یچند .[1]یدگرد

  .[2ند]ددست آوردلخواه را به یمرز یطشرا

مطالعه مسائل ارتعاش  یکرده و از آن برا یدتول یمتعامد دو بُعد هایییتوانستند چندجمله یگریبعد، پژوهشگران د یهاسال در

را با عنوان  هاییلهچندجم یندر مطالعه خود، ا یشانو مربع( استفاده کنند. ا یل)مانند: مستط یبازه هندس یکصفحات در 

  .[4و3کردند] یگذارنام 1زیمتعامد مفسر مر هایییچندجمله

 یعیارتعاش آزاد طب یبسامدها یدو بُعد یمتعامد مفسر مرز هایییپژوهشگران با استفاده از چندجمله یگری،مطالعه د در

با  2یسیمغناط-یارتجاع یرت یکارتعاش  ین در بررسپژوهشگرا یگرد ینهمچن .[5قرار دادند] یرا مورد بررس یضویو ب یرویصفحات دا

از  یبرخ .[6استفاده کردند] یمتعامد مفسر مرز هایییاز چندجمله یخارج یروهایو ن محوری یتحت بارگذار ی،عموم یمرز یطشرا

 .[7کار بردند]را به یمتعامد مفسر مرز هایییروش چندجمله یحلقو یرویدا فحه صفحاتصپژوهشگران در محاسبات ارتعاش آزاد درون

ضخامت  یرخطیغ ییراتتغ یناهمگن دارا یلیصفحات مستط یروش به مطالعه ارتعاش جانب ینبا استفاده از ا یگر،د یبرخ ینهمچن

  .[8پرداختند]

 یهازهسا ینامیکیرفتار د یینتب ینهدر زم یمتعامد مفسر، مطالعات متنوع ییو بسط توابع چندجمله یریکارگبا به یز،ن اخیراً

ارتعاش  یلروش در حل مسا ینو دقت ا یینشان از کارا یمتحرک صورت گرفته است که همگ یو صفحه تحت اثر بارها یرمختلف ت

  .[12-1گوناگون است] یهاسازه

 3FGMهای اخیر در محاسبات گوناگونی از جمله: فرکانس ارتعاش آزاد صفحات ها متعامد مفسر مرزی در سالایاز چندجمله

و بهبود  ]16[های سیلندری متقارن با مرزهای دلخواه ، ارتعاش آزاد پوسته]15و14[، ارتعاش آزاد تیرهای نانو اولر برنولی غیریکنواخت ]13[

-ها به طوریکه نه تنها جمله اول بلکه تمام جملات شرایط هندسی و طبیعی را ارضا کنند و جوابایاین روش و استفاده از این چندجمله

 استفاده شده است. ]17[دقت بیشتری را ارائه دهندهای با 

 ییرپذیری،کار با آن، قدرت تغ یبه راحت توانیصورت گرفته تاکنون م یهاروش در پژوهش ینا یمطرح شده برا یایجمله مزا از

 یمتعامد مفسر مرز ایهییبا استفاده از چندجمله ینکم اشاره نمود. همچن یمحاسبات ینهو هز یمنحن یبازشوها یسازمدل ییتوانا

 ینلحاظ نمود.  در ا یراحتضخامت صفحات را به ییراز تغ یاثرات ناش یزها و نآن یتبازشو در صفحات، تقو داثرات مربوط به وجو توانیم

صفحاتِ با و  یشو بسامد ارتعا یلنگر خمش یی،جابجا یرمقاد یینبه محاسبه و تع یمتعامد مفسر مرز هاییینوشتار، با استفاده از چندجمله

                                                           
1 Boundary characteristic orthogonal polynomials 
2 Elasto-Magnetic 
3 Functionally graded materials 
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حاصل از  یجنتا یسهضمن مقا یگر،د ی. از سوگرددیاقدام م شدهیتصفحات بازشودار تقو ینمختلف و همچن یمرز یطبدون بازشو تحت شرا

 .شودیروش حاضر پرداخته م ییکارا یزانم یینحاصل از روش اجزاء محدود به تب یجروش فوق با نتا

 یمتعامد مُفسر مرز هایییلهصفحات با استفاده از چندجم یلتحل -2

. در مرحله گیردیسه مرحله انجام م یصفحات ط یلدر مطالعات مربوط به تحل یمتعامد مفسر مرز هایییچندجمله یریگکاربه

س براسا ی. در مرحله دو، توابع بعدشودیحدس زده م یمرز یطشرا یصفحه و ارضا یبا توجه به شکل هندس ییتابع چندجمله یناول یک،

 هاییسماتر یینتوابع در تع ین. سپس در مرحله آخر، از اگردندیم یدتول 4یتاِشم -گِرَم یشدهشناخته یو با استفاده از رابطه یهتابع اول

 .[3]شودیاستفاده م یروجرم و ن ی،سخت

 های متعامد مفسر مرزی در دو بُعدییچندجمله -2-1

شوند)حدس هندسه دلخواه با توابع مستقل خطی به صورت زیر در نظر گرفته می برای هر های متعامد مفسر مرزیییچندجمله 

 یی(:اولین تابع چندجمله

(1)    ...,3,2,1;),(),(),(  iyxfyxgyxF ii
 

),( آن در که yxg  عبارت ارضاکننده شرایط مرزی و),( yxf i  تابع خطی مستقل است. حال برای تولید توابع متعامد

),( yxi گردد )تولید توابع متعامد بر پایه تابع اولیه(:اشمیت از روابط زیر استفاده می –با استفاده از رابطه گرم 

(2)                   ),(=),( 11 yxFyx 
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 الاضلاع شکلسر مرزی در صفحات متوازیهای متعامد مفییچندجمله -2-2

در دستگاه  D الاضلاع کلیشود. محیط متوازیتعریف می 1مطابق شکل  و  a، bالاضلاع با سه پارامتر یک محیط متوازی

),( مختصات yx  با استفاده از روابط زیر به ناحیهD  که یک مربع واحد در دستگاه مختصات),(  شود:است، تبدیل می 

(5)      












)sin.(

)cos.(

by

baξx
 

),(های متعامد مفسر مرزی ابتدا در دستگاه ییلازم به ذکر است، چندجمله  دست آمده و سپس به دستگاه به),( yx 

 شوند.انتقال داده می

 

 الاضلاع به مربع واحد: تبدیل محدوده متوازی 1شکل

                                                           
4 Gram-Schmidt 
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تواند گیردار، ساده و یا آزاد در الاضلاع چهار لبه وجود دارد. هر لبه با توجه به شرایط مرزی میدر یک محیط مربعی یا متوازی

),(های مرزی در دستگاه مختصات ر این صورت، معادلات لبهنظر گرفته شود که د  شود:شرح زیر نوشته میبه 

(6)       1=0,=1,=0,=  

،  ،-1های به صورت توان به ترتیب برای لبه sو  p ،q ،rها در این روش از پارامترهای جهت اعمال شرایط مرزی لبه

 و -1  گردد. پارامترهایاستفاده می 7و معادله  1با توجه شکل p ،q ،r  وs اتصال  1)اتصال گیردار(،  2توانند مقادیر می(

 لبه دهدیم نشان 2p مثال، یبرامفصلی( و صفر )انتهای آزاد( را با توجه به شرایط مرزی مورد نظر به خود اختصاص دهند. 

0تابع  .است رداریگ ),( g گردد:برای یک صفحه چهارضلعی به شکل زیر بیان می 

(7)       srqp )-(1)-(1=),g(  

 توابع شکل -2-3

برای صفحات نازک مستطیلی، نمودار توابع شکل برای  2-2و  1-2های شده در قسمتدر این بخش با توجه به روابط ارائه

، تابع شکل 2شود. بدین ترتیب، مطابق شکل ارائه می CCCC)(و چهار طرف گیردار  SSSS)(رف ساده صفحات با شرایط مرزی چهار ط

)1)(1(گاه مفصلی است، به صورت معادله ای که در هر چهار لبه دارای تکیهاول برای صفحه y-x-xy شود. در نظر گرفته می 

 

 

 ssssشکل اول صفحه با شرایط مرزی : تابع  2شکل

گاه گیردار ای که در هر چهار لبه، دارای تکیهنمایش داده شده است، تابع شکل اول برای صفحه 3از طرفی، همانطور که در شکل 

2222است، به صورت معادله  )1()1( y-x-yx شود.در نظر گرفته می 

 
 cccc با شرایط مرزی : تابع شکل اول صفحه 3شکل
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 های متعامد مفسر مرزیییبا استفاده از چندجمله 5تحلیل استاتیکی صفحه ارتجاعی کیرشهف -2-4

 جابجایی و لنگر نقطه دلخواه از صفحه تحت اثر بار استاتیکی متمرکز و گسترده  -2-4-1

های را با استفاده از روابط کلاسیک صفحه f)(و نیرو  K)(سختی های بایست ماتریسدر ابتدا می هاجهت محاسبه جابجایی

 دست آورد که بر این اساس داریم:به [18مستطیلی نازک]
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 باشد و به ترتیب برابرند با:مدول برشی صفحه می Gضریب صلبیت و  Dکه در آن 
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 [18] های مستطیلی نازک محاسبه نمود:روابط کلاسیک صفحهتوان با استفاده از لنگر نقطه دلخواه از صفحه مورد نظر را می
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 تحلیل دینامیکی -2-4-2

بسامد ارتعاشی صفحات مورد نظر در حالت ارتعاش آزاد نیاز به تعیین ماتریس جرم بوده که براساس  در این بخش، جهت محاسبه

 دست خواهد آمد:ماتریس جرم صفحات به صورت زیر به ،آمده در قسمت قبلدستماتریس سختی به

                                                           
5 Kirchhoff 
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(15)            yxvρ jiij ddM 

 حجم صفحه است. vچگالی و  ρکه در آن 

دست ارتعاشی در حالت ارتعاش آزاد و بدون میرایی از حل مسئله مقدار ویژه طبق معادله زیر برای صفحه موردنظر به بسامدهای

 آید:می

(16)      0=)-det( 2
MK  

 فرکانس ارتعاشی صفحه است. که

، 16آمده از رابطه دستجهت مقایسه با مقادیر به ی مرزی مفصلی،هاای با لبهلازم به ذکر است، مقادیر دقیق بسامدها برای صفحه

 [11]قابل حصول است: 17بر اساس رابطه 
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 باشند.می yو  xترتیب طول صفحه در راستای به bو  aکه در آن 

 منظور انجام یک مقایسه صحیح از رابطه زیر استفاده شده است:بُعدکردن بسامد ارتعاشی به در این مطالعه، جهت بی

(18)             
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 صحت سنجی -3

جایی یک نقطه از صفحه در های تحلیلی برای برخی از حالات ارزیابی شده است. در این منابع، جابهپاسخ [21و22]در منابع 

DPaهای به ترتیب با استفاده از رابطه Qتحت اثر بار گسترده و  Pراستای قائم تحت اثر بار متمرکز  /2  وDQa /4  بیان شده

بُعد صفحه  aبیان شده است. که  2βQaی است. همچنین، لنگر خمشی ایجادشده در یک نقطه از صفحه تحت اثر بار گسترده طبق رابطه

در جداولی به صورت ضرایب ثابت برخی حالات موجود، در منابع ذکر شده  βو  αهمچنین ضرایب است.  yو  xراستای محور موردنظر در 

 بیان گردیده است.

ی این دو ضریب صورت ها رو، در این پژوهش مقایسهβو  جز ضرایب با توجه به روابط بالا و ثابت بودن تمامی مقادیر به

های متعامد مفسر ییها و لنگرهای خمشی در حالات مختلف با استفاده از چندجملهگرفته است. بدین صورت که پس از محاسبه جابجایی

گردیده و با مقادیر موجود در جداول ذکر شده محاسبه  βو  مرزی و روش اجزاء محدود با توجه به روابط تحلیلی ارائه شده، ضرایب

 مورد مقایسه و صحت سنجی قرار گرفته است.
 

 مطالعات پارامتریک -4

های مختلف پرداخته شده است. در دو قسمت اول به بررسی در ادامه و در این بخش از مقاله به بررسی عددی و پارامتریک مثال

ن بازشو با شرایط مرزی مختلف در راستای قائم تحت انواع بارگذاری پرداخته شده است، جابجایی نقطه مرکزی صفحه نازک مستطیلی بدو

در قسمت سوم جابجایی یک نقطه از صفحه نازک مستطیلی بازشودار به ابعاد مختلف با شرایط مرزی ساده تحت بارگذاری گسترده در 

به بررسی لنگر خمشی یک نقطه از صفحه نازک مستطیلی بدون  های چهارم و پنجمراستای قائم مورد ارزیابی قرار گرفته است، قسمت

بازشو و بازشودار با شرایط مرزی مختلف تحت انواع بارگذاری اختصاص یافته است، در قسمت ششم جابجایی یک نقطه از صفحه نازک 

زان تقویت انجام شده مورد بررسی قرار مستطیلی بازشودار تقویت شده با شرایط مرزی ساده و تحت بارگذاری گسترده در راستای قائم و می

های ارتعاشی صفحه نازک مستطیلی بدون بازشو با شرایط مرزی ساده گرفته است، در نهایت، قسمت هفتم به مقایسه و ارزیابی فرکانس

الات شرایط مرزی بررسی تمام ح FEMای های متعامد مفسر مرزی و روش اختصاص یافته است. لازم به ذکر است در استفاده از چندجمله
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باشد که در این مقاله حالاتی انتخاب شده است که تا حد و انواع مختلف بارگذاری و بازشودار بودن صفحات نازک مستطیلی قابل انجام می

 های تحلیلی آن در منابع جهت مقایسه نتایج موجود باشد و صحت سنجی به درستی صورت گیرد.امکان جواب

 در مرکز صفحه چهار طرف ساده αب . مقایسه ضری1مثال  -4-1

در مرکز یک صفحه نازک چهار طرف مفصل و به ترتیب تحت بار گسترده در تمام سطح صفحه  در این مثال به مقایسه ضریب

  باشد.و نسبت طول به عرض آن برابر یک میو بار متمرکز در مرکز صفحه پرداخته شده است. همچنین صفحه مذکور بدون بازشو بوده 

دهد مورد ارزیابی و جایی در آن محل رخ میترین مقدار جابهجایی در راستای قائم مرکز صفحه که بیشدر این حالت جابه

 مقایسه قرار گرفته است.
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روش تحلیلی روش اجزاء محدود 

 
 روش اجزاء محدود -ترده در تمام صفحه تحت اثر بار گس SSSSدر مرکز صفحه  α: مقایسه ضریب  4شکل
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روش تحلیلی BCOPsجواب حاصل از 

 
  های متعامد مفسر مرزیییچندجملهجواب حاصل از  -تحت اثر بار گسترده در تمام صفحه  SSSSدر مرکز صفحه  α: مقایسه ضریب  5شکل

 

در این حالت )بارگذاری  عامد مفسر مرزیهای متییچندجملهمشاهده شده است که استفاده از  5و  4های با توجه به شکل

تابع شکل اول به جواب تحلیلی همگرا شده است (، سهولت و  1) با همگرایی به جواب تحلیلی گسترده( عملکرد بهتری به لحاظ سرعت 

-استفاده از چندجمله تابع شکل در 1ثانیه با درنظر گیری  12.41زمان تحلیل توسط کامپیوتر در این حالت دقت از خود نشان داده است. 

شود سرعت باشد. همانطور که مشاهده میالمان در روش اجزاء محدود می 64ثانیه با درنظرگیری  1.35های متعامد مفسر مرزی و یی

را به  باشد، اما در مرحله آماده سازی و همبست المانها زمان بسیار بیشتریتحلیل کامپیوتری در این حالت در روش اجزاء محدود بیشتر می
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باشد، انجام عملیات همبست المانها و تشکیل ماتریس های سختی، نیرو و جرم در روش اجزاء خود اختصاص داده است. لازم به توضیح می

 گردد. در حالیکه در روش      های بالا ( در مرحله کد نویسی میمحدود سبب پیچیدگی و زمانبر شدن این روش ) به خصوص در تعداد المان

های متعامد مفسر مرزی این پیچیدگی وجود نداشته و به راحتی با تشکیل تابع شکل اول بر اساس شرایط هندسی صفحه و ییملهچندج

سازی نمود، در این صورت از پیچیدگی روش حل کمتر شده و در زمان صرفه توان صفحه را مدلهای مورد نظر میهای انتگرالتغییر کران

توان آن را به راحتی و شود. همچنین در صورت لزوم ایجاد هرگونه تغییر در نوع و شرایط صفحه مورد نظر میجویی قابل توجهی حاصل می

 با صرف زمان کم اعمال نمود، در صورتیکه در روش اجزاء محدود باید المان بندی از سر گرفته شود.

باشد، مثلا در مدل سازی شرایط مرزی در لمان میشود دقت در روش اجزاء محدود به شدت تابع تعداد اهمانطور که مشاهده می

های متعامد مفسر ییباشد ولی در روش چندجملههایی که در مرزها قرار دارند شرایط مرزی قابل مدل سازی میاین روش به تعداد گره

مرز مورد نظر آن را کاملا گیردار،  در تشکیل تابع اولیه به 2،1،2های ارائه شده با تخصیص اعداد مرزی این موضوع به راحتی طبق فرمول

 گردد.کند که این موضوع سبب افزایش دقت این روش در تعداد توابع شکل پایین نیز میساده و یا آزاد مدل سازی می

های بیشتر بوده که طبق در نتیجه در روش اجزاء محدود جهت دستیابی به دقت مورد نظر مجبور به درنظرگیری تعداد المان

های ییکند، در حالیکه در صورت استفاده از چندجملهه شد این موضوع پیچیدگی و زمان حل را در فاز کد نویسی بیشتر میآنچه گفت

تحلیل توسط نرم افزار در روش اجزاء محدود با هر تعداد المان کم بوده در حالیکه متعامد مفسر مرزی این طور نیست. اما در فاز دوم زمان 

های متعامد مفسر این زمان در تعداد توابع شکل پایین کم ولی در تعداد توابع شکل بالا و حالت بازشودار زیاد        ییبا بکارگیری چندجمله

 باشد.می

 
 روش اجزاء محدود -تحت اثر بار متمرکز در همان نقطه  SSSSدر مرکز صفحه  α: مقایسه ضریب  6شکل

 

 
 های متعامد مفسر مرزیییچندجملهجواب حاصل از  -تحت اثر بار متمرکز در همان نقطه  SSSSدر مرکز صفحه  α: مقایسه ضریب  7شکل

مشاهده شده است، اما به جواب تحلیلی نسبت همگرایی یکسانی در هر دو روش دقت و  7و  6های همچنین با توجه به شکل

زمان تحلیل توسط  .است داده نشان خود از بهتری عملکرد سهولت لحاظ به های متعامد مفسر مرزیییچندجمله از استفادههمچنان 
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ثانیه با در  2.35های متعامد مفسر مرزی و ییتابع شکل در استفاده از چندجمله 25ثانیه با درنظر گیری  134.13کامپیوتر در این حالت 

 باشد.ود میالمان در روش اجزاء محد 64نظر گیری 

 در مرکز صفحه چهار طرف گیردار α. مقایسه ضریب 2مثال  -4-2

در مرکز یک صفحه نازک چهار طرف گیردار تحت بار گسترده پرداخته شده است. همچنین  αدر این مثال به مقایسه ضریب 

  شد.باصفحه مذکور بدون بازشو بوده و نسبت طول به عرض آن برابر یک می

در این حالت شرایط مرزی از حالت ساده به گیردار تغییر داده شده است تا اثر شرایط تکیه گاهی در نتایج، مورد ارزیابی قرار 

 .[24-22]اندهای تحلیلی در منابع مختلف، خود با اختلاف اندک بیان گردیدهلازم به ذکر است در این حالت جوابگیرد. 

 
 روش اجزاء محدود -تحت اثر بار گسترده در تمام صفحه  CCCCمرکز صفحه در  α : مقایسه ضریب 8شکل

 

  های متعامد مفسر مرزیییچندجملهجواب حاصل از  -تحت اثر بار گسترده در تمام صفحه  CCCCدر مرکز صفحه  α : مقایسه ضریب 9شکل

دقت خوبی  های متعامد مفسر مرزیییل چندجملهتابع شکل او 1مشاهده شده است که با استفاده از  1و  8های با توجه به شکل

زمان تحلیل شده است . جواب دقیق همگرا المان به  256 در صورت استفاده از روش اجزاء محدود در نتایج حاصل شده است، درحالیکه
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ثانیه با  3.14مد مفسر مرزی و های متعاییتابع شکل در استفاده از چندجمله 1ثانیه با درنظر گیری  23.16توسط کامپیوتر در این حالت 

 باشد.المان در روش اجزاء محدود می 128در نظر گیری 

 در کُنج صفحه چهار طرف ساده α مقایسه ضریب .3مثال  -4-3

ه در کنج بازشو یک صفحه نازک مستطیلی چهار طرف مفصل تحت بار گسترده پرداخته شد αدر این مثال به مقایسه ضریب 

  (.12باشد )شکل است. همچنین صفحه مذکور دارای بازشو با ابعاد مختلف بوده و نسبت طول به عرض آن برابر یک می

(. مدل سازی بازشوها با توجه 12در این حالت جابجایی در راستای قائم کنج بازشو مورد ارزیابی و مقایسه قرار گرفته است )شکل 

، همچنین یک تغییر افزایشی در ابعاد بازشو ایجاد متعامد مفسر مرزی به راحتی امکان پذیر شده استهای ییچندجملهبه استفاده از روش 

 دست آید .شده است تا اثر ابعاد بازشو در همگرایی نتایج روش مورد نظر به

 حالت اول :  -4-3-1

باشد ز صفحه و متقارن میدرصد از مساحت کل صفحه در مرک 4در این حالت صفحه مذکور دارای بازشویی به مساحت 

 (. 12)شکل

 
 درصد مساحت کل صفحه 4: شرایط مرزی صفحه چهار طرف ساده ، دارای بازشو به اندازه  11شکل
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 های متعامد مفسر مرزیییچندجملهجواب حاصل از  -تحت اثر بار گسترده در تمام صفحه  SSSSدرصد صفحه  4در کنج بازشو  α: تغییرات ضریب  12شکل

های متعامد مفسر ییجواب نهایی روش اجزاء محدود و چندجمله ی دراختلاف کنیممشاهده می 12و  11های همانطور که از شکل

های متعامد مفسر ییبه وجود آمده است. این اختلاف بدلیل ایجاد بازشو در صفحه در استفاده از چندجمله درصد 8.21 زهبه اندا مرزی

شوند و مرزی نسبت به روش اجزاء محدود بوجود آمده است. در روش اجزاء محدود درجات آزادی به دقت روی مرزهای بازشو قرار داده می

های متعامد مفسر مرزی شرایط مرزی بازشو به خوبی رعایت ییکنند، درحالیکه در استفاده از چندجملهشرایط مرزی بازشو را ارضا می

 گردد.نگردیده و اختلاف مشاهده شده ایجاد می

 حالت دوم :  -4-3-2

رکز درصد از مساحت کل صفحه در م 25در این حالت صفحه با مشخصات عنوان شده در حالت اول دارای بازشویی به مساحت 

 باشد.صفحه و متقارن می
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 روش اجزاء محدود -تحت اثر بار گسترده در تمام صفحه  SSSSدرصد صفحه  25در کنج بازشو  α: تغییرات ضریب  13شکل
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 های متعامد مفسر مرزیییچندجملهجواب حاصل از  -سترده در تمام صفحه تحت اثر بار گ SSSSدرصد صفحه  25در کنج بازشو  α: تغییرات ضریب  14شکل
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متعامد مفسر مرزی به های ییچندجملهجواب نهایی روش اجزاء محدود و اختلاف  14و  13های در این حالت با توجه به شکل

-با بالا رفتن ابعاد بازشو می  مد مفسر مرزیهای متعاییچندجملهکاهش یافته است که نشان دهنده افزایش دقت استفاده از درصد  5.52

سریعتر  روش اجزاء محدودمتعامد مفسر کاسته و همگرایی نیز در های ییچندجملهباشد. اما به طور کلی وجود بازشو از دقت استفاده از 

 حاصل شده است.

 در مرکز صفحه چهار طرف ساده . مقایسه ضریب 4مثال  -4-4

به وجود آمده در یک صفحه نازک چهار طرف مفصل و به ترتیب تحت بار گسترده و  βاین بخش به بررسی لنگر مرکزی  در

-متمرکز اعمال شده در مرکز صفحه پرداخته شده است. همچنین صفحه مذکور بدون بازشو بوده و نسبت طول به عرض آن برابر یک می

 باشد.
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 روش اجزاء محدود -تحت اثر بار گسترده در تمام صفحه  SSSSدر مرکز صفحه  β: مقایسه ضریب  15شکل
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 های متعامد مفسر مرزیییچندجملهجواب حاصل از  -تحت اثر بار گسترده در تمام صفحه  SSSSدر مرکز صفحه  β: مقایسه ضریب  16شکل

های متعامد ییتابع شکل در استفاده از چندجمله 16ثانیه با درنظر گیری  52.28ر در این حالت زمان تحلیل توسط کامپیوت

 باشد.المان در روش اجزاء محدود می 128ثانیه با در نظر گیری  6.211مفسر مرزی و 
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  روش اجزاء محدود -مرکز صفحه  تحت اثر بار متمرکز در SSSSدر مرکز صفحه  β: تغییرات ضریب  17شکل

0.0700

0.1700

0.2700

0.3700

0.4700

0 20 40 60 80 100

β

تعداد توابع شکل
 

  های متعامد مفسر مرزیییچندجملهجواب حاصل از  -تحت اثر بار متمرکز در مرکز صفحه  SSSSدر مرکز صفحه  β: تغییرات ضریب  18شکل

 

های ییذاری گسترده استفاده از چندجملهبارگدر قایسه لنگرها مشاهده شده است که در حالت م 18تا  15های با توجه به شکل

باشد که درصد می 44.51های نهایی . اما در بارگذاری نقظه ای اختلاف جوابمتعامد مفسر مرزی عملکرد بهتری از خود نشان داده است

 دهد.را در این حالت نشان می های متعامد مفسر مرزیییچندجملهعدم دقت روش 

 در مرکز لبه مرزی بالایی صفحه چهار طرف گیردار . مقایسه ضریب 5مثال  -4-5

لبه مرکزی و مرزی بالایی به وجود آمده در یک صفحه نازک چهار طرف گیردار و تحت بار  βدر این بخش به بررسی لنگر 

از مساحت کل صفحه بوده و نسبت  درصد 4گسترده پرداخته شده است. همچنین در این حالت صفحه مذکور دارای بازشویی به مساحت 

 باشد.طول به عرض آن برابر یک می
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 روش اجزاء محدود -تحت اثر بار گسترده در تمام صفحه  CCCCدر مرکز لبه بالایی صفحه  β: مقایسه ضریب  19شکل
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  های متعامد مفسر مرزیییچندجملهجواب حاصل از  -تحت اثر بار گسترده در تمام صفحه  CCCCه بالایی صفحه در مرکز لب β: مقایسه ضریب  21شکل

و تغییر  درصد ( بوده 5.8) با اختلاف اندک نتایج در هر دو روش یکسان مشاهده شده است  22و  11های با توجه به شکل

در این حالت به دلیل اینکه نقطه  اثر محسوسی در همگرایی نتایج نداشته است.شرایط مرزی در حالت لنگرهای ایجاد شده در صفحه نیز 

بوده و دو نمودار برای هر کدام در هر دو روش با هم متفاوت  yو  xمقادیر لنگر در راستای  بوده استمورد بررسی در لبه صفحه مورد نظر 

 بیان شده است.

 در حالت تقویت صفحه  α. مقایسه ضریب6مثال  -4-6

درصد از مساحت کل  11( به مساحت 26در کنج یک بازشوی مرکزی تقویت شده )مطابق شکل  αدر این مثال به مقایسه ضریب 

 باشدیک صفحه نازک چهار طرف مفصل تحت بار گسترده پرداخته شده است. همچنین نسبت طول به عرض صفحه مذکور برابر یک می

 (.21)شکل 

روش اجزاء های متعامد مفسر مرزی و ییه و روند همگرایی نتایج در استفاده از چندجملهدر این حالت اثر تقویت انجام شد

 مشاهده و مورد بررسی قرار داده شده است. محدود
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 : شرایط مرزی صفحه چهار طرف ساده ، تقویت 21شکل
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 روش اجزاء محدود -تقویت شده تحت اثر بار گسترده در تمام صفحه  SSSSدرصد صفحه  11در کنج بازشو  α: تغییرات ضریب  22شکل
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های متعامد مفسر ییچندجملهجواب حاصل از  -تقویت شده تحت اثر بار گسترده در تمام صفحه  SSSSدرصد صفحه  11در کنج بازشو  α: تغییرات ضریب  23شکل

 مرزی

 های متعامد مفسر مرزیییجواب نهایی روش اجزاء محدود و چندجمله ی دراختلافدر این حالت  23و  22های با توجه به شکل

 به وجود آمده است. در ادامه به بررسی صحت و عملکرد تقویت انجام شده پرداخته شده است. درصد 6.7 به اندازه
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 روش اجزاء محدود -های تقویت شده و تقویت نشده حت اثر بار گسترده در تمام صفحه برای حالتدر کنج بازشو ت α: مقایسه ضریب  24شکل

0.0015

0.0025

0.0035

0 20 40 60 80 100

α

تعداد توابع شکل

حالت تقویت شده حالت تقویت نشده

 
های متعامد ییچندجملهجواب حاصل از  -های تقویت شده و تقویت نشده در کنج بازشو تحت اثر بار گسترده در تمام صفحه برای حالت α: مقایسه ضریب  25شکل

 مفسر مرزی

 

رسیده است که از مقدار  2.2225مشاهده شده است که با انجام این تقویت ضریب آلفا به  25و  24های با مقایسه و بررسی شکل

)بدون بازشو( کمتر شده است و این نتایج عملکرد صحیح تقویت انجام  2.2228)حالت بازشودار بدون تقویت( و حتی از مقدار  2.2237

 ده است.شده را بیان کر

 صفحه چهار طرف مفصل (. مقایسه فرکانس ارتعاشی )ضریب 7مثال  -4-7

های متعامد ییدر این حالت فرکانس ارتعاشی یک صفحه نازک در حالت چهار طرف مفصل و بدون بازشو با استفاده از چندجمله

 ر گرفته است.مورد ارزیابی و مقایسه قرا روش اجزاء محدودمفسر مرزی و 
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 روش اجزاء محدود - SSSSهای ارتعاشی صفحه : فرکانس 1جدول

 جدول نتایج محاسبات روش اجزاء محدود

 های درنظر گرفته شدهتعداد المان
 

32 16 8 4 

 فرکانس ارتعاشی بی بعد اول 17.84 18.34 11.15 11.35

 رمفرکانس ارتعاشی بی بعد چها 43.21 41.17 71.71 73.62

 فرکانس ارتعاشی بی بعد نهم 15.17 128.21 141.13 154.35

 فرکانس ارتعاشی بی بعد شانزدهم 223.11 111.53 224.54 221.17

 فرکانس ارتعاشی بی بعد بیست و پنجم - 438.24 217.45 315.61

 256 128 64  

 فرکانس ارتعاشی بی بعد اول 11.58 11.64 11.72 

 کانس ارتعاشی بی بعد چهارمفر 76.51 77.53 78.32 

 فرکانس ارتعاشی بی بعد نهم 166.17 165.82 167.22 

 فرکانس ارتعاشی بی بعد شانزدهم 255.51 253.62 255.82 

 فرکانس ارتعاشی بی بعد بیست و پنجم 367.15 372.31 381.12 

 

 عامد مفسر مرزیهای متییچندجملهجواب حاصل از  - SSSSهای ارتعاشی صفحه : فرکانس 2جدول

 های متعامد مفسر مرزیییجدول نتایج محاسبات استفاده از چندجمله

 های درنظر گرفته شدهتعداد المان
 

25 16 1 4 1 

 فرکانس ارتعاشی بی بعد اول 22.18 22.37 11.74 11.74 11.74

 فرکانس ارتعاشی بی بعد چهارم - 131.78 12.56 71.42 71.27

 فرکانس ارتعاشی بی بعد نهم - - 283.41 174.51 174.36

 فرکانس ارتعاشی بی بعد شانزدهم - - - 865.12 366.15

 فرکانس ارتعاشی بی بعد بیست و پنجم - - - - 1361.35

 81 64 41 36  

 فرکانس ارتعاشی بی بعد اول 11.74 11.74 11.74 11.74 

 فرکانس ارتعاشی بی بعد چهارم 78.16 78.16 78.16 78.16 

 فرکانس ارتعاشی بی بعد نهم 168.22 167.71 167.71 167.78 

 فرکانس ارتعاشی بی بعد شانزدهم 276.55 257.74 256.64 256.61 

 فرکانس ارتعاشی بی بعد بیست و پنجم 683.27 443.62 311.44 315.81 

 های تحلیلیجواب - SSSSهای ارتعاشی صفحه : فرکانس 3جدول

های تحلیلیجواب  

.7411  فرکانس ارتعاشی بی بعد اول 

 فرکانس ارتعاشی بی بعد چهارم 78.16

 فرکانس ارتعاشی بی بعد نهم 177.65

 فرکانس ارتعاشی بی بعد شانزدهم 315.83

و پنجم فرکانس ارتعاشی بی بعد بیست 413.48  
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ی اولیه و عدم همگرایی مناسب در های ارتعاش، همگرایی خوب هر دو روش در فرکانس3تا  1های با توجه به نتایج جدول

 های تحلیلی مشاهده گردیده است. های ارتعاشی بالاتر نسبت به جوابفرکانس

 گیرینتیجه -5

ها و اعمال بار گسترده بر صفحات جایی( در برآورد جابه2-4و  1-4های )های انجام شده در بخشبه طور کلی با توجه به مقایسه

بالا رفتن سرعت  های متعامد مفسر مرزی منجر بهییچندجملهاستفاده از گاهی و با هر شرایط مرزی تکیهنازک مستطیلی بدون بازشو 

 روش اجزاء محدودنسبت به  های متعامد مفسر مرزییییی به جواب مورد نظر شده است. همچنین سهولت استفاده از چندجملههمگرا

توجهی در نتایج مشاهده قابل راییگذاری گسترده عدم همگردر با( 5-4و  4-4های )در بخش برآورد لنگرهاو در توجه بوده بسیار قابل

 شده است.نمشاهده  های متعامد مفسر مرزیییچندجملهاستفاده از با در نتایج  مطلوبدقت  ،ایاما در بارگذاری نقطه .نگردیده است

کاسته شده  های متعامد مفسر مرزیییاده از چندجمله( کمی از دقت استف3-4) با اعمال بازشو در صفحات مورد نظر در بخش

در تحلیل استاتیکی و  های متعامد مفسر مرزیییچندجملههمچنین سهولت و دقت استفاده از و باشد است که قابل صرفنظر کردن می

های متعامد مفسر ییچندجمله تواند به عنوان برتری کاربرددینامیکی صفحات نازک با شرایط مرزی مستقیم و به خصوص غیرمستقیم می

(، در صورت افزایش تعداد درجات آزادی آن هم به 7-4در مسائل دینامیکی در بخش ) نسبت به روش کلاسیک اجزاء محدود باشد. مرزی

جزاء محدود های متعامد مفسر مرزی سرعت اجرای کامپیوتری بالاتری را نسبت به روش اییواسطه افزایش ابعاد سازه استفاده از چندجمله

های متعامد مفسر مرزی، کارایی و هماهنگی ای( علاوه بر مزایای ذکر شده در استفاده از چندجمله6-4خواهد داشت. همچنین در بخش )

 آن در مسائل گوناگون و پیچیده مورد ارزیابی قرار گرفته که به خوبی از عهده آن برآمده است. 

های متعامد مرزی نسبت به روش مودهای فرضی که بر اساس حل مسئله مقدار ویژه یییکی دیگر از مزایای استفاده از چندجمله

باشد، امکان تحلیل صفحات برای تمامی شرایط مرزی دلخواه است و این در حالیست که در روش مودهای فرضی برای تعداد صفحه می

 محدودی از شرایط مرزی توابع شکل تحلیلی وجود دارد.
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