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 چکیده
 در مرسوم های روش از یکی .پردازد می تیموشنکو تیر توسط فولادی های سازه سازی مدل از ناشی قطعیت عدم سازی کمی مقاله به این

عنوان یک  تیموشنکو، به استفاده از تیر .است پیوسته تیر های مدل توسط ساختمانی های سازه کردن مدل ها، سازه دینامیک تحلیل
این کاهش محاسبات، امکان شناسایی . شود محاسبات منجر می تسریع به محدود اجزای مدل یک جای به های تیر پیوسته، کلاس از مدل

لازمه شناسایی . سازد ای فراهم می ها را پس از یک رویداد لرزه های ساختمانی و تشخیص سریع خرابی در آن احتمالاتی برخط سازه
 .دهد طعیت ناشی از تقریب سازه با یک تیر پیوسته است که هدف اصلی این پژوهش را تشکیل میق سازی عدم کمیها به این روش،  سازه

مدل اجزای محدود سازه ساختمانی طراحی شده و تحت تحلیل مقدار ویژه قرار  1111بدین منظور با توسعه یک سیستم خودکار، تعداد 
سپس، خطای . شود هر سازه، تیر تیموشنکوی معادل آن تعیین می برای. ها تعیین شود گیرند تا بسامد و شکل مودی طبیعی آن می

با . شود ازای بسامد و شکل مودی ناشی از مدل دقیق اجزای محدود محاسبه می ناشی از ارضا نشدن معادله مشخصه تیر تیموشنکو به
ن وزیع، میانگین و انحراف معیار آهای مختلف، مشخصات توزیع احتمال خطا، از جمله شکل ت تحلیل آماریِ این خطاها برای سیستم

بسیار  ایدهد که میزان خطا حساسیت اندکی به طول، عرض و ارتفاع سازه دارد، اما به سیستم سازه نتایج نشان می .شود تعیین می
هایی با  زهبرابر کمتر از سا 5/3سیستم قاب خمشی فولادی  با هایی سازه برای معیار خطا این نتایج، انحراف بر اساس .وابسته است

 .کند های قاب خمشی فولادی ارائه می از سیستم بهتری تقریب تیموشنکو تیر مدل کلاس بنابراین،. سیستم مهاربندی فولادی است
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This paper quantifies the uncertainty emanated from modeling steel 

structures using a Timoshenko beam. Using continuous beams to model 

building structures is a conventional approach in structural dynamic 

analyses. The use of Timoshenko beams, as a class of continuous beam 

models, in lieu of finite element models significantly expedites the 

computations. In turn, the reduction in the computational cost facilitates 

probabilistic, online identification and rapid damage detection of building 

structures in the aftermath of a seismic event. The prerequisite for 

structural identification using this method is the quantification of 

uncertainties that arise as a result of approximating the structure with a 

continuous beam, which is the primary objective of this research. To this 

end, an automated system is developed and subsequently employed to 

design 1000 finite element models of building structures followed by 

eigen-analyses to determine their natural frequencies and mode shapes. 

Thereafter, the residual of the eigen-equation of the Timoshenko beam 

given the frequency and mode shape from the exact finite element model is 

computed for each structure. Statistical analysis of these residuals for 

various structures leads to the distribution type, mean, and standard 

deviation for the probability distribution of the model error. The results 

show that the error is nearly insensitive to the height and dimensions of 

the plan, but is heavily dependent on the structural system. The results 

also show that the error standard deviation for steel moment-resisting 

frame systems is 3.5 times smaller than that of the steel concentrically-

braced systems. This indicates that the Timoshenko beam model class 

provides a better estimation of steel moment-resisting frame systems. 
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 مقدمه -1
 نوع این. است پیوسته تیر های مدل توسط ساختمانی های سازه کردنمدل  ها، سازه دینامیک تحلیل در مرسوم های روش از یکی

 قرار استفاده مورد محاسباتی هزینه کاهش برای هستند، سازه دینامیکی مکرر های تحلیل نیازمند که مطالعاتی در خصوص به سازی مدل از

. هستند سازه مکرر های تحلیل نیازمند سیستم شناسایی و سازی بهینه ریسک، تحلیل اعتماد، قابلیت های تحلیل قبیل از مطالعاتی. گیرد می

 های کلاس منظور، بدین. شود می منجر ها آن محاسباتی هزینه کاهش به توجهی قابل حد تا پیوسته تیر ساده های مدل از استفاده بنابراین،

و تیرهای  [5–3] برشی-خمشی درگیر تیرهای، [2] برنولی-اویلر هایتیر، [1] برشی هایتیر همانند ته،پیوس تیرهای از گوناگونی

 که است توجه مورد جهت آن از منظور، بدین تیموشنکو تیر از استفاده. اند گرفته قرار استفاده مورد پیشین مطالعات در [1–6]تیموشنکو 

 شد مطرح بار اولین برای 1121 سال در تیموشنکو تیر تئوری. کند مدل را برشی های تغییرشکل هم و خمشی های تغییرشکل هم تواند  می

 کردنمدل  در آن کاربرد اما ،[14–11] است شده بررسی گذشته سال 31 طی در ای گسترده مطالعات در تیموشنکو تیر ارتعاش. [11]

 در زیاد بسیار کاهش با محدود، اجزای مدل یک جای به تیموشنکو تیر از استفاده. [8و7و3] است خاص مطالعه چند به محدود سازه پاسخ

 عنوان به تیموشنکو تیر از اخیر مطالعات در [16و15] همکاران و قهاری. آورد می فراهم را ها سازه 1برخط شناسایی امکان محاسباتی، هزینه

 مجموعه روی روسازه عنوان به قائم تیموشنکوی تیر یک مطالعات، این در. اند گرفته بهره سازه و خاک های سیستم شناسایی در سازه نماینده

 یک سیستم، دینامیکی مشخصات شناسایی برای .دهند می تشکیل را زیرسازه که است گرفته قرار ای گهواره و انتقالی میراگرهای و فنرها

 تعریف است، سنج شتاب 2حسگرهای توسط سازه شده ثبت پاسخ و دینامیکی تحریک به تیموشنکو تیر پاسخ تفاوت بیانگر که خطا تابع

 شناسایی انجام. شود کمینه خطا تابع این که شوند می تعیین ای گونه به سازی بهینه توسط سیستم دینامیکی مشخصات سپس،. شود می

 چقدر شده شناسایی پارامترهای نیست مشخص بنابراین، و کند می نظر صرف سیستم در موجود های قطعیت عدم از روش، این به سیستم

 . هستند اعتماد قابل

 مشترک چگالی تابع ها، روش این در. اند شده ارائه [18و17] بیژین شناسایی های روش ها، قطعیت عدم گرفتن نظر در برای

 نه بیژین های روش بنابراین،. شود می 5بهنگام سازه پاسخ از مشاهداتی مبنای بر 4بیز قضیه از استفاده با شناسایی پارامترهای برای 3احتمال

 عمده منبع دو بیژین های روش. دهند می دست هب را پارامترها این احتمال توزیع بلکه سیستم، پارامترهای از تعینی برآورد یک فقط

 از مدل بینی پیش تفاوت از مدل خطای. گیرند می نظر در را 7گیری اندازه خطای و 6مدل خطای شامل شناسایی، مسائل در قطعیت عدم

 جمله از سازه، پاسخ گیری اندازه یابزارها در موجود خطای از نیز گیری اندازه خطای. گیرد می سرچشمه واقعیت در آن رفتار و سازه رفتار

 خطای تعیین برای. شود می ناشی حسگرها توسط شده ثبت خام های ورودی از موردنظر های پاسخ محاسبه از ناشی خطاهای نیز و حسگرها،

 خطای سازی کمی زمینه در پژوهشی هیچ تاکنون حال، این با. [21–18] است شده پیشنهاد فنی ادبیات در متعددی های روش ،گیری اندازه

 سازی کمی رو، پیش پژوهش از هدف بنابراین،. است نپذیرفته صورت ساختمانی های سازه رفتار کردن مدل در تیموشنکو تیر مدل

 در مستقیم طور به شپژوه این خروجی. باشد می تیموشنکو تیر توسط ساختمانی های سازه سازی مدل خطای از ناشی قطعیت عدم

 .است استفاده قابل ،[22]، در مطالعاتی چون تیموشنکو تیر  مدل توسط ساختمانی های سازه دینامیکی مشخصات برخط بیژین شناسایی

 ارائه با سپس،. شوند می معرفی سازه نماینده وانعن به گیردار گاه تکیه یک بر قائم تیموشنکوی تیر بر حاکم معادلات ابتدا ادامه، در

 منبع کدام آماری مشخصات تعیین دنبال به رو پیش پژوهش که شود می مشخص تیموشنکو تیر مدل مبنای بر بیژین شناسایی روابط

 با مساله این در دیکلی پارامترهای و شده معرفی آماری مشخصات این تعیین برای پارامتریک مطالعه چارچوب سپس،. است قطعیت عدم

 سیستم دارای های سازه یعنی متداول، فولادی سازه نوع دو برای پارامتریک مطالعه این نتایج نهایت، در. شوند می مشخص حساسیت تحلیل

 .شود می بندی جمع و شده ارائه خمشی، های قاب سیستم و همگرا شده مهاربندی های قاب جانبی باربر
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4 Bayesian theorem 
5 Update 
6 Model error 
7 Measurement error 
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 تیموشنکو تیر مدل -2

چگالی  ρمدول برشی،  Gمدول یانگ،  E در این شکل،. دهد یپژوهش را نشان م ینسازه در ا یندهنما یموشنکویت یرت 1شکل 

محورهای مختصات کارتزین جهات  yو  x. باشد تیر می یسطح مقطع موثر برش Asو  سطح ینرسیممان ا I، سطح مقطع Aطول،  Lجرمی، 

 .مرکز مختصات، بدون نقض کلیت مساله، در پای تیر فرض شده است. ستندقائم و افقی ه
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 ساختمانی سازه نماینده عنوان به قائم تیموشنکو تیر: 1شکل 

 

 :باشد می زیر صورت به تیموشنکو تیر ارتعاش بر حاکم جزئی دیفرانسیلی معادلات، Huang [23] مطالعات به توجه با
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چرخش مقطع  α(x,t) و tزمان  در واز طول تیر  x نقطهی در جانب ییجابجا y(x,t)نیروی برشی،  Vلنگر خمشی،  Mکه در آن 

، چرخش کل مقطع، tو زمان  x نقطهدر به صورت چرخش مقطع ناشی از برش  β(x,t)با تعریف  .است tو زمان  x نقطهدر از خمش  یناش

 :باشد شامل دو بخش چرخش ناشی از خمش و چرخش ناشی از برش، به صورت زیر می
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 :شوند آن از طریق روابط زیر مربوط می تغییرشکلهای فیزیکی تیر و  خصهلنگر خمشی و برش، هر دو به مش
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 :داریم (1)در روابط  (3)با قرار دادن روابط 
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بنابراین . باشند با یکدیگر می 8به صورت درگیر (4)شود، دو معادله دیفرانسیل جزئی در روابط  همانطور که مشاهده می

 :شوند ای به صورت زیر تقسیم می ها به دو متغیر زمانی و فاصله تغییرشکل
(5) ( , ) ( ) ( ),   ( , ) ( ) ( )y x t x T t x t x T t     

بنابراین روابط . نیز تابعی از زمان است T(t)باشند و  های جانبی و چرخشی تیر می به ترتیب تغییرشکل Θ(x)و  Φ(x)که در آن، 

 :شوند به صورت زیر گسترش داده می (4)
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 :آید دست می بین دو معادله حاصل، رابطه زیر برای تغییرشکل جانبی به Θ(x)و حذف  (6)با اعمال تبدیل فوریه به دو طرف روابط 
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 خمشی و برشی رفتار دربردارنده که بعد بی پارامتر دو حال. شوند می داده توسعه زودی به نیز چرخشی تغییرشکل به مربوط رابطه

 :شوند می معرفی زیر صورت به [13] هستند تیموشنکو تیر
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دهنده  شود و در واقع نشان مربوط به جرم می bپارامتر . باشد می یتعاشار یاز مودها یکی یعیطب بسامد ωها،  که در آن

توان  دهنده نسبت سختی خمشی به سختی برشی تیر است و با استفاده از آن می نشان sدر مقابل، پارامتر . پذیری خمشی تیر است انعطاف

های خمشی، یا به سمت رفتار یک سازه خمشی، مانند سیستم  رفتار سازه را به سمت رفتار یک سازه برشی، مانند سیستم باربر جانبی قاب

معرفی  R=r/Lبعد  ، با تقسیم شدن بر طول تیر به صورت پارامتر بیrتیر،  علاوه بر این، شعاع ژیراسیون. باربر جانبی دیوار برشی، سوق داد

توان ابعاد تیر را برابر با ابعاد سازه اصلی در نظر  ، برای مدل کردن سازه با تیر تیموشنکو می[24]با توجه به مطالعات پیشین . شود می

بعد معادلات دیفرانسیل حاکم برای  با استفاده از این پارامترهای بی. و طول تیر دیگر مجهول نخواهند بود Rبعد  لذا پارامتر بی. گرفت

 :شوند جانبی به صورت زیر حاصل می های تغییرشکل
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 :که در آن
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گن است که معادله مشخصه آن به صورت زیر یک معادله دیفرانسیل مرتبه چهار هم (1)شود، معادله  همانطور که مشاهده می

 :آید دست می به

  (11)    4 2 2 2 2 2 4 2 2 2
0m m b s b R b s R b      

 :اند د که در رابطه زیر ارائه شدهموهومی هستن (11)  ، دو ریشه معادله [25]مطابق . این معادله مشخصه دارای چهار ریشه است

  (12) 2 2 2 2 2 2 2 2 2 4 2 2 2

1,2

1
( ) ( ) 4( )

2
m b s b R b s b R b s R b         

 :باشند نیز به صورت زیر می (11)  دو ریشه دیگر معادله 

 (13) 2 2 2 2 2 2 2 2 2 4 2 2 2

3,4

1
( ) ( ) 4( )

2
m b s b R b s b R b s R b         

                                                           
8 Coupled 
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کمتر از بسامد قطع با  ،ωحقیقی خواهند بود به شرطی که بسامد،  ،m4و  m3، یعنی (11)  معادله  که در این معادله، دو ریشه

 :فرمول زیر باشد

 (14) 
c s

GA I   

 :باشد به صورت زیر می ω<ωcبا فرض  (1)ی معادله بنابراین، جواب عموم. دارای کاربرد است ω<ωcدر این مقاله، تنها حالت 
 (15) 

1 2 3 4
( ) sin( ) cos( ) sinh( ) cosh( )x c px c px c qx c qx      

 .با اعمال شرایط مرزی مشخص خواهند شد c4تا  c1ضرایب مجهول  .q=m3و  |p=|Im(m1)که در آن، 

 :شود هایی مشابه به رابطه زیر منجر می و دنبال کردن گام (6)از روابط برای تعیین معادله تغییرشکل چرخشی، شروع 
 (16) 

1 2 3 4
( ) sin( ) cos( ) sinh( ) cosh( )x d px d px d qx d qx      

 :و به صورت زیر هستند ciوابسته به ضرایب  diکه در آن، ضرایب مجهول 

 (17) 

2 2 2 2

1 1 2 2 2 2 1 1

2 2 2 2

3 3 4 4 4 4 3 3

,   

,   

b s b s
d c p c d c p c

p p

b s b s
d c q c d c q c

q q

 

 

      

     

   
   
   

   
   
   

 

در انتهای آزاد تیر دو شرط مرزی شامل صفر بودن لنگر خمشی و . شوند شرایط مرزی اعمال می ciحال برای تعیین ضرایب 

ترتیب با لنگر خمشی و نیروی برشی  دو شرط مرزی دیگر شامل برابر بودن لنگر خمشی و نیروی برشی پای تیر به. نیروی برشی وجود دارد

شوند که نمایش ماتریسی  ، چهار معادله حاصل می(16) و  (15) ، (3)با اعمال این چهار شرط مرزی بر معادلات . ی آن هستندگاه تکیه

 :باشد ها به صورت زیر می آن

 (18) 

1

2 4 2

2 1 4 3 3

2 1 4 3 4

0 1 0 1

0 0

(L ) cos( ) (L ) sin( ) (L ) cosh( ) (L ) sinh( )

sin( ) cos( ) sinh( ) cosh( )

c

c

p p p p q q q q c

p p p p q q q q c

 

   

   

 
   



   
   
   
   
   

  

M 0c  

گونه که در بخش بعدی نشان داده خواهد شد، این  همان. باشد می 1شکل ، در واقع، معادله مشخصه تیر تیموشنکوی (18) رابطه 

 .گیرد رد استفاده قرار میای در شناسایی بیژین سازه توسط مدل تیر تیموشنکو مو معادله به صورت گسترده

 بیژین شناسایی در کاربرد -3

. ارائه شده است [22]ها است که پیش از این توسط مولف دوم در  کاربرد اصلی پژوهش پیش رو در شناسایی برخط بیژین سازه

 :شود می تعریف زیر صورت به ترین حالت که در ساده است احتمال تئوری در بیز قضیه ،مبنای این روش شناسایی

 (11) 2 1

1 2 1

2

( | )
( | ) ( )

( )

P E E
P E E P E

P E
  

بنابراین، . بر این باورند که احتمال برابر با تکرر نسبی وقوع یک پدیده قابل مشاهده است 11تکررگرایان، 1در مکتب آمار کلاسیک

بار  nEبه تعداد  Eبار تکرار شود و رخداد  nبنابراین، اگر آزمایشی . زمایش بارها و بارها انجام شودبایست یک آ برای محاسبه احتمال می

 :شود به صورت زیر بر مبنای این تفکر محاسبه می Eمشاهده شود، احتمال 

 (21) ( ) lim
n

E
n

P E
n

  

مشاهدات در درجه باور با توجه به . کند تلقی می Eعنوان درجه باور به رخداد  را به P(E) احتمال 11در مقابل، مکتب آمار بیژین

است و احتمال  E2پیش از مشاهده رویداد  E1درجه باور به رویداد  P(E1)در این معادله، . گذارند اثر می (11) تئوری بیژین مطابق رابطه 

                                                           
9 Classical statistics 
10 Frequentists  
11 Bayesian statistics 
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این درجه . شود می E1این مشاهده باعث تغییر درجه باور به رویداد . مشاهد شود E2ال فرض کنید که رویداد ح. شود خوانده می 12پیشین

ضرب احتمال پیشین و تابع  احتمال پسین برابر با حاصل. شود خوانده می 13است و احتمال پسین P(E1|E2)باور بهنگام شده همان 

عنوان  سازی است و به تابع درستنمایی کلید اصلی این بهنگام. ، استP(E2)، 15زیسا ، تقسیم بر ضریب نرمالP(E2|E1)، 14درستنمایی

ها با مشاهده  سازی درجه باور به وقوع پدیده بنابراین، قضیه بیز ابزار بهنگام. شود تفسیر می« احتمال مشاهده آنچه که مشاهده شده است»

 .اطلاعات جدید است

ارتعاشات ثبت شده به وسیله . حسگر نصب شود nسایی، فرض کنید که بر روی سازه کارگیری این مفهوم در مساله شنا برای به

، (11) در رابطه  E2شود که مانند  ، می̂ ، و شکل مودی اصلی ارتعاش سازه،̂حسگرها منجر به یافتن بسامد طبیعی اصلی سازه،

با مقایسه مقادیر . است θ={b, s} هدف، شناسایی پارامترهای اصلی بیانگر سختی تیر تیموشنکو یعنی .دهند مشاهدات را تشکیل می

با . توان به وقوع خرابی در سازه پی برد شناسایی شده برای این دو پارامتر، پیش و پس از وقوع یک رویداد خطر، مثلا رویداد یک زلزله، می

ها در زمانی بسیار کوتاه پس از رویداد  توان آن را برای تعداد انبوهی از سازه هزینه محاسباتی بسیار پایین این روش شناسایی، می توجه به

این مهم به . ها، به سرعت مطلع شد های مدیریت بحران و امداد و نجات، همانند بیمارستان خطر به انجام رساند و از وضعیت زیرساخت

شود  و کاردانی، منجر می 21، افزونگی11، سرعت عمل18ها، یعنی استواری زیرساخت 17آوری از چهار مولفه اصلی تاب 16ردانیبهبود مولفه کا

[26]. 

 یرمقادبه عبارت دیگر، . گیری هستند آغشته هستند، این مقادیر نیز دارای خطای اندازه 21ها به نوفه گیری با توجه به اینکه اندازه

عنوان  نیز به ϕو  ω در نتیجه،. هستند ی شده متفاوتگیر مقادیر اندازه، با ϕو  ω یعنی یموشنکوت یرت یو شکل مود یعیطب بسامد واقعی

 نامه آیین و [27] 22نامه ساختمانی یکنواخت های آیین مطابق توصیه. شوند می شناسایی θپارامترهای مجهول در نظر گرفته شده و به همراه 

 24تُنُک حسگرها باشد که به یک پیکیربندی ، نصب سه حسگر در طبقات همکف، میانی و بالایی کافی می[28] 23المللی نی بینساختما

 :شود مودی به صورت زیر در نظر گرفته میهای  ، بردار شکلبنابراین، با پذیرفتن همین پیکربندی. شود منجر می

(21) 2

3

4

1
(0) / (1)

(0) / (1)

(0.5) / (1)

(1) / (1)










 

 
 

 

 

   
   
   
   
   
     

 

مجهول  ϕسه درایه اول بردار . باشد به ترتیب طبقه همکف، طبقه میانی و طبقه بالایی می 1=  و  0.5=  ، 0=  که در آن، منظور از 

 .شود رم برابر با واحد است و از بردار خارج میاما المان چها. هستند و باید شناسایی شوند

در این پژوهش، درجه باور  .پارمترهای مجهول هستند که باید با استفاده از روش بیژین شناسایی شوند θو  ω ،ϕبه طور خلاصه، 

رک، در واقع توزیع احتمال مشت توزیعاین . شود بیان می f(ω,ϕ,θ)ها یعنی  آن 25به مقادیر این مجهولات با تابع چگالی احتمال مشترک

این درجه باور با توجه به مشاهدات بهنگام شده و تابع چگالی احتمال مشترک . باشد ، می(11) در رابطه  P(E1)پیشین مجهولات، مشابه 

پسین یعنی  ˆˆ, , | ,f    θ باشد به صورت زیر می (11) ژین مشابه رابطه سازی بی بنابراین، رابطه بهنگام. کند را حاصل می: 

                                                           
12 Prior probability 
13 Posterior probability 
14 Likelihood function 
15 Normalizing factor 
16 Resourcefulness 
17 Resilience 
18 Robustness 
19 Rapidity 
20 Redundancy 
21 Noise 
22 Uniform Building Code 
23 International Building Code 
24 Sparse sensor configuration 
25 Joint probability density function 
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(22)  
 

 
 

ˆˆ , | ,
ˆˆ, , | , , ,

ˆˆ ,

f
f f

f

   
     

 
θ θ  

 :شود به صورت زیر جایگزین می f(ω,ϕ,θ)در این رابطه 
(23)    , , , | ( )f f f   θ θ θ  

 :آید در می یربه صورت ز ازیس رابطه بهنگامنهایتا 

(24)      
1

ˆ ˆˆ ˆ, , | , , | , , | ( )f f f f         θ θ θ  

 بسامدمقادیر متناظر  ̂و  ̂، آنی ارتعاش اصلی و بردار شکل مودی تیر تیموشنکو در مود بسامدبه ترتیب  ϕو  ωدر رابطه فوق، 

 شامل پارامترهای مجهول و θ، بردار ارتعاشآمده از مشاهدات عینی سازه در همان مود  دست بهر شکل مودی و بردا
1 کننده رابطه  رمالن

ع احتمال ای تعیین شود که توزی به گونه سازی با بهینه ها آن 26پسین بیشینهمقادیر ، θو  ω ،ϕترین برآمد  برای تعیین محتمل. بیز است

پسین  ˆˆ, , | ,f    θ

 

 .بیشینه شود

به صورت توزیع  27پیشین بدون اطلاعاتمتغیرهای تحت شناسایی است که با فرض  توزیع احتمال پیشین f(θ)، (24)در رابطه 

 جمله .شود در نظر گرفته می یکنواخت ˆˆ , ,f    

 
نمایی بیانگر  تابع درستطور که گفته شد،  همان. نمایی رابطه بیز است تتابع درس

است که بر اساس پردازش اطلاعات  ̂ و ̂ در اینجا، این تابع بیانگر احتمال مشاهده مقادیر عینی. احتمال مشاهده مشاهدات است

 .دنباش ϕو  ωطبیعی و شکل مودی تیر تیموشنکو برابر  بسامدشوند به شرطی که مقادیر  ازه حاصل میحسگرهای نصب شده بر روی س

 :شود این تابع با یک توزیع نرمال به شکل زیر مدل می ،[1] 28مطابق توصیه یوئن
(25) 

 
4 4

1 1
ˆ ˆ1 1 1 1ˆˆ , , exp exp
ˆ ˆ2 2

T

T
f

   
   

   

 
 

   
 

     
           

ε ε
ε Σ ε Σ  

منشا این اختلاف خطای . شده است شده و مقادیر شناسایی ماتریس کوواریانس اختلاف میان مقادیر مشاهده Σεکه در آن 

 .باشد میشناسایی و خطای حسگرها 

نشدن  است که حاصل از خطای ارضا θطبیعی و شکل مودی به شرط  بسامدتوزیع احتمال پیشین  f(ω,ϕ|θ)جمله در نهایت، 

به عبارت دیگر، از آن جایی که رفتار سازه به طور . در آن است ϕو  ωتیر تیموشنکو با قرار دادن  (31معادله مشخصه) 21ویژه مقدارمعادله 

؛ بنابراین شود و شکل مودی شناسایی شده صفر نمی بسامد به ازایکند، معادله مشخصه تیر  کامل از رفتار یک تیر تیموشنکو پیروی نمی

Mc≠0 .شود میانگین صفر به صورت زیر مدل میک توزیع نرمال با خطای حاصل توسط ی : 

(26)    1

EE

3

1 1
( , | ) exp

2

T

f 





 
 
  

Μ Σ Μθ c c  

به  ΣEE، [1]مطابق توصیه یوئن . باشد می توزیع نرمال ثابت κ3و ماتریس کوواریناس خطای معادله مشخصه  ΣEEدر این رابطه، 

σeqهای یکسان  صورت یک ماتریس قطری با درایه
. خطای معادله مشخصه است انحراف معیار σeqشود که در آن  مدل می روی قطر آن 2

 :شود را به صورت زیر ساده می (26)معادله بنابراین، 

(27) 2

2

e3 q

1 1
( , | ) exp

2
f


 


 

 
 
 

Mθ c  

عنوان مسیر پژوهش آینده مورد  به [22]این مهم، پیش از این توسط مولف دوم در . هدف اصلی در مقاله پیش رو است σeqیین تع

ستقیما در میزان این انحراف معیار، م. گفته است یک کمیت کلیدی در روش شناسایی بیژین پیش σeqدر واقع،  .تاکید قرار گرفته بود

برای   σeqمقدار . سازی آن نقشی کلیدی در قابلیت اعتماد نتایج حاصل دارد قطعیت پارامترهای شناسایی شده موثر است و کمی عدم

تیر  31ای حاکی از آن است که کلاس مدل برای یک سیستم سازه  σeqمقدار قابل توجه . ای مختلف متفاوت است های سازه سیستم

                                                           
26 Maximum a posteriori  (MAP) 
27 Non-informative prior 
28 Yuen 
29 Eigen-equation 
30 Characteristic equation 
31 Model class 
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های با  ای نیست و بنابراین، پارامترهای شناسایی شده برای چنین سازه های دارای آن سیستم سازه ینده خوبی برای ساختمانتیموشنکو نما

ای دیگری بیانگر آن است که کلاس  برای سیستم سازه  σeqمقدار کوچک  در مقابل،. قطعیت بالایی خواهند بود گفته دارای عدم روش پیش

های با  کند و بنابراین، پارامترهای شناسایی شده برای چنین سازه ای را نمایندگی می ی رفتار آن سیستم سازهمدل تیر تیموشنکو به خوب

 .قطعیت کوچکی خواهند بود گفته دارای عدم روش پیش

دی، یعنی های فولا ای متداول در سازه برای دو سیستم سازه σeqسازی  کمیبررسی نااریبی تیر تیموشنکو و ، مقاله پیش رونوآوری 

ای نشان خواهد داد که میزان  های سازه برای این سیستم σeqتعیین . باشد های خمشی و سیستم مهاربندی همگرا، می سیستم قاب

ها، امکان  برای این سیستم σeqهمچنین، تعیین . ها توسط کلاس مدل تیر تیموشنکو چقدر است قطعیت ناشی از تقریب رفتار این سازه عدم

پردازد که برای  ای می بخش بعد به مطالعه پارامتریک گسترده. کند ها فراهم می گفته را برای آن قیق روش شناسایی بیژین پیشسازی د پیاده

 .طراحی شده است σeqتعیین 

 σeqبرای تعیین  مطالعه پارامتریک -4

، از یک مطالعه پارامتریک گسترده σeq های فولادی با تیر تیموشنکو، در این پژوهش، برای تعیین انحراف معیار خطای تقریب سازه

دادند  تعیین کرده و مورد استفاده قرار می 32در مقایسه، مطالعات پیشین این انحراف معیار را بر اساس نظر متخصصان. استفاده شده است

توسط روش اجزای  ای مختلف های سازه و سیستم پلان طبقات، ابعادتعداد با  ها سازه از در مطالعه پارامتریک پیشنهادی، دامنه وسیعی .[1]

 34به منظور خودکارسازی. گردند ها تعیین می های مودی واقعی آن طبیعی و شکل قرار گرفته و بسامد 33تحلیل مقدار ویژهتحت  محدود

باز  یافزار کاربرد نرم یسینو رابط برنامهو با استفاده از  ETABS [21]افزار  فرآیند تحلیل تعداد زیادی سازه، این تحلیل پارامتریک در نرم

(35
OAPI )سازد که بدون نیاز به تعامل با واسط گرافیکی کاربر،  این رابط، امکان آن را فراهم می. گیرد آن انجام میETABS  از داخل یک

های طراحی  در ادامه، مدل. شوند نامه طراحی می خودکار ساخته شده و بر اساس آیین ها به صورت بنابراین، مدل. ای کنترل شود برنامه رایانه

بدین منظور، . شوند ها استخراج می های مودی آن شده به صورت خودکار تحت تحلیل مقدار ویژه قرار گرفته و بسامدهای طبیعی و شکل

VBAای در محیط  یک برنامه رایانه
ساختن مدل، بارگذاری و طراحی آن و نیز تحلیل مقدار ویژه آن با  توسعه داده شده است تا عملیات 36

 . به صورت خودکار صورت پذیرد ETABS OAPIاستفاده از 

بدین منظور، بسامد طبیعی و شکل مودی حاصل از مدل اجزای . شود تعیین میسپس برای هر سازه، تیر تیموشنکوی معادل آن 

ای دارای دو مجهول است که همانا  چنین معادله. شوند می، قرار داده (18) یعنی رابطه محدود در معادله مشخصه تیر تیموشنکو، 

به  sو  bبه عبارت دیگر، برای هر سازه، . شوند تعیین می sو  bسپس با کمینه کردن سمت چپ معادله، . تیر هستند sو  bپارامترهای 

سمت چپ معادله مشخصه تیر تیموشنکوی حاصل دارای کمترین انحراف از صفر، یعنی کمترین  37شوند که نُرم ای تعیین می گونه

سازی سازه ساختمانی با سیستم مورد  از خطای تیر تیموشنکو در مدل 31مقدار این باقیمانده به ازای هر سازه، یک تحقق. ، باشد38باقیمانده

در نهایت، با محاسبه . شوند های بیشتری از این باقیمانده حاصل می ها، تحقق هبا تکرار این تحلیل برای دامنه وسیعی از ساز. نظر است

سازی به  تحلیل بهینه. شود برای آن سیستم تعیین می σeqای،  های حاصل از باقیمانده برای یک سیستم سازه انحراف معیار تمامی تحقق

انجام  [31] 41نقطه داخلی 41مبنای سازی گرادیان توسط الگوریتم بهینهمنظور یافتن مقادیر بهینه پارامترهای تیر تیموشنکو برای هر سازه 

بهره  [31] 43باقیمانده هستند، از یک الگوریتم چندآغازی 42که مقادیر حاصل متناظر کمینه سراسری به منظور اطمینان از این. گیرد می

 .توسعه داده شده است Matlab [32]افزار  ای در نرم بدین منظور، یک برنامه رایانه. شود گرفته می

                                                           
32 Experts’ opinion 
33 Eigen-analysis 
34 Automation 
35 Open Application Programming Interface 
36 Visual Basic for Applications 
37 Norm 
38 Residual 
39 Realization 
40 Gradient-based 
41 Interior point 
42 Global minimum 
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ها، تعداد طبقات ساختمان، ابعاد پلان و نوع سیستم  د که از جمله آنپارامترهای متعددی کاندیدای این تحلیل پارامتریک هستن

بایست آن پارامترهایی برای تحلیل پارامتریک انتخاب شوند که به صورت معناداری باعث تغییر مشخصات  در این میان، می. ای هستند سازه

برای این منظور، بخش بعدی به تحلیل حساسیت روی . ودشوند تا هزینه محاسباتی به مقدار قابل انجامی محدود ش دینامیکی سیستم می

 .پردازد پارامترهای کاندیدا می

 تحلیل حساسیت -5

های متداول در نظر گرفته  ای از سازه شوند تا دامنه در این پژوهش، پارامترهای گوناگونی برای انجام تحلیل پارامتریک لحاظ می

 ای، ارتفاع طبقه اول با فرض ارتفاع کل یکسان، تعداد طول و عرض پلان سازه، نوع سیستم سازه این پارامترها عبارتند از ارتفاع سازه،. شوند

هایی  برای تعیین میزان اثرگذاری هر یک از این پارامترها، سازه. ها با فرض ابعاد پلان یکسان یکسان و تعداد دهانهارتفاع کل  با فرضطبقات 

ها، یعنی  سپس تغییرات نتایج حاصل از این تحلیل. گیرند ه و تحت تحلیل مقدار ویژه قرار میبا مقادیر مختلف از هر پارامتر طراحی شد

ها را برای  نمای دو نمونه از این سازه 2 شکل. شود های مودی، با تغییرات پارامتر بررسی می های تناوب ارتعاش طبیعی و شکل دوره

 .دهد های الف و ب نشان می بندی همگرا به ترتیب در شکلهای قاب خمشی و مهار سیستم

ای پارامترهای  رفت، ارتفاع سازه، طول و عرض پلان سازه و نوع سیستم سازه گونه که انتظار می دهند که همان نتایج نشان می

اثر تغییرات این پارامترها را بر دوره تناوب اصلی ارتعاش سازه  4 شکلو  3 شکل. دهند موثر بر مشخصات دینامیکی سیستم را تشکیل می

هر یک از این  .اند برای سیستم مهاربندی همگرای ویژه رسم شده 4 شکلبرای سیستم قاب خمشی فولادی ویژه و  3 شکل. دهد نشان می

نشان داده  Lکه با  متر 25و  15، 5 برابر با xهایی با طول پلان در جهت  تغییرات دوره تناوب اصلی در برابر ارتفاع را برای سازه شکل،دو 

، 4 شکلو  3 شکلدر هر نمودار در . دهند نشان داده شده است، نمایش می Bمتر که با  25و  15، 5برابر با  yو عرض پلان در جهت  شده

 Tyو  Txدر جهت محورهای قوی و ضعیف مقاطع فولادی هستند که با  به ترتیب دو منحنی آبی و قرمز بیانگر تغییرات دوره تناوب اصلی

یابد، اما با تغییر  دوره تناوب با افزایش ارتفاع اکیدا افزایش میدهد که  نشان می 3 شکلرفت،  گونه که انتظار می همان .اند نشان داده شده

های  نامه این نتیجه همخوان با روابط تجربی آیین. کند تری را تجربه می های خمشی تغییرات به مراتب کوچک طول و عرض پلان در قاب

. دهند عاد پلان را مبنای محاسبه دوره تناوب اصلی قرار میای برای محاسبه دوره تناوب اصلی است که تنها ارتفاع سازه و نه اب طراحی لرزه

کنند، این دو پارامتر در تحلیل  رغم تفاوت اندکی که طول و عرض پلان در مشخصات دینامیکی مود اصلی ارتعاش سازه ایجاد می علی

شود آن است که دوره تناوب در جهت محور قوی مقاطع  شاهده میم 3 شکلنکته دیگری که در . اند پارامتریک این مقاله لحاظ شده

. ، است که ممکن است خلاف انتظار به نظر رسدTyها بیشتر از دوره تناوب در جهت محور ضعیف،  ، در تعداد معدودی از سازهTxفولادی، 

، به (B>>L)ی در جهت محور ضعیف هستند تر های مربوط به این موارد معدود دارای بعد افقی به مراتب بزرگ علت آن است که سازه

  .گردد های بیشتر در جهت ضعیف منجر به سختی بیشتری در این جهت نسبت به جهت قوی می ای که تعداد ستون گونه

                                                                                                                                                                                                       
43 Multi-start 
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 اربندی همگراسیستم مه( ب)سیستم قاب خمشی؛ ( الف: )های مورد بررسی نمای دو نمونه از سازه: 2 شکل
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 ویژه خمشی قاب سیستم با فولادی های سازه برای ارتفاع برابر در سازه دوره تناوب اصلی تغییرات: 3 شکل
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 یژهو مهاربندی همگرای سیستم با فولادی های سازه برای ارتفاع برابر در سازه دوره تناوب اصلی تغییرات: 4 شکل

 

دهد که  این شکل نیز نشان می. گیرد می قرار بررسی مورد همگرای ویژه مهاربندی سیستم برای 4 شکل نمودارهای ،ادامه در

های قاب خمشی، تغییرات ابعاد  ی سیستمبرا 3 شکلبا این حال، در مقایسه با . ترین عامل تغییر دوره تناوب اصل است تغییرات ارتفاع مهم

های مهاربندی شده با تغییر ابعاد پلان است به طوری که  علت این موضوع، تغییر تعداد دهانه. ، روی دوره تناوب چشمگیر استLو  Bپلان، 

متر دو دهانه مهاربندی شده در  25و  15برابر با  Lیا  Bو برای متر، یک دهانه مهاربندی شده  5برابر با  Lیا  B، برای 4 شکلهای  در سازه

ها یکسان است، دوره تناوب در دو جهت  هایی که عرض و طول پلان آن رود، در سازه گونه که انتظار می بنابراین همان. نظر گرفته شده است

x  وy در نهایت، . های ساختمانی نقش اندکی در سختی دارند قاب شود و با هم برابرند زیرا عمده سختی سازه از طریق مهاربندی تامین می

ای در مشخصات دینامیکی سیستم دارد، به  کننده ای نقش تعیین دهد که نوع سیستم سازه نشان می 4 شکلبا  3 شکلمقایسه نمودارهای 

 .تری از سیستم قاب خمشی است تر و دارای دوره تناوب کوتاه ختمانی با ابعاد و ارتفاع یکسان سختای که سیستم مهاربندی برای سا گونه

در تعداد طبقات با فرض ارتفاع کل  تفاوت، کسانیطبقه اول با فرض ارتفاع کل  تفاوت در ارتفاع پارامترهایی از قبیل در مقابل،

برای مثال، نتایج نشان . نشدند شناخته بر دوره تناوب اصلی سازه موثر کسانیها با فرض طول و عرض  در تعداد دهنه تفاوتو  کسانی

 . دوره تناوب تقریبا به ارتفاع هر طبقه غیرحساس است دهند که می

ای اعم از سیستم  و نوع سیستم سازه ، B، عرض سازه،Lطول سازه،  ،Hبا توجه به تحلیل حساسیت ارائه شده، ارتفاع کل سازه، 

قطعیت در نظر گرفته  تفاده در تحلیل پارامتریک عدمعنوان پارامترهای مورد اس ه فولادی و مهاربندی ویژه فولادی بهقاب خمشی ویژ

 .شوند می
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 قطعیت سازی عدم کمی -6

 1111برای این منظور، تعداد . پردازد های مختلف مورد بررسی می برای سازه σeqاین بخش با انجام تحلیل پارامتریک به محاسبه 

تا  5متر، پنج عرض مختلف در بازه  25تا  5مختلف در بازه   متر، پنج طول 64متر تا  2/3مختلف در بازه   ارتفاع 21هایی با  ازه شامل سازهس

برای . گیرند قاب خمشی ویژه فولادی و مهاربندی ویژه فولادی مورد تحلیل مقدار ویژه قرار می ای مختلف شامل متر و دو سیستم سازه 25

افزار اجزای محدود محاسبه شده و سپس در معادله مشخصه تیر  سازه توسط نرم ،ϕو شکل مودی اصلی،  ،ωازه، دوره تناوب اصلی، هر س

 :شود جا به صورت زیر بازنویسی می گیرند که در این ، قرار می(18) در معادله  Mc=0تیموشنکوی معادل آن سازه، یعنی 

(28)  
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حقیقی سازه صفر  ϕو  ωازای  به Mcضرب  ، حاصل(18) آل معادله  تصریح شده است، برخلاف حالت ایده (28)گونه که در معادله  همان

ϵ={ϵ1, ϵ2, ϵ3, ϵ4}ه از بردار صفر با بردار میزان انحراف حاصل این معادل. شود نمی
T  نشان داده شده و بیانگر میزان خطای ناشی از مدل

توسط یک توزیع نرمال با از تقریب سازه با تیر تیموشنکو خطای حاصل همانطور که گفته شد، . کردن آن سازه توسط تیر تیموشنکو است

برآمدهای  44نمای نمودار تاریخچه 5 شکلسنجی این فرض،  برای صحت. شود مدل می (26)میانگین صفر به صورت ارائه شده در رابطه 

های  نما، یک منحنی توزیع نرمال با میانگین صفر و انحراف معیار داده در کنار این تاریخچه. دهد ، را نشان میϵ1درایه اول بردار خطا، یعنی 

سازی، فرض مناسبی  دهد که فرض توزیع نرمال با میانگین صفر برای خطای مدل این شکل نشان می. ده نیز نمایش داده شده استرسم ش

در ادامه، به انحراف . نیست 45میانگین صفر برای این توزیع بیانگر آن است که تخمین سازه توسط تیر تیموشنکو دارای اریب. بوده است

قطعیت روش شناسایی بیژین   که نقشی کلیدی در میزان عدم شود پرداخته می ،(27) رابطهدر  σeq، یعنی ||ϵ||بردار خطا،  نُرممعیار 

 .دارد [22]پیشنهادی در 

، با ارتفاع، طول و عرض سازه را به ترتیب برای σeqنُرم خطای معادله مشخصه، معیار ییرات انحراف تغ 7 شکلو  6 شکل

دارای مرتبه  Bو  H، L ازای مقادیر مختلف به σeqدهد که  این شکل نشان می. دهد قاب خمشی ویژه و مهاربندی ویژه نشان میهای  سیستم

برای  σeqبیانگر آن است که  7 شکلو  6 شکلبا این حال، مقایسه میان . ارامتر نداردیکسانی است و تغییرات قابل توجهی با این سه پ

قاب خمشی ویژه تر از مقادیر مربوط به سیستم  بزرگ yو سه برابر در جهت  xبرابر در جهت  11سیستم مهاربندی ویژه فولادی در حدود 

های مهاربندی عمدتا ناشی از سختی  سختی سیستمآن است که  7 شکلدر  yو  xدر دو جهت  σeqعلت نزدیکی مقادیر . است فولادی

گذارد، در حالی که  ها به صورت ناچیزی بر این سختی تاثیر می مهاربندها است و جهت قوی یا ضعیف مقاطع فولادی به کار رفته در ستون

های قاب خمشی بر سختی سازه قابل توجه است و باعث تفاوت در میزان باقیمانده معادله  ها در سیستم ر جهت قوی و ضعیف ستوناث

 .گردد ها می مشخصه در دو جهت برای این سیستم

، مقدار انحراف معیار ||ϵ||بردار خطا،  های نُرم به طول، عرض و ارتفاع سازه، با تجمیع تمامی برآمد σeqبا توجه به حساسیت اندک  

 σeq=18/7×11−8های قاب خمشی ویژه و  برای سیستم σeq=15/2×11−8شود که در نتیجه مقادیر  ای محاسبه می ها برای هر سیستم سازه آن

های  زهدهنده آن است که کلاس تیر تیموشنکو نماینده بهتری برای سا این نشان. آیند های مهاربندی همگرای ویژه بدست می برای سیستم

روش  46تنظیم عنوان پارامتر مقادیر عنوان شده به. تر است برابر کوچک 5/3قاب خمشی فولادی است زیرا انحراف معیار خطای آن در حدود 

 .کاربرد اساسی دارند [22]در  شناسایی بیژین پیشنهادی

 

                                                           
44 Histogram 
45 Bias 
46 Tuning 
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 در مقابل توزیع نرمال با میانگین صفر ϵ1نمای برآمدهای  ودار تاریخچهنم: 5 شکل

 

 

0

3

6

9

12

15

0 8 16 24 32 40 48 56 64

σ
e
q

 

H (m)

x Direction y Direction 10−8×    

0

1

2

3

4

5

0 8 16 24 32 40 48 56 64

σ
e
q

 

H (m) 

0

1

2

3

4

5

5 10 15 20 25

σ
e
q

 

L (m) 

0

1

2

3

4

5

5 10 15 20 25

σ
e
q

 

B (m) 

 (ج) (ب) (الف)

 ویژه خمشی قاب سیستم برای عرض سازه( ج)طول و ( ب)ارتفاع، ( الف) با σeq تغییرات: 6 شکل

 

 

0

3

6

9

12

15

0 8 16 24 32 40 48 56 64

σ
e
q

 

H (m)

x Direction y Direction 10−8×     

0

3

6

9

12

15

0 8 16 24 32 40 48 56 64

σ
e
q

 

H (m) 

0

3

6

9

12

15

5 10 15 20 25

σ
e
q

 

L (m) 

0

3

6

9

12

15

5 10 15 20 25

σ
e
q

 

B (m) 

 (ج) (ب) (الف)

 ویژه مهاربندی سیستم برای عرض سازه( ج)طول و ( ب)ارتفاع، ( الف) با σeq تغییرات: 7 شکل



 انجمن مهندسی سازه ایران                                                                                                                                                                                                              امتیاز صاحب

 

 47تا  72، صفحه 1318، سال 1 ویژه ه، شمار6مهندسی سازه و ساخت، دوره پژوهشی  –علمی نشریه  41

 

 گیری نتیجه -7

های اجزای  ها به دلیل هزینه محاسباتی بسیار پایین آن نسبت به مدل استفاده از تیر تیموشنکوی قائم برای مدل کردن سازه

به دلیل هزینه محاسباتی پایین، مدل تیر تیموشنکو شناسایی . ها بسیار متداول شده است سازه محدود در زمینه شناسایی و پایش سلامت

توان با پردازش  بر این اساس، می. سازد های ساختمانی و به تبع آن، تعیین میزان خرابی احتمالی سازه را ممکن می احتمالاتی و برخط سازه

ها به سرعت  ها، از وضعیت آن های مدیریت بحران و امداد و نجات، همانند بیمارستان تزیرساخ مخابره شده از ارتعاش 47داده سریع بزرگ

 .شود آوری جامعه منجر می عنوان یکی از چهار مولفه اصلی تاب این مهم به بهبود کاردانی به. مطلع شد

طعیت ناشی از تقریب سازه با یک ق سازی عدم گفته، کمی کارگیری مدل تیر تیموشنکو در روش شناسایی احتمالاتی پیش لازمه به

قطعیت همانا بیانگر خطای مدل تیر تیموشنکو در تقریب زدن  این عدم. دهد تیر پیوسته است که هدف اصلی مقاله پیش رو را تشکیل می

این خطا  .کند مشخصاتی دینامیکی سازه، همانند بسامد و شکل مودی طبیعی آن، است که در ارضا نشدن معادله مشخصه سازه بروز می

پژوهش پیش رو، فرض توزیع نرمال و صفر بودن میانگین آن . شود توسط یک توزیع نرمال با میانگین صفر و انحراف معیار مشخص مدل می

های فولادی، شامل سیستم قاب خمشی فولادی ویژه و سیستم مهاربندی  سنجی نموده و انحراف معیار را برای دو گروه از سازه را صحت

های ساختمانی با مشخصات مختلف  مدل اجزای محدود از سازه 1111برای این منظور، تعداد . کند دی ویژه، محاسبه میهمگرای فولا

دهد که انحراف معیار خطا نسبتا مستقل از ابعاد و ارتفاع سازه  نتایج نشان می. اند طراحی شده و طی یک مطالعه پارامتریک تحلیل شده

تر از سیستم  برابر بزرگ 5/3برای مثال، انحراف معیار خطا برای سیستم مهاربندی ویژه . ای است ع سیستم سازهبوده، اما عمیقا وابسته به نو

همچنین، . های قاب خمشی ویژه است سیستمکلاس مدل تیر تیموشنکو نماینده بهتری برای دهد  قاب خمشی ویژه است که نشان می

گفته  های پیش های فولادی با سیستم ای نااریب برای سازه س تیر تیموشنکو نمایندهدهد که کلا نزدیک صفر بودن میانگین خطا نشان می

 .است

سازد که  های اجزای محدود که در این پژوهش توسعه یافته است، این امکان را فراهم می سیستم خودکار طراحی و تحلیل مدل

شوند و بهترین  آزموده منظور بدین برشی-خمشی تیرهای درگیر یا و برنولی-اویلر تیرهای برشی، تیرهای جمله از دیگری مدل های کلاس

 .ای معین شود کلاس مدل برای هر سیستم سازه
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