
  156تا  143صفحه  ،1397، سال 1، شماره 5نشریه مهندسی سازه و ساخت، دوره  

 

 

 

 

 نشریه مهندسی سازه و ساخت

www.jsce.ir 
 

 

 بررسی نقش شرایط مرزی متفاوت در کمانش ستون های واقع بر بستر الاستیک

 

 3، رسول دانایی2*مسعود محمودآبادی ،1سید محمدرضا حسنی

 ، ایرانقم دانشگاه  ،دانشکده فنی و مهندسی ،عمرانارشد مهندسی  کارشناس -1
 ، ایراندانشگاه قم ،دانشکده فنی و مهندسی ،استادیار -2

 ، ایراندانشگاه قم ،دانشکده فنی و مهندسی ،سازهنشجوی کارشناسی ارشد دا -3
 

 چکیده

این ای برخوردار است کمانش ستونهای واقع بر بستر الاستیک است. در های قابل ملاحظهیکی از موضوعات مهندسی که از پیچیدگی
تحقیق، موضوع کمانش ستونهای واقع بر بستر الاستیک با شرایط مرزی مختلف به روش انرژی بررسی شده است. لازم به ذکر است که در 

های صلب دو سر مفصل که بوسیله فنرهای پیچشی به یکدیگر متصل شده بودند، مدل گردیدند این مقاله، ستونها بوسیله تعداد زیادی میله
هایی کامپیوتری، برای پنج نوع ستون با شرایط مرزی مختلف، بار یک نیز بوسیله فنرهایی طولی مدل شد. با تدوین برنامهو بستر الاست

بحرانی این نوع ستونها استخراج گردید. ابتدا با در نظر گرفتن سختی صفر برای فنرهای طولی و با داشتن مقادیر تحلیلی بارهای بحرانی 
بعد که بیانگر سختی نسبی بستر الاستیک نسبت به ای پیچشی بدست آمد. سپس، با تعریف پارامتری بیستونها، ضریب سختی فنره

سختی خمشی ستون بود، بار بحرانی برای پنج نوع ستون برای محدوده وسیعی از سختی نسبی بستر الاستیک بدست آورده شد و نتایج 
ه برای ستون دو سر مفصل متکی بر بستر الاستیک حل تحلیلی وجود دارد، در این کار به صورت نمودارهایی ارائه گردید. با توجه به اینک

سنجی کار برای این نوع ستون انجام شد و تطابق بسیار خوبی بین بار کمانشی بدست آمده از حل تحلیلی و بار کمانشی مرحله، صحت
د. با استفاده از روش برازش منحنی، برای چهار نوع های نسبی مختلف بستر مشاهده شبدست آمده از مدل اجزاء محدود برای سختی

ستون دیگر، روابطی ریاضی پیشنهاد شد که با استفاده از این روابط ریاضی، بار بحرانی ستونهای مذکور با دقت قابل قبول مهندسی بر 
 شود.حسب سختی نسبی بستر الاستیک محاسبه می
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In this research, the subject of buckling of columns on elastic foundation 

with different boundary conditions by energy approach has been presented. 

Columns modeled by two-end rigid bars where interconnected to each other 

by rotational springs, and elastic foundation modeled by translational 

springs. By preparing computer programs for five column types with 

different boundary conditions, the critical loads of these columns have been 

obtained. This five types of columns include two hinge end column, one fix 

end-one hinge end column, two fix end column, one fix end-one free end 

column and one hinge end-one free end column which are located on elastic 

foundation. At first, the stiffness of translational springs is set equal zero, 

and by knowing the analytical solutions, the stiffness coefficients of 

rotational springs have been gathered. Then, by defining a dimensionless 

parameter which showing the relative stiffness of elastic foundation, the 

critical load for a wide range of foundation stiffness has been obtained and 

results are presented in form of some graphs. There is analytical solution 

for two hinge end column on elastic foundation, therefore, at this stage, 

verification has been done for this kind of column and a very good 

consistency is observed between analytical buckling load and finite element 

buckling load for different relative stiffness of foundation. In fact, there is a 

linear relation between buckling load of two hinge end column and relative 

stiffness coefficient of foundation. But for other four type of columns, this 

relation may not be linear. Therefore, by using fitting curve method, for 

other four type of columns, some mathematical relations are proposed, 

which by these mathematical relations, the buckling load of above 

mentioned columns are computed in according to relative stiffness of 

foundation by acceptable errors. 
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  مقدمه -1

های واقع بر بستر الاستیک ستون باشد. علاوه بر این، موضوع کمانشموضوع کمانش یکی از مباحث مهم در مهندسی سازه می

های توان پیعنوان مثال میها ذکر شده است. به کاربردهای زیادی برای این ستون [1]در مرجع  باشد.ای میپیچیدگی قابل ملاحظهدارای 

توان برای بستر الاستیک را میهای واقع بر در نتیجه، بحث کمانش ستون ای از آن ها نام برد.وط راه آهن و... را بعنوان نمونهشمعی، خط

ای از مسائل مربوط به پایداری بکار برد. این مسائل که دارای اهمیت خاصی در مهندسی سازه و ژئوتکنیک هستند مطالعه طیف گسترده

حوری، خمشی و مها، و یا مواردی که در آنها ترکیب بارهای ها، چاهسازه و یا موارد مرتبط با شمع - مربوط به موضوعات اندرکنش خاک

ریتز، بار بحرانی برای یک ستون دو سر مفصل  متکی بر بستر الاستیک -استفاده از روش رایلی با [2]شود. در مرجع جانبی وجود دارد می

ا هباشد و چون این منحنیمنحنی سینوسی می nبدست آورده شده است. تغییر شکل فرضی در نظر گرفته شده برای کمانش، برابر با مجموع 

یک نمودار  نتیجه کار بصورت و، در نتیجه، جواب دقیق و تحلیلی برای بار بحرانی بدست آمده واقع شده استمنطبق بر منحنی واقعی کمانش 

. این نمودار، بار بحرانی سیستم را بر حسب پارامتر بدون بعد چند خطی نشان داده شده است
eP

kL
2
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  ه، د. در این رابطدهنشان میk 

 باشد که برابر بابار بحرانی اولر برای ستون دو سر مفصل می  ePطول ستون و  Lضریب سختی بستر الاستیک، 
2

2

L

EI .با استفاده از  است

آورده شده ، بار کمانشی مربوط به یک ستون تحت بار محوری گسترده یکنواخت واقع بر بستر الاستیک بدست [3]یک روش مشابه در مرجع

قدار اولیه بار م ،های واقع بر بستر الاستیک ارائه شده است که  با استفاده از روش عددیای برای ستونمعادله مشخصه [4]در مرجع . است

ده از ابا استف [5]های واقع بر بستر الاستیک وینکلر در مرجع بار معادل برای المان محدود ستوند. ماتریس سختی و گردبحرانی تعیین می

بستر الاستیک که شامل  شکل دقیق بدست آورده شده است. معادلات دیفرانسیل، ضرایب سختی و نیروهای گیرداری یک ستون واقع بر توابع

 بدست آورده شده است. [6]د در مرجع وشهای خمشی و برشی میتغییر شکل

 [9]و [ 8]های واقع بر بستر الاستیک استفاده شده است. در مراجع از روش اجزاء محدود برای مطالعه کمانش ستون [7]در مرجع 

های واقع بر بستر الاستیک انجام شده است. همچنین اثرات اتصالات ستون -نسبت به موضوع پایداری تیرتحقیقات بیشتری  [11]و  [10]و 

ماتریس سختی مرتبه [ 13]شده است. بدنبال آن در مرجع  بررسی [12]ها در مرجع ها و قابپایداری و تحلیل مرتبه دوم ستون نیمه صلب بر

و  [14]دوم و بردار بارگذاری ستون تیموشینکو واقع بر بستر وینکلر با شرایط انتهایی تعمیم یافته مورد بررسی قرار گرفته است. در دو مرجع 

واقع بر بستر الاستیک مورد مطالعه قرار گرفته است. ستون های -اثرات تغییر شکلهای برشی بر روی پایداری الاستیک و دینامیک تیر [15]

های لاغر واقع بر بستر الاستیک با شرایط انتهایی تعمیم یافته انجام گردیده است. ای بر روی پایداری ستونمطالعه [16]و در نهایت در مرجع 

های ها بوسیله تعداد زیادی میلهظر گرفته شده است. ستوندر این تحقیق، پنج نوع ستون واقع بر بستر الاستیک با شرایط انتهایی متفاوت در ن

شده ند و بستر الاستیک نیز بوسیله فنرهای طولی مدل وشمیند مدل اه یکدیگر متصل شدهصلب دو سر مفصل که توسط فنرهای پیچشی ب

ها بر حسب ضریب سختی فنرهای و بارهای بحرانی ستون ه است. ابتدا ضریب سختی فنرهای طولی برابر با صفر در نظر گرفته شداست

ها، ضریب سختی . سپس، با داشتن مقادیر تحلیلی بارهای بحرانی ستونه استهای دو سر مفصل بدست آورده شدپیچشی و طول میله

و نتیجه به  مدهها بدست آ، بار بحرانی ستون200تا  در محدوده صفر بعد. آنگاه، با تغییر پارامتر بیه استفنرهای پیچشی بدست آمد

هایی بر این نمودارها برازش . آنگاه، منحنیه استدشکه بیانگر سختی نسبی بستر الاستیک بود رسم  صورت نمودارهایی بر حسب پارامتر

با دقت قابل قبول مهندسی، بار بحرانی این پنج نوع ستون را بدست  هاتوان با استفاده از روابط ریاضی مربوط به این منحنیگردید که می

برای ستون دو سر مفصل واقع بر بستر الاستیک، نمودار و روابطی ریاضی ارائه شده است  [1]آورد. البته، همانطوری که ذکر گردید در مرجع 

ها در هیچ مرجعی این نوع دگان این مقاله برای سایر ستونسنجی استفاده گردیده است. اما، نگارنکه در این تحقیق از آنها برای صحت

گاهی مختلف که واقع بر های با شرایط تکیهآید برای اولین بار است که این کار برای ستوناند که بنظر مینمودارها و روابط را مشاهده نکرده

 شود.بستر الاستیک هستند انجام می



 صاحب امتیاز: انجمن مهندسی سازه ایران

 

 146 156تا  143صفحه  ،1397، سال 1، شماره 5نشریه مهندسی سازه و ساخت، دوره 

 

 ستیک سازی ستونهای واقع بر بستر الا مدل -2

، معرف مدل 2، معرف مدل ستون دو سر مفصل و شکل 1. شکل استنشان داده شده  2و  1های شکلمورد نظر در های مدل

باشد. بخاطر رعایت اختصار، شکل مربوط به مدل ستون دو سر گیردار و نیز یک سر آزاد واقع بر بستر الاستیک می-ستون یک سر گیردار

 kها با فنرهای پیچشی یک سر مفصل آورده نشده است. در این اشکال، سختی خمشی ستون-گیردار شکل مربوط به مدل ستون یک سر

 k100بر با ، برا1kمدل شده است. همچنین، سختی فنر یا فنرهای انتهایی،  skو سختی بستر الاستیک نیز با فنرهای طولی  مدل گردیده

برابر صفر در نظر گرفته  2،1kدر نظر گرفته شده است تا بیانگر یک اتصال گیردار باشد. بدیهی است هر گاه در مدل نشان داده شده در شکل 

 دهد.م مورد نظر را تشکیل میباشد که مدل پنجیک سر آزاد واقع بر بستر الاستیک می-شود، بیانگر یک ستون یک سر مفصل

 

 
 .درجه آزادی nمیله و با  +n: مدل ستون دو سر مفصل واقع بر بستر الاستیک متشکل از 1شکل 

 

 
 .درجه آزادی nمیله و با  nیک سر آزاد واقع بر بستر الاستیک متشکل از -: مدل ستون یک سر گیردار2شکل 

 استفاده از روش انرژی برای محاسبه بار بحرانی  -3

های شود. برای سیستمبرای محاسبه بار بحرانی با استفاده از روش انرژی، یک تغییر شکل فرضی برای سیستم در نظر گرفته می

 های صلب دو سر مفصل در نظر گرفت. توان تغییر شکل فرضی را دوران میلهمیمورد نظر، 

 برابر است با:مورد نظر های این تغییر شکل فرضی، انرژی ذخیره شده در فنرهای پیچشی در سیستماثر در 
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ه یک سر مفصل، جمل-جمله دوم و سوم وجود ندارد و در سیستم یک سر گیردار ،لازم به ذکر است که در سیستم دو سر مفصل

انرژی ذخیره شده در فنرهای پیچشی در اثر یک  (2ای )سیستم نشان داده شده در شکلد. برای سیستم طرهگردباید حذف  1سوم در رابطه 
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های کنند که مقدار آن برای سیستممیهای مذکور، فنرهای انتقالی نیز انرژی جذب در اثر تغییر شکل فرضی ایجاد شده در سیستم

 درجه آزادی هستند برابر است با:  n میله و +n یک سر مفصل و دو سر گیردار که دارای-دو سر مفصل، یک سر گیردار

  )3(sinsinsin
2

1

2

1

1

2

21

2

1

2

2 




n

i

is

n

i

is akkU   

شده در فنرهای انتقالی در اثر یک تغییر شکل فرضی عبارت است  ، انرژی ذخیره2ای نشان داده شده در شکل برای سیستم طره
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هایی که دارایدهد. برای سیستمنیز کار انجام می 2و 1نشان داده شده در شکل  Pدر اثر یک تغییر شکل فرضی )کمانش(، نیروی

1n  برابر است با:است. مقدار این کار که با انرژی پتانسیل سیستم برابر است میله هستند، منفی این کار انجام شده 
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 میله است، انرژی پتانسیل سیستم برابر است با: n، که دارای 2ای نشان داده شده در شکل و برای سیستم طره
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 دهند:شده توسط فنرها و انرژی پتانسیل سیستم، انرژی کل سیستم را تشکیل می مجموع انرژی کرنشی جذب

)7(21 VUU  

nii، نسبت به پارامترهای سیستم، با مشتق گیری از تابع انرژی پتانسیل کل، ,,2,1,   و با مساوی صفر قرار دادن آنها

n  معادلهn صفر قرار داده شود و معادله حاصل گاه دترمینان ماتریس ضرایب دستگاه معادلات مذکور برابر با آید. هرمجهولی بدست می
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ینکار انجام افزار متلب  اآید. با کدنویسی در محیط نرمحل شود، مقادیر ویژه سیستم که همان بارهای بحرانی سیستم هستند بدست می شده

 . های بعدی ذکر خواهد گردیدکه نتایج آن در بخش گردیده است

 ها سنجی مدلمحاسبه ضرایب سختی فنرهای پیچشی و صحت -4

هایی در در این تحقیق، با تدوین برنامه ی، علوم، محاسبات و ریاضیات دارد.های مهندسهای بسیاری در زمینهقابلیت متلبافزار نرم

های دو سر یک سر مفصل، ستون-های یک سرگیردارهای دو سر مفصل، ستونستونو شکل مدهای کمانشی  بحرانی، بارهای متلبمحیط 

 .شده استمحاسبه  یک سر آزاد -های یک سر گیردارگیردار و ستون

، برابر صفر در نظر گرفته شد. بدین sk، ضریب سختی فنرهای انتقالی،kابتدا برای محاسبه ضریب سختی فنرهای پیچشی،

متکی نیستند و در نتیجه مقادیر بارهای بحرانی آنها به صورت تحلیلی در مراجع مربوطه از جمله  الاستیکها بر بستر ترتیب، دیگر ستون

ه الذکر به صورت عددی محاسبه شدآزادی(، بارهای بحرانی چهار سیستم فوق)درجه nباشد. آنگاه برای مقادیر مختلفموجود می [2]مرجع 

همگی  4الی  1لازم بذکر است که مقادیر بارهای بحرانی ذکر شده در جداول  آورده شده است. 4تا  1که نتایج کار به ترتیب در جداول  است

دارای ضریب 
a

k باشند. می 

 

 nدو سر مفصل به ازای درجات آزادی مختلف  تونهای آنها برای سبارهای بحرانی و نسبتمقادیر : 1 جدول

1

4

cr

cr

P

P

 1

3

cr

cr

P

P

 1

2

cr

cr

P

P

 
5crP  4crP  3crP  2crP  1crP  n 

------ ------ 000/3  ------ ------ ------ 0000/3  0000/1  2 

196/11  464/7  732/3  7321/3  0000/3  0000/2  0000/1  2679/0  5 

432/14  521/8  919/3  7154/1  1692/1  6903/0  3175/0  0810/0  10 

981/15  994/8  999/3  2/414×10-2 1/546×10-2 8/701×10-3 3/869×10-3 9/674×10-4 100 

000/16  000/9  000/4  2/462×10-4 1/576×10-4 8/865×10-5 3/940×10-5 9/850×10-6 1000 

 

 nسر مفصل به ازای درجات آزادی مختلف  یک-سر گیردار یک تونهای آنها برای سمقادیر بارهای بحرانی و نسبت :2 جدول

1

4

cr

cr

P

P

 1

3

cr

cr

P

P

 1

2

cr

cr

P

P

 
5crP  4crP  3crP  2crP  1crP  n 

------ ------ 396/27  ------ ------ ------ 1781/68  4886/2  2 

815/5  441/4  646/2  5450/84  6759/3  8075/2  6728/1  6322/0  5 

553/8  463/5  869/2  1389/2  5418/1  9848/0  5171/0  1803/0  10 

785/9  884/5  955/2  2/928×10-2 1/955×10-2 1/176×10-2 5/905×10-3 1/998×10-3 100 

799/9  889/5  956/2  2/962×10-4 1/977×10-4 1/188×10-4 5/962×10-5 2/017×10-5 1000 

الذکر مشخص است، با مساوی قرار دادن بارهای بحرانی بحرانی برای چهار سیستم فوقبا توجه به اینکه مقادیر تحلیلی بارهای 

منعکس گردیده است با مقادیر تحلیلی متناظرشان،  4تا  1که در جداول  1000nبدست آمده برای مد اول کمانش از روش عددی برای 

 آورده شده است. 5در جدول کار آید که نتایج بدست می aو  EIر حسب، بkضریب سختی فنرهای پیچشی،
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 nبه ازای درجات آزادی مختلف  گیرداردو سر  تونهای آنها برای سمقادیر بارهای بحرانی و نسبت: 3 جدول

1

4

cr

cr

P

P

 1

3

cr

cr

P

P

 1

2

cr

cr

P

P

 
5crP 4crP 3crP 2crP 1crP n 

------ ------ 780/2 ------ ------ ------ 0000/101 3333/36 2 

595/49 630/2 810/1 0101/101 1781/68 6152/3 4886/2 3747/1 5 

135/5 622/3 988/1 6144/2 9544/1 3783/1 7565/0 3806/0 10 

037/6 996/3 045/2 2-10×541/3 2-10×382/2 2-10×576/1 3-10×068/8 3-10×945/3 100 

047/6 000/4 046/2 4-10×553/3 4-10×387/2 4-10×579/1 5-10×076/8 5-10×948/3 1000 

 

 nبه ازای درجات آزادی مختلف  یک سر آزاد-گیردارسر  یک تونهای آنها برای سنسبتمقادیر بارهای بحرانی و : 4 جدول

1

4

cr

cr

P

P

 1

3

cr

cr

P

P

 1

2

cr

cr

P

P

 
5crP 4crP 3crP 2crP 1crP n 

------ ------ 03/102 ------ ------ ------ 01/101 9900/0 2 

395/29 509/19 299/8 01/101 5302/3 3429/2 9967/0 1201/0 5 

895/43 670/23 838/8 8327/1 1948/1 6443/0 2406/0 0272/0 10 

951/48 988/24 999/8 2-10×015/2 2-10×220/1 3-10×226/6 3-10×242/2 4-10×492/2 100 

000/49 000/25 000/9 4-10×001/2 4-10×210/1 5-10×175/6 5-10×223/2 6-10×470/2 1000 

 

 مقادیر بدست آمده برای ضریب سختی فنرهای پیچشی: 5 جدول

دو سر مفصل سیستم  
-یک سر گیردار سیستم  

 یک سر مفصل
دو سر گیردار سیستم  

-یک سر گیردار سیستم  

 یک سر آزاد

a

EI
000.1  

a

EI
997.0  

a

EI
998.0  

a

EI
999.0  

، در مورد ستون دو سر مفصل برابر با kگردد که مقدار ضریب سختی فنر پیچشی،، مشخص می5با ملاحظه جدول 
a

EI  بدست

آمده و در سه مورد دیگر کمتر از 
a

EI تواند ناشی از این موضوع باشد که با در نظر گرفتن است. این مسئله میkk 1001 گاه ، تکیه

دارد. علاوه بر این، در سه ستون  آل فاصلهو در حد چند دهم درصد از حالت ایدهاست نیامده  بوجودموسوم به گیردار کاملاً به صورت گیردار 

ها برای ستون دو ، نسبت بارهای بحرانی مدهای بالاتر کمانشی به بار بحرانی مد اصلی کمانش آورده شده است. این نسبت4تا  1آخر جداول 

باشد. اش کاملاً منطبق میاست که بر مقادیر تحلیلی 16و  9، 4باشد به ترتیب برابر با حداکثر مقدار خود را دارا میnسر مفصل در حالتی که

سازی بدرستی ه نشانگر این موضوع است که مدلها نیز با مقادیر متناظر تحلیلی آنها مطابقت دارد و در نتیجها برای سایر سیستماین نسبت

 باشد.، صحیح میskها برای اضافه کردن فنرهای انتقالی،صورت گرفته است و استفاده از این مدل

 های واقع بر بستر الاستیک محاسبه بار بحرانی ستون -5

آید. با در نظر گرفتن بدست می الاستیکمقداری غیرصفر داشته باشد، بار بحرانی ستون واقع بر بستر  و متناظر با آن skهر گاه 

. علاوه بر ه استالذکر برای این محدوده وسیع بدست آمد، بار بحرانی چهار سیستم فوق1/0و با افزایش  200از صفر تا  محدوده تغییرات 

آید که برای این سیستم نیز، بار بحرانی محاسبه بدست می 5برابر صفر در نظر گرفته شود، سیستم شماره  1kگاه سختیهر 4م این، در سیست
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نمودار تغییرات  3گردید. در شکل 
e

cr

P

P بعداین پنج سیستم بر حسب پارامتر بی
eP

kL
2

2


   ،آورده شده است. در این رابطهk  ضریب سختی

باشد که برابر با بار بحرانی اولر برای ستون دو سر مفصل می ePطول ستون و  Lبستر الاستیک،
2

2

L

EI .است 

 

چگونگی تغییرات  :3 شکل
e

cr

P

P
بعد های مختلف بر حسب پارامتر بیسیستم 

eP

kL
2

2


    . 

آورده شده است.  4رسم گردیده است که این نمودار در شکل  1ای برای سیستم دو سر مفصل سیستم ، نمودار مشابه[2]در مرجع 

برای همین  [2]آورده شده است منطبق بر نمودار چند خطی است که در مرجع  1برای سیستم  3گردد نموداری که در شکل ملاحظه می

سیستم دیگر بدست آمده است که  4. علاوه بر این، نمودارهایی برای رسدمیبه اثبات صحت محاسبات  در نتیجه، .سیستم بدست آمده است

 .باشدهای این مقاله همین مطلب میو یکی از نوآوری اندی برای این نمودارها در هیچ مرجعی مشاهده نکردهنمونه مشابهنگارندگان این مقاله، 

 

چگونگی تغییرات  :4 شکل
e

cr

P

P
بعد سیستم دو سر مفصل بر حسب پارامتر بی 

eP

kL
2

2


  [2]. 
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یک سر مفصل متکی بر -)ستون یک سر گیردار 2شود که منحنی مربوط به سیستم مشاهده می 3 با دقت در نمودارهای شکل

باشد زیرا در ه این موضوع جالب توجه میکند کدهند عبور میرا تشکیل می 1هایی که نمودار سیستم ( از نقاط تلاقی خطالاستیکبستر 

است اما در این نقاط، بار بحرانی این دو سیستم با  1رود بیشتر از بار بحرانی سیستم همانطور که انتظار می 2سایر نقاط، بار بحرانی سیستم 

 گردد. هم برابر می

تفاوت چندانی با یکدیگر ندارند و این نشانگر این موضوع است  10بزرگتر از های برای 5و  4همچنین، بار بحرانی دو سیستم 

ای تاثیر گاه سیستم طره، گیردار بودن تکیه10های بزرگتر از موثر بوده و برای 10های کوچکتر از برای 4گاه سیستم که گیرداری تکیه

 متکی است، ندارد. الاستیکحرانی آن برای حالتی که بر بستر چندانی بر روی بار ب

هایی که از لحاظ شرایط مرزی دو انتها مشابه هم هستند )سیستم دو سر مفصل و سیستم شود برای ستونعلاوه بر این، مشاهده می

ها به که برای سایر سیستمی یا شبه چند خطی است در حالی، به صورت چند خطدو سر گیردار( تغییرات بار بحرانی بر حسب پارامتر

 باشد.صورت منحنی می

 برازش منحنی بر نمودارهای بار بحرانی  -6

هایی بر این نمودارها افزار اکسل، منحنی، با استفاده از نرم3به منظور استفاده عملی و مهندسی از نمودارهای ارائه شده در شکل 

)ستون دو سر مفصل( است که  1مربوط به سیستم  6ارائه گردیده است. جدول  10الی  6برازش گردید که روابط ریاضی مربوطه در جداول 

ها بدست نیافزار اکسل، معادله این منحکه ذکر گردید با استفاده از نرم ها همانطوریاخذ گردیده است ولی برای سایر سیستم [2]از مرجع 

ها را با خطایی در حد چند درصد بدست آورد که از لحاظ مهندسی توان مقدار بار بحرانی این سیستمآمده است. با استفاده از این معادلات، می

 باشد.های این مقاله میباشد. این معادلات نیز از نوآوریقابل قبول می

 .[2اخذ شده از مرجع ]الاستیک( متکی بر بستر  )ستون دو سر مفصل 1یستم شماره روابط ریاضی مربوط به محاسبه بار بحرانی س:6 جدول

 40محدوده تغییرات  364  14436  200144  

1 رابطه ریاضی
e

cr

P

P
 4

4




e

cr
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P
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9
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cr
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P
 16

16




e

cr

P

P
 

 

 .(الاستیکیک سر مفصل متکی بر بستر -)ستون یک سر گیردار 2روابط ریاضی مربوط به محاسبه بار بحرانی سیستم شماره :7 جدول

 40محدوده تغییرات  364  14436  200144  

116.2736.0 رابطه ریاضی  
e

cr

P

P
 419.0836.2 

e

cr

P

P
 463.048.2 

e

cr

P

P
 492.0168.2 

e

cr

P

P
 

 

 . الاستیک(متکی بر بستر  )ستون دو سر گیردار 3روابط ریاضی مربوط به محاسبه بار بحرانی سیستم شماره  :8 جدول

 3.90محدوده تغییرات  5.663.9  2005.66  

 رابطه ریاضی

065.4

75.001.0 2



 
e

cr

P

P

 

266.8207.0

1069.3 24
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P

P

 

77.13103.0

106 25
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 (الاستیکیک سر آزاد متکی بر بستر -)ستون یک سر گیردار 4روابط ریاضی مربوط به محاسبه بار بحرانی سیستم شماره : 9جدول  

 20محدوده تغییرات  202  10020  200100  

 رابطه ریاضی

268.0593.1

828.018.0 23








e

cr

P

P

 

18.1235.0

1055.3 23



 




e

cr

P

P

 497.001.1 
e

cr

P

P
 5.0998.0 

e

cr

P

P
 

 

 (الاستیکیک سر آزاد متکی بر بستر -)ستون یک سر مفصل 5روابط ریاضی مربوط به محاسبه بار بحرانی سیستم شماره  :10 جدول

 5.00محدوده تغییرات  205.0  10020  200100  

 رابطه ریاضی





252.3

044.3 2




e

cr

P

P

 

756.0343.0

1024.1103.2 2234



 




e

cr

P

P

 
5.0999.0 

e

cr

P

P
 

5.0998.0 
e

cr

P

P
 

، نمودار تغییرات 10تا  6همچنین، با استفاده از روابط ریاضی ارائه شده در جداول 
e

cr

P

P
رسم شده است.  5در شکل  بر حسب  

تفاوت چندانی ندارند. علاوه بر این، مقادیر محاسباتی  3شود نمودارهای این شکل با نمودارهای متناظرشان در شکل ملاحظه می
e

cr

P

P
بر  

باشد. به اندازه یک واحد می بعداست و مقدار افرایش پارامتر بی 200از صفر تا  اتآورده شده است. بازه تغییر 11در جدول  حسب

استفاده  5تا  1های برای محاسبه بار بحرانی سیستم 10تا  6توان از روابط ارائه شده در جداول در نتیجه، برای کاربردهای مهندسی هم می

 استفاده کرد و در نهایت نتایج را با هم مقایسه کرد تا بدینوسیله از صحت محاسبات اطمینان حاصل نمود. 11توان از جدول هم مینمود و 

 

 

چگونگی تغییرات  :5 شکل
e

cr

P

P
 .یبر اساس روابط ریاضی پیشنهاد های مختلف بر حسبسیستم 
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مقادیر  :11 جدول
e

cr

P

P
 بعدبر حسب پارامتر بی 5تا  1های سیستم 

  5سیستم  4سیستم  3سیستم  2سیستم  1سیستم   5سیستم  4سیستم  3سیستم  2سیستم  1سیستم 

0 1.00 2.07 4.00 0.25 0.00 50 14.55 15.27 17.71 7.08 7.07 

1 2.00 2.86 4.81 1.21 1.08 51 14.66 15.42 17.88 7.15 7.14 

2 3.00 3.62 5.52 1.57 1.40 52 14.78 15.56 18.04 7.22 7.21 

3 4.00 4.34 6.22 1.84 1.69 53 14.89 15.70 18.21 7.29 7.28 

4 5.00 5.00 6.90 2.07 1.95 54 15.00 15.83 18.38 7.36 7.35 

5 5.25 5.59 7.57 2.29 2.19 55 15.11 15.97 18.55 7.43 7.42 

6 5.50 6.09 8.21 2.49 2.42 56 15.22 16.10 18.71 7.49 7.49 

7 5.75 6.51 8.83 2.67 2.63 57 15.33 16.23 18.87 7.56 7.55 

8 6.00 6.88 9.43 2.85 2.82 58 15.44 16.36 19.04 7.63 7.62 

9 6.25 7.20 10.00 3.02 3.00 59 15.55 16.49 19.20 7.69 7.69 

10 6.50 7.49 10.32 3.18 3.17 60 15.66 16.61 19.36 7.76 7.75 

11 6.75 7.76 10.51 3.33 3.33 61 15.78 16.74 19.52 7.82 7.82 

12 7.00 8.02 10.71 3.48 3.48 62 15.89 16.86 19.68 7.88 7.88 

13 7.25 8.26 10.90 3.62 3.62 63 16.00 16.98 19.84 7.95 7.94 

14 7.50 8.50 11.10 3.76 3.76 64 16.11 17.10 19.99 8.01 8.01 

15 7.75 8.73 11.29 3.89 3.89 65 16.22 17.22 20.15 8.07 8.07 

16 8.00 8.96 11.48 4.02 4.02 66 16.33 17.33 20.30 8.13 8.13 

17 8.25 9.19 11.68 4.14 4.14 67 16.44 17.45 20.43 8.20 8.19 

18 8.50 9.41 11.87 4.26 4.26 68 16.55 17.57 20.52 8.26 8.25 

19 8.75 9.62 12.06 4.38 4.37 69 16.67 17.68 20.62 8.32 8.32 

20 9.00 9.84 12.25 4.49 4.49 70 16.78 17.79 20.72 8.38 8.38 

21 9.25 10.05 12.44 4.60 4.60 71 16.89 17.91 20.82 8.44 8.44 

22 9.50 10.26 12.63 4.71 4.70 72 17.00 18.02 20.91 8.50 8.49 

23 9.75 10.47 12.82 4.82 4.81 73 17.11 18.13 21.01 8.55 8.55 

24 10.00 10.68 13.01 4.92 4.91 74 17.22 18.24 21.10 8.61 8.61 

25 10.25 10.88 13.20 5.02 5.01 75 17.33 18.35 21.20 8.67 8.67 

26 10.50 11.08 13.39 5.12 5.10 76 17.44 18.46 21.30 8.73 8.73 

27 10.75 11.28 13.58 5.22 5.20 77 17.56 18.56 21.39 8.79 8.79 

28 11.00 11.48 13.77 5.31 5.30 78 17.67 18.67 21.49 8.84 8.84 

29 11.25 11.68 13.95 5.40 5.39 79 17.78 18.78 21.58 8.90 8.90 

30 11.50 11.88 14.14 5.50 5.48 80 17.89 18.88 21.68 8.96 8.96 

31 11.75 12.07 14.32 5.59 5.57 81 18.00 18.99 21.77 9.01 9.01 

32 12.00 12.26 14.51 5.67 5.66 82 18.11 19.09 21.86 9.07 9.07 

33 12.25 12.45 14.69 5.76 5.75 83 18.22 19.20 21.96 9.12 9.12 

34 12.50 12.63 14.87 5.85 5.83 84 18.33 19.30 22.05 9.18 9.18 

35 12.75 12.82 15.06 5.93 5.92 85 18.44 19.41 22.15 9.23 9.23 

36 13.00 13.00 15.24 6.01 6.00 86 18.56 19.51 22.24 9.29 9.29 

37 13.11 13.18 15.42 6.10 6.08 87 18.67 19.61 22.33 9.34 9.34 

38 13.22 13.36 15.60 6.18 6.16 88 18.78 19.72 22.43 9.39 9.39 

39 13.33 13.53 15.78 6.26 6.25 89 18.89 19.82 22.52 9.45 9.45 

40 13.44 13.70 15.96 6.34 6.32 90 19.00 19.92 22.61 9.50 9.50 

41 13.55 13.87 16.14 6.42 6.40 91 19.11 20.02 22.70 9.55 9.55 

42 13.66 14.04 16.32 6.49 6.48 92 19.22 20.12 22.80 9.60 9.60 

43 13.77 14.20 16.49 6.57 6.56 93 19.33 20.22 22.89 9.66 9.66 

44 13.89 14.36 16.67 6.64 6.63 94 19.45 20.32 22.98 9.71 9.71 

45 14.00 14.52 16.84 6.72 6.71 95 19.56 20.42 23.07 9.76 9.76 

46 14.11 14.68 17.02 6.79 6.78 96 19.67 20.52 23.16 9.81 9.81 

47 14.22 14.83 17.19 6.87 6.86 97 19.78 20.62 23.26 9.86 9.86 

48 14.33 14.98 17.36 6.94 6.93 98 19.89 20.72 23.35 9.91 9.91 

49 14.44 15.13 17.54 7.01 7.00 99 20.00 20.82 23.44 9.96 9.96 

50 14.55 15.27 17.71 7.08 7.07 100 20.11 20.92 23.53 10.01 10.01 
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 5سیستم  4سیستم  3سیستم  2سیستم  1سیستم   5سیستم  4سیستم  3سیستم  2سیستم  1سیستم 

100 20.11 20.92 23.53 10.01 10.01 150 25.37 25.51 27.94 12.27 12.27 

101 20.22 21.02 23.62 10.06 10.06 151 25.43 25.60 28.02 12.31 12.31 

102 20.34 21.12 23.71 10.11 10.11 152 25.49 25.68 28.11 12.35 12.35 

103 20.45 21.21 23.80 10.16 10.16 153 25.55 25.77 28.19 12.39 12.39 

104 20.56 21.31 23.89 10.21 10.21 154 25.62 25.85 28.28 12.43 12.43 

105 20.67 21.41 23.98 10.26 10.26 155 25.68 25.93 28.36 12.47 12.47 

106 20.78 21.51 24.07 10.31 10.31 156 25.74 26.02 28.45 12.51 12.51 

107 20.89 21.60 24.17 10.36 10.36 157 25.80 26.10 28.53 12.55 12.55 

108 21.00 21.70 24.26 10.41 10.41 158 25.87 26.18 28.62 12.59 12.59 

109 21.11 21.80 24.35 10.46 10.45 159 25.93 26.27 28.70 12.63 12.63 

110 21.22 21.89 24.44 10.50 10.50 160 25.99 26.35 28.79 12.67 12.67 

111 21.34 21.99 24.53 10.55 10.55 161 26.05 26.43 28.87 12.71 12.71 

112 21.45 22.08 24.62 10.60 10.60 162 26.12 26.51 28.96 12.75 12.75 

113 21.56 22.18 24.70 10.65 10.64 163 26.18 26.59 29.04 12.79 12.79 

114 21.67 22.27 24.79 10.69 10.69 164 26.24 26.67 29.12 12.83 12.83 

115 21.78 22.37 24.88 10.74 10.74 165 26.31 26.75 29.21 12.87 12.87 

116 21.89 22.46 24.97 10.79 10.79 166 26.37 26.83 29.29 12.91 12.90 

117 22.00 22.56 25.06 10.83 10.83 167 26.43 26.91 29.37 12.94 12.94 

118 22.11 22.65 25.15 10.88 10.88 168 26.49 26.99 29.46 12.98 12.98 

119 22.23 22.74 25.24 10.92 10.92 169 26.56 27.07 29.54 13.02 13.02 

120 22.34 22.84 25.33 10.97 10.97 170 26.62 27.15 29.62 13.06 13.06 

121 22.45 22.93 25.42 11.02 11.02 171 26.68 27.23 29.71 13.10 13.10 

122 22.56 23.02 25.51 11.06 11.06 172 26.74 27.31 29.79 13.14 13.14 

123 22.67 23.11 25.59 11.11 11.11 173 26.81 27.39 29.87 13.17 13.17 

124 22.78 23.21 25.68 11.15 11.15 174 26.87 27.46 29.95 13.21 13.21 

125 22.89 23.30 25.77 11.20 11.20 175 26.93 27.54 30.04 13.25 13.25 

126 23.00 23.39 25.86 11.24 11.24 176 26.99 27.62 30.12 13.29 13.29 

127 23.11 23.48 25.95 11.29 11.29 177 27.06 27.70 30.20 13.33 13.33 

128 23.23 23.57 26.03 11.33 11.33 178 27.12 27.77 30.28 13.36 13.36 

129 23.34 23.66 26.12 11.37 11.37 179 27.18 27.85 30.37 13.40 13.40 

130 23.45 23.76 26.21 11.42 11.42 180 27.24 27.92 30.45 13.44 13.44 

131 23.56 23.85 26.30 11.46 11.46 181 27.31 28.00 30.53 13.48 13.48 

132 23.67 23.94 26.39 11.51 11.51 182 27.37 28.07 30.61 13.51 13.51 

133 23.78 24.03 26.47 11.55 11.55 183 27.43 28.15 30.69 13.55 13.55 

134 23.89 24.12 26.56 11.59 11.59 184 27.49 28.22 30.77 13.59 13.59 

135 24.00 24.21 26.65 11.64 11.64 185 27.56 28.30 30.85 13.62 13.62 

136 24.12 24.29 26.73 11.68 11.68 186 27.62 28.37 30.94 13.66 13.66 

137 24.23 24.38 26.82 11.72 11.72 187 27.68 28.45 31.02 13.70 13.70 

138 24.34 24.47 26.91 11.77 11.76 188 27.74 28.52 31.10 13.73 13.73 

139 24.45 24.56 26.99 11.81 11.81 189 27.81 28.59 31.18 13.77 13.77 

140 24.56 24.65 27.08 11.85 11.85 190 27.87 28.67 31.26 13.81 13.81 

141 24.67 24.74 27.17 11.89 11.89 191 27.93 28.74 31.34 13.84 13.84 

142 24.78 24.82 27.25 11.93 11.93 192 27.99 28.81 31.42 13.88 13.88 

143 24.89 24.91 27.34 11.98 11.98 193 28.06 28.88 31.50 13.92 13.92 

144 24.99 25.00 27.43 12.02 12.02 194 28.12 28.95 31.58 13.95 13.95 

145 25.05 25.08 27.51 12.06 12.06 195 28.18 29.03 31.66 13.99 13.99 

146 25.12 25.17 27.60 12.10 12.10 196 28.25 29.10 31.74 14.02 14.02 

147 25.18 25.26 27.68 12.14 12.14 197 28.31 29.17 31.82 14.06 14.06 

148 25.24 25.34 27.77 12.18 12.18 198 28.37 29.24 31.90 14.10 14.10 

149 25.30 25.43 27.85 12.23 12.22 199 28.43 29.31 31.98 14.13 14.13 

150 25.37 25.51 27.94 12.27 12.27 200 28.50 29.38 32.06 14.17 14.17 

 نتیجه گیری -7

های صلب دو سر مفصل گاهی متفاوت، توسط میلهبا شرایط تکیه الاستیکهای الاستیک متکی بر بستر در این تحقیق، ستون

نیز بوسیله فنرهایی طولی  الاستیکو سختی بستر  ه استسازی شدفنرهای پیچشی مدلها توسط سازی گردید. سختی خمشی ستونمدل
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های نسبی مختلف بستر . بعد از بدست آوردن ضریب سختی فنرهای پیچشی، مقادیر بار بحرانی پنج سیستم به ازای سختیگردیده استمدل 

 باشد:دست آمده به صورت زیر قابل بیان میکه نتایج ب به صورت نمودارهایی ارائه گردید و نتیجه شدبدست آورده 

تطابق کاملی بین این دو نمودار توان مشاهده کرد که می[ 2نمودار متناظر در مرجع ]و  1نمودار سیستم بین مقایسه با انجام  -1

 د.باشانجام شده میصحت محاسبات که این امر نشان دهنده ، ردوجود دا

ا هسیستماین مدل که با استفاده از این معادلات، بار بحرانی  ه استارائه شد 5تا  2 های یستمی سمودارهانمعادلاتی ریاضی برای  -2

 آید.قت قابل قبول مهندسی بدست میبا د 5تا  2های قابل محاسبه است. با استفاده از این معادلات، بار بحرانی برای سیستم

دیگر لزومی به محاسبات پیچیده برای محاسبه بار بحرانی این نوع   ،5تا  2های برای سیستمبدست آمده  با استفاده از معادلات -3

 ها وجود ندارد. سیستم

ارائه گردیده  11در جدول بطور کامل با افزایش یکی یکی  200از صفر تا  مقادیر عددی بار بحرانی به ازای سختی نسبی -4

تواند منبع مناسبی جهت استفاده سایر گردد و این جدول میالذکر بسیار آسان میهای فوقی سیستماست که بدین ترتیب، محاسبه بار بحران

 پژوهشگران باشد.
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