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بر مسیر گسترش ترک در  يو منحن يتأثیر مرزهای ناهمگن داخلي خط یسازهیشب

 مود مرکب به کمک روش مجموعه تراز

 *1الرسولعبدالغفور خادم

 اهواز، ایراندانشگاه شهید چمران اهواز، دانشکده مهندسی،  ،استادیار -1

 چکیده

ها اثر متقابل گسترش ترک و مرزهاي ناهمگن، یکی از موضوعات مورد توجه محققین و مهندسین است. اخیراً براي تحمیل  ناپیوستگی
واحد اجزاي محدود، معرفی شده  بنديصورت ضمنی بر فضاي حل مساله، روش اجزاي محدود توسعه یافته بر مبناي روش ریاضی پیکرهبه

است. در این مطالعه با ترکیب روش اجزاي محدود توسعه یافته و روش مجموعه تراز به بررسی اندرکنشی گسترش ترک پرداخته شده 
شده است. حفره، مرز نرم و سخت به  بندي داخلی بر فضاي حل تحمیلهاي از پیش تعریف شده و مرزهاي ناهمگن بدون مشترک است.

عنوان مرزهاي داخلی ناهمگن در نظر گرفته شده است. مقادیر فاکتور شدت تنش در مود مرکب از طریق انتگرال شکل دایره و خط به
سازي ورق حاوي تههاي مربعی به گسساند. در این مطالعه به کمک المان، محاسبه شده Jاندرکنش مبتنی بر پایه انتگرال مستقل از مسیر 

مرزهاي داخلی ناپیوسته، پرداخته شده است. تأثیر اندازه، جنس و چگونگی توزیع مرزهاي ناهمگن داخلی بر نحوه گسترش ترک با 
دست آمده نشان دهنده تأثیرات متفاوت مسیر رشد ترک شامل دور یا نزدیک شدن ترک هاي متعدد بررسی شده است. نتایج بهمثال

گیري ه مرز داخلی است.  اثر حفره داخلی بر مسیر رشد ترک بیشتر از مابقی مرزها است و مرز داخلی خطی منجر به شکلمتحرک نسبت ب
 باشد.تراز در تعقیب مرز متحرک میي رشد ترک شده است. این نتایج مؤیدّ قابلیت روش مجموعه اي از نحوهمسیر پیچیده
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  مقدمه -1

سازي اولیه انواع ناپیوستگی و تعقیب تغییرات آنها در خلال دوران بارگذاري همواره بطور کلی در مکانیک شکست محاسباتی، شبیه

وجود ابزاري ساده و دقیق جهت مطالعه سناریوهاي رشد ترک ها، حساب آمده است. در بسیاري از مسایل مهندسی سازهدو مشکل اساسی به

ترد بر پایه مکانیک شکست، از دیرباز مرکب براي مصالح ترد یا شبه-سازي گسترش ترک در مودباشد. از طرف دیگر مدلیک نیاز ضروري می

در معرض شکست مورد توجه  ءاي و عمر سازهزهعنوان یک حوزه تحقیقاتی فعال در تعیین رفتار ترک خوردگی، ظرفیت باربري یک عضو سابه

هاي فراوانی صورت هاي داخلی تلاشمنظور تولید انواع ناپیوستگیمحققین علوم عددي و مکانیک جامدات قرار داشته است. همچنین به

خلی بر فضاي حل مساله را اند که مرزهاي ناهمگن داهاي ابداعی در حوزه مکانیک شکست محاسباتی تمایل داشتهگرفته است. تمامی روش

با حداقل دستکاري در فضاي فیزیکی، اعمال کنند. از این روي موضوعی که در علم مکانیک شکست محاسباتی حائز اهمیت فوق العاده است، 

جه صورت ضمنی و مستقل از شبکه فیزیکی است. مساله دیگري که مکانیک شکست محاسباتی با آن مواسازي ناپیوستگی بهامکان مدل

سازي شده عددي اولیه است. با فراهم آوردن شرایطی سازي گسترش ترک با حداقل تغییرات در شکل و توپولوژي شبکه گسستهاست، شبیه

 .[2, 1]گردد سازي گسترش ترک نیز متعاقباً ایجاد میصورت ضمنی در مدل فیزیکی ایجاد نماید، پتانسیل شبیهکه بتواند ناپیوستگی را به

سازي خودکار رشد ترک شده به عنوان روشی جهت شبیه ،دو دلیل عمده باعث ناکارآمدي استفاده از روش اجزاي محدود استاندارد

که تکینگی تنش در نوک ترک نشان داده شود؛ نیاز است که یک شبکه اجزاي محدود ریز )حداقل در محدوده اطراف است. اولاً، براي این

سازي هاي قرار گرفته در مسیر ترک خوردگی، مدلوسیله جداسازي گرهاعمال گردد. ثانیاً، در روش اجزاي محدود، گسترش ترک به نوک ترک(

بندي مجدد پیچیده استفاده نمود. در این مطالعه دست آوردن یک مسیر رشد ترک هموار باید از یک فرایند مشمنظور بهشود. بنابراین بهمی

علاوه از ترکیب روش مجموعه تراز با روش اجزاي محدود توسعه کار گرفته شده است. بهزهاي متحرک، روش مجموعه تراز بهبراي تعقیب مر

هاي تحمیل شده بر فضاي حل عبارتند از ترک )به صورت . ناپیوستگی[3]سازي خودکار رشد انواع ترک پرداخته شده است یافته، به شبیه

سازي منظور شبیهاي یا وسط(، حفره میانی با هر قطر و موقعیت دلخواه، مرز ناهمگن داخلی )اینکلوژن( نرم یا سخت و مرز خطی داخلی. بهلبه

طور همزمان در فضاي ها را بهمحیط نرم افزار متلب توسط نویسنده مقاله تهیه شده است. این برنامه انواع ناپیوستگیاي در رشد ترک برنامه

 ها بر رشد ترک انجام گرفته است.کند. بنابراین مطالعه اندرکنش همزمان انواع ناپیوستگیحل ایجاد می

سازي نقاط گرهی، به میزان تأثیرگذاري مرزهاي از طریق فرایند غنیدر مطالعه حاضر ضمن تولید انواع مرزهاي داخلی ناپیوسته 

چین اي و وسطاي، مرز داخلی نرم، مرز داخلی سخت و مرز ناهمگن خطی بر مسیر گسترش ترک لبهداخلی متفاوت از جمله حفره دایره

ود مرکب محاسبه گردد تا بتوان بر اساس معیار رشد منظور تعیین مسیر رشد ترک باید مقادیر فاکتور شدت تنش در ماست. به پرداخته شده

منظور محاسبه فاکتورهاي شدت تنش از روش مبتنی بر پایه انرژي، ترک به محاسبه زاویه رشد ترک نسبت به نوک آن پرداخت. بنابراین به

امه نویسی شده است تا در هر مرحله رشد نحوي برن)انتگرال اندرکنش(، استفاده شده است. فرایند محاسبه انتگرال اندرکنش به Mانتگرال 

گیري حول نوک ترک )دو نوک ترک براي ترک وسط( تعیین شده و سپس انتگرال اندرکنش در ناحیه طور خودکار محدوده انتگرالترک، به

دار در حضور جسم ترک معادل محاسبه گردد. ذکر این مساله حائز اهمیت است که با محاسبه انتگرال اندرکنش اثرات تغییر محتواي انرژي

مقادیر فاکتور شدت تنش لحاظ گردیده است. همچنین جهت افزایش دقت در هاي ناهمگن به صورت خودکار در محاسبه انواع ناپیوستگی

 هاي مربعی متأثر از ترک در کدُ گنجانده شده است.سازي المانگیري عددي حول نوک ترک، فرایند زیرمثلثانتگرال

دهی شده است که در بخش دوم اصول کلی حاکم بر روش مجموعه تراز بررسی گردیده است. در صورت سازماناینساختار مقاله به

بخش سوم روش تولید حفره و مرز داخلی بیان شده است. در بخش چهارم اصول روش اجزاي محدود توسعه یافته ارائه شده و در بخش پنجم 

 گردیده است.گیري ارائه ش ششم نتایج آنالیز عددي ارائه و در بخش هفتم نتیجهاصول کلی مکانیک شکست بیان شده است. در بخ
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 اصول روش مجموعه تراز-2

مواجه هستیم، دنبال کردن تغییرات آن مرز است. روش مجموعه تراز  dهاي مهم در مسایلی که با مرز ناپیوستگی یکی از جنبه

آید. در این روش به جاي دنبال کردن خود مرز، یک منحنی پایه انتخاب و یک روش محاسباتی براي دنبال نمودن مرز متحرک به شمار می

ي یک شبکه ثابت اولري است که به طور طبیعی گردد. مزایاي دیگر این روش، انجام گرفتن محاسبات بر روبر روي یک سطح ایجاد می

 . در واقع روش تابع  مجموعه[4]باشد تغییرات توپولوژي مربوط به مرز را کنترل نموده و به علاوه قابل کاربرد براي مسایل با ابعاد بالاتر نیز می

منظور نمایش مرز مصالح همانند هندسه ترک، فضاي خالی و مرز نرم و سخت به کار تراز در ترکیب با روش اجزاي محدود توسعه یافته به

شود. در این مطالعه از تکنیک نوار محدود در محاسبات استفاده شده است. مزیت عمده این تکنیک محدود نمودن نقاط گرهی گرفته می

 .[5]یابد شوند. بنابراین حجم محاسبات در کل کاهش میاست که در فرایند محاسبات وارد می

)تابع مجموعه تراز  ( ), )x t t یک تابع پیوسته است که( )x t  معرف یک نقطه در دامنه هاي تابع مجموعه تراز است. ویژگی

 صورت به

(1) 

  

  

  

, 0 راي  ب

, 0 راي  ب

, 0 راي  ب d

x t t x

x t t x

x t t x







 

 

 

 

)، با یافتنtباشد. بنابراین مرز مورد نظر در هر زمانمی )x t  به نحوي که معادله 

(2) ( ( ), ) 0.x t t  

گیري از این رابطه نسبت به شود. با مشتقعنوان معادله مجموعه تراز نامیده می( عموماً به2شود. رابطه )را اقناع نماید جانمایی می

در مسایل دو شود. تابعتقریب زده می سازي معادله دیفرانسیل جزئی حاصل به کمک روش تفاضل محدود، گرادیانزمان و با گسسته

 بعدي به صورت 

(3)  1

, ,

n n n n n n

x yt u v       

  لوي-فردریچ-بر اساس شرط کورنت tباشند. گام زمانیسرعت مرز متغیر می yو  xهاي به ترتیب مولفه vو  uاست، که

(Lewy (CFL)-Friedrichs-Courantتعیین ) طور کلی دو تابع مجموعه تراز گردد. بهمی  و سازي و دنبال کردن مسیر رشد براي مدل

باشند. یکی از این توابع براي نمایش مسیر بدنه ترک و دیگري براي دنبال کردن مسیر نوک ترک است. در این شیوه، مسیر ترک لازم می

)بدنه ترک با استفاده از تابع مجموعه تراز صفر  ( ), ) x t t ترک در موقعیتی است که شرایط  شود. بنابرایننمایش داده می 
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صادق باشد. الگوریتمی که در کُد در نظر گرفته شده است این امکان را فراهم آورده است تا تمامی فرایند تعیین نقاط گرهی که 

تراز انجام گیرد. بدین منظور ابتدا شعاع پهناي باند بایست در خصوص آنها انجام پذیرد، بطور خودکار از طریق توابع مجموعه سازي میغنی

شود. از اطلاعات دست آورده میهاي ترک نسبت به یکدیگر بهشود. پس از آن طول و به عبارتی فواصل نوکاطراف نوک ترک محاسبه می

تابع اندازه المان است، شعاع مربوط به دست آمده زاویه قرارگیري ترک در دامنه مشخص شده و بر اساس طول ترک و پهناي باند که خود به

گردد. سپس، فاصله همه نقاط دامنه نسبت به نوک ترک تعیین و نسبت به منظور تعریف توابع مجموعه تراز مشخص میجستجوي گرهی به

هی واقع در شعاع گردند. با داشتن بردار فاصله نقاط نسبت به نوک ترک، جستجوي مربوط به تعیین نقاط گرمختصات نوک ترک محلی می
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اند تعیین شده و به محاسبه توابع مجموعه تراز پرداخته هایی که در شعاع تعریف شده قرار گرفتهپذیرد. پس از آن گرهتعیین شده انجام می

حاسبه گردیده هاي واقع در شعاع پهناي باند مشود. لازم به ذکر است که در روش به کار گرفته شده توابع مجموعه تراز تنها براي گرهمی

اند، توابع مجموعه تراز گرهی غیر صفر پیدا شده و سپس هایی که در پهناي باند قرار گرفتهمنظور تعیین شماره گره المانگاه بهاست. آن

ند. شوشود. در این روش مقادیر توابع مجموعه تراز، فقط در نقاط ذخیره میشماره گره کلی منحصر به فرد منسوب به آن گره مشخص می

 دست آورد.توان مقادیر توابع مجموعه تراز را در شبکه اجزاي محدود بهبنابراین با استفاده از توابع شکل اجزاي محدود، می

 تولید حفره و مرز داخلي )اینکلوژن( -3
استفاده خواهد  هابه طور کلی مرزها )فضاي خالی و اینکلوژن( به صورت استاتیکی بوده و از تئوري مجموعه تراز جهت نمایش آن

 اي از مجموعه تراز به صورت شد. براي فضاي خالی دایره

(5)  
1,2,...,

min ,
i i
c c

i nc

i i

I I c c
x

x x r




   

iاستفاده شده است که 

c  دامنهi  ،امین فضاي خالی
cn اي، تعداد فضاهاي خالی دایرهi

cx  وi

cr  به ترتیب مرکز و شعاع دایره

باشند. توصیف هندسی یک مرز )مرز یک دایره یا اینکلوژن( از طریق منحنی مجموعه تراز صفر می , 0t  x پذیرد. در صورت می

واقع، توصیف فیزیکی مرز از طریق تابع  , t x شود. درجات آزادي هندسی در یک مجموعه نقاط یش تابعی گسسته، تبدیل میبه یک نما

واقع در دامنه، از توابع درونیاب اجزاي  xدر هر نقطه شوند. جهت محاسبه تابع و موقعیت مرز، استفاده می جهت تعیین  Ixثابت 

 محدود 

(6)     ,I I

I

N x x 

گیرد،صورت می xعمل جمع بر روي تمامی نقاط واقع در المان محتوي .[2]استفاده شده است   x توابع شکل استاندارد اجزاي

ها از طریق تابع سازي و محاسبات هندسی مربوط به حفرهباشند. انجام فرایند مدلمقادیر گرهی تابع مجموعه تراز می Iمحدود بوده و

آورد. به علاوه، شبکه اجزاي مکان محاسبات با بازده مناسب را فراهم میانجام گرفته است. استفاده از روش مجموعه تراز ا مجموعه تراز 

محدود و هندسه داخلی با یکدیگر مرتبط بوده که در نتیجه آن یک نمایش سازگار براي مرزهاي داخلی با شبکه اجزاي محدود موجود، ایجاد 

 شود. می

 سازي اینکلوژن نیاز به برقراري شرط هادامارد منظور از اینکلوژن، ناهمگنی با مشخصات متفاوت در ماتریس مصالح است. مدل

(7) ,    F F a n 

گرادیان تغییر شکل، Fدارد که 
n  ،بردار نرمال بر مرز مصالحa  یک بردار دلخواه درون صفحه است و  علامت ضرب دایادیک

سازي در مدل هندسی یا ضرب تانسوري است. سوکومار اولین محققی بود که تلاش نمود تا مرز داخلی بین مصالح را از طریق فرایند غنی

تواند در هر نقطه دلخواه از دامنه قرار تراز مربوط به مرز داخلی خطی )اینکلوژن( و حفره داخلی که می تابع مجموعه 1ایجاد نماید. در شکل 

 داشته باشد، نشان داده شده است.

کننده خط را مشخص اند، ابتدا دو نقطه تعیین گذاري گردیدهنام منظور تشکیل توابع مجموعه تراز خطی که تحت عنوان توابع به

گردد، سپس مقدار نموده و ضمن محاسبه فاصله بین آن دو نقطه )طول خط(، فاصله تمامی نقاط موجود در دامنه از خط مفروض تعیین می

سازي ها فرایند غنیت براي آنبایسهایی که میشود. ضمن انجام این فرایند شماره گرهی المانبراي تمام نقاط دامنه محاسبه می تابع

 شود تا اثرات وجود اینکلوژن در مرحله محاسبه ماتریس سختی کل دخالت داده شود. گرهی انجام گیرد، تعیین می
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اگر دو نقطه  1 0 0P = ,x y و 2 1 1P = ,x y دو نقطه اینکلوژن خطی باشند، آنگاه طول پاره خط مفروض برابر با

   
2 2

1 0 1 0l x x y y    باشد. آنگاه فاصله هر نقطهمی ,x y  از دامنه با استفاه از 

(8)      0 1 1 0 0 1 1 0c y y x x x y x y x y          

پاره خط مفروض، مقادیر تابع مجموعه تراز از رابطه شود. حال با داشتن دو مقدار طول و فاصله هر نقطه ازمحاسبه می

 node c l  آید.دست میبه 

 

 .ای( در دامنه محاسباتي)حفره دایره )اینکلوژن خطي( افقي و مورب، تابع : نمایش توابع مجموعه تراز  1شکل

 کلي روش اجزای محدود توسعه یافتهاصول  -4

سازي تقریب اجزاي محدود استاندارد که در بندي واحد در غنیطور کلی روش اجزاي محدود توسعه یافته بر پایه مفهوم پیکرهبه

لین بار توسط باشد، استوار است. روش اجزاي محدود توسعه یافته اوهاي دامنه اطراف یک ترک میبرگیرنده اثرات تکینگی یا ناپیوستگی

دهد تا به ها اجازه میبندي واحد، به ناپیوستگیروش اجزاي محدود توسعه یافته با استفاده از روش پیکره .]9[ بلیچکو و بلک ارائه گردید

اي مستقل از شبکه اجزاي محدود با صورت مستقل از شبکه اجزاي محدود، نمایش داده شوند. در این روش هرگونه ناپیوستگی با هر زاویه

شوند. در سازي ارضا کننده رفتار ناپیوسته و درجات آزادي اضافی، مدل میوسیله توابع غنیترک به هاي قطع شده باسازي المانفرایند غنی

 واقع در دامنه، از تقریب  xروش اجزاي محدود توسعه یافته براي یافتن جابجایی نقطه

(9) 
 

2 2

4

1

( ) :

, ( ) ( ) ( ) ( ) ( ( , )) ( ) ( ) ( , )h l

i i j j k k l

i I j J k K l

t t N t N H t N t B r 
   



 
    

 
   

u x

u x u x b x x x a

¡ ¡

 

)شود که استفاده می )iN x  توابع شکل مربوط به گرهi  ام وt  نیز زمان است. زمان در چنین مسائلی موید هر پارامتري است که

به ترتیب نشان  Kو Jبطور یکنواخت افزایش یابد. لذا تمامی مراحل حل در برگیرنده معادلات تعادل بدون لحاظ نمودن اثرات دینامیکی است. 

نیز شامل دهنده مجموعه نقاط گرهی هستند که بوسیله بدنه ترک و نوک ترک متأثر شده باشند. درجات آزادي گرهی متناظر جابجایی
iu

،jb و
ka باشند. همچنین می  ,H t x  و ,lB r  باشند. تابع غنی سازي سازي مینیز توابع غنی( )H y  به صورت 

(10) 
1 for 0

( )
1 for 0

y
H y

y


 

 
 

سازي نوک ترک، ( تضمین کننده حضور ناپیوستگی در موقعیت ترک است. تابع غنی10شود. رابطه )تعریف می
lB  به صورت 

(11) ( , ) sin , cos , sin sin , cos sin .
2 2 2 2

lB r r r r r
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,r)که  گرددتعریف می ) باشد. جملات غیر خطی دوم تا چهارم سمت دستگاه سیستم مختصات قطبی نسبت به نوک ترک می

sin( ارئه کننده حل مجانب براي نوک ترک بوده و جمله اول )11راست رابطه )
2

r


کند. با ( ناپیوستگی در عرض سطوح ترک را بیان می

 آید.دست می( در رابطه معادله تعادل ضعیف شده در مساله الاستواستاتیک، دستگاه معادلات خطی به9اعمال رابطه )

(12)     0: : d . d . d

t

  
  

       u C v b v T v v 

باشند که به ترتیب داراي مقادیر محاسباتی در دامنه ها میفضاي جابجایی vو  u، تانسور رفتار مصالح بوده و C(، 12که در رابطه )

باشند. همچنین و بر ناپیوستگی موجود در دامنه ناپیوسته می 0Cو مقدار مشخص بر مرز دامنه هستند. بعلاوه مرتبه پیوستگی هر دو بردار

( ذکر شده است، شرایط بدون تنش بودن صفحات ترک 12بمنزله ضرب تانسوري است. براي چنین توابع تقریبی که در رابطه ) ":"نشانه

سازي رشد ترک نشان داده شده سازي نقاط متاثر از نوک و بدنه ترک در خلال چند مرحله مدلنحوه غنی 2تأمین خواهد شد. در شکل 

 است.

 

 .گیری نوک ترکقاط گرهي در مدل اجزای محدود توسعه یافته و ناحیه انتگرالسازی ن: چگونگي غني 2شکل

بایست یک فرایند تکرار شونده به کار گرفته شود. چنین فرایندي حجم بسیار زیادي از به طور کلی در خلال آنالیز رشد ترک می

منظور تسریع در عملیات اجراي برنامه از یک زیربرنامه براي ین بهبرد. بنابرافضاي کامپیوتر را اشغال نموده و زمان اجراي برنامه را بالا می

شود تا نیازي به تغییر دادن تمامی ماتریس سختی در شده، متأثر از ترک و غیر متأثر استفاده میهاي غنیتفکیک ماتریس سختی به بخش

هایی که از طریق است. به عبارت دیگر تنها لازم است تا المانهر مرحله از رشد ترک نباشد. لذا در نتیجه زمان اجراي برنامه کاهش داده شده 

 سازي هویساید تبدیل نمود تا در میزان محاسبات صرفه جویی گردد.اند را به غنیسازي نوک ترک داراي درجات آزادي اضافی شدهتوابع غنی

 مکانیک شکست -5

و کرنش در جسم حاوي ناپیوستگی است. ضمن اطلاع از  به طور کلی هدف از علم مکانیک شکست محاسباتی، تعیین فضاي تنش

توان به تخمین عمر سازه و مشخص نمودن چگونگی آسیب وارده به سازه، در خلال دوران بهره برداري از آن نحوه توزیع تنش در جسم می

ناگهانی بودن شکست ترد این نوع از  ها بوده است. ماهیتترین نوع خرابی سازهپرداخت. در میان انواع محتمل شکست، شکست ترد فراوان

هاي مختلف تحلیلی، عددي و ها با استفاده از روششکست را بیش از سایر حالات داراي اهمیت نموده است. محققین مختلف در خلال سال
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یک پارامتر مانند  اند. بطور کلی رفتار عضو داراي ناپیوستگی در مکانیک شکست خطی باآزمایشگاهی به مطالعه مکانیک شکست پرداخته

شود. این پارامتر نقش مهمی در تعیین میدان تنش، شود مشخص میهاي مستقیم و انرژي تعیین میفاکتور شدت تنش که با استفاده از روش

.MPaدر همسایگی نوک ترک دارد. فاکتور شدت تنش داراي واحد  m ست و هندسه دامنه و بوده و به هر دو عامل تنش وارده در دورد

سازي رشد ترک در حالات پیچیده بارگذاري و هندسه، با شرایط مود مرکب مواجه خواهد بود. در چنین وضعیتی با ترک بستگی دارد. مدل

 توان مسیر رشد ترک را مشخص نمود. تحت شرایط عمومی بارگذاري مود مرکب،اطلاع دقیق از مقادیر فاکتور شدت تنش در مود مرکب می

 هاي مجانب پیرامونی و برشی به صورتتنش

(13)    
   

 I II
3cos 2 cos 3 2 3sin 2 3sin(3 2)1 1

sin 2 sin 3 24 4 cos( 2) 3cos(3 2)2 2r

K K

r r





    

     

       
      

      

 

( معیار حداکثر تنش مماسی یا حداکثر 2( معیار حداکثر نرخ رهایی انرژي، )1. درمیان معیارهاي رشد ترک که شامل )[8]باشند می

باشند، در این مطالعه از معیار حداکثر تنش مماسی استفاده شده است. بر اساس معیار ( حداقل دانسیته انرژي کرنشی می3تنش اصلی و )

مماسی، ترک در زاویه  حداکثر تنش
c  نسبت به نوک آن و در جهتی که  حداکثر باشد رشد خواهد کرد. تنش مماسی در جهت رشد

 ود. بنابراین ش( برابر صفر قرار داده می13ترک، تنش اصلی است. لذا بمنظور محاسبه زاویه رشد ترک، مقدار تنش برشی در رابطه )

(14) 
I II

1 1 1
cos sin( ) (3cos( ) 1) 0

2 2 22
K K

r


 



   
     

   
 

 با حل معادله فوق زاویه بحرانی رشد ترک به صورت

(15) 2

I II I II

1
2arctan ( ( ) 8)

4
c K K K K    

 آید.بدست می

 محاسبه فاکتورهای شدت تنش -1-5

شود، )چقرمگی( شناخته میعنوان ظرفیت شکست پارامتر فاکتور شدت تنش نیروي محرک ترک بوده و مقدار بحرانی آن که به

گردد. در واقع براي اینکه بتوان در مکانیک یک مشخصه ویژه مصالح است که به نوبه خود نیروي مقاوم در برابر گسترش ترک محسوب می

ها اطلاعات کافی بدست آورد فاکتور شدت تنش تعریف شده شکست خطی از وضعیت تنش در نزدیکی نوک ترک و وضعیت تکینگی تنش

باشد. روش می هایی که در محاسبه فاکتورهاي شدت تنش در مود مرکب بارگذاري وجود دارد، روش انتگرال اندرکنشت. یکی از روشاس

رال انتگرال اندرکنش اولین بار توسط یاو و همکارانش براي مسائل با مود مرکب در مصالح ایزوتروپیک معرفی گردید. انتگرال اندرکنش از انتگ

توسط رایس توسعه داده شد که به  Jدار به دست آورده شد. انتگرال براي دو وضعیت ممکن از یک جسم الاستیک ترک Jر مستقل از مسی

 صورت 

(16) d ,i

x i

u
J Wn T s

x

 
  

 
 

،1گیري شود. مسیر انتگرالتعریف می 2 ij ijW   شود.انرژي کرنشی تعریف میعنوان دانسیته بوده و بهin بردار نرمال ،

iگیري، بیرونی بر مسیر انتگرال ij jT n  ،بردار نیروهاي گستردهiu بردار جابجایی وdsگیري ، جزء دیفرانسیلی در امتداد مسیر انتگرال

گردد. فضاي کمکی تنش و شود و بر فضاي اصلی مسأله تحمیل میباشند. در روش انتگرال اندرکنش، یک فضاي کمکی تعریف میمی

گیري گردد که معادلات تعادل و شرایط مرزي مسأله بدون نیرو بر سطوح ترک را در دامنه معادل در انتگرالها به نحوي انتخاب میجابجایی

رضا نماید. در واقع مزیت عمده روش انتگرال اندرکنش، محاسبه همزمان فاکتور شدت تنش براي مود مرکب بارگذاري عددي پیرامون ترک ا

است. در این مطالعه از معادلات کمکی تنش و جابجایی به دست آمده توسط ویلیامز و وسترگارد استفاده شده است. براي بیان فرمولاسیون 
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)در جملات  "1"روش انتگرال اندرکنش بالانویس  ) ( ) ( )
, , 1 1 1

i ij iju  در جملات "2"جهت نمایش وضعیت اصلی و بالانویس( ) ( ) ( )
, , 2 2 2

i ij iju 

ها انجام گرفته و سپس مقادیر فاکتور شدت تنش براي نمایش وضعیت کمکی است. پس از تعریف فضاي حل اصلی و کمکی، بر هم نهی آن

 و فاکتورهاي شدت تنش به صورت  Jبر اساس رابطه بین انتگرال 

(17) (1,2) (1) (2) (1,2)

1 ,J J J M   

 (17آید.که در رابطه )بدست می

(18) 
(1)

(1) (1) (1)

1

1

d ,i

i

u
J W n T s

x

 
  

 
 

(19) 
(2)

(2) (2) (2)

1

1

d ,i

i

u
J W n T s

x

 
  

 
 

(20) 
(2) (1)

(1,2) (1,2) (1) (2)

1

1 1

d ,i i

i i

u u
M W n T T s

x x

  
   

  
 

باشند. عبارت می    (1,2) (1) (2) (2) (1)
ij ij ij ijW گذاري همتحت عنوان دانسیته انرژي کرنشی است. از آنجا که دو حالت ترک روي

 ها را به صورتتوان آنشده است، پس می

(21) 
   

2 2
(1) (2) (1) (2)

I I II II(1,2)

1

eff eff

,
K K K K

J
E E

 
  

 آید.صورت زیر بدست میاي بهبازنویسی نمود. با مقداري محاسبات و جایگذاري در روابط فوق رابطه

(22) 
 (1) (2) (1) (2)

I I II II(1,2)

eff

2 K K K K
M

E


  

در انتها فاکتورهاي شدت تنش، براي وضعیت تنش موجود با جداسازي دو مود شکست محاسبه شده است. براي مثال با قرار دادن 
(2) (2)
I II1, 0K K   (1)مسأله براي به دست آوردن

IK  (1)حل شده است. به طور مشابه
IIK .نیز به دست آمده است 

(23) 
(1,Mode I) (1,Mode II)

(1) (1)eff eff

I II; ,
2 2

M E M E
K K  

effEايدر روابط فوق براي حالت تنش صفحه E 2اي و در حالت کرنش صفحه
eff / (1 )E E   باشد. می  نسبت پواسون

 است.

تر و پایدارتر انتگرال روي سطح، عبارت باشد که به علت نتایج بهتر، دقیق( براي انتگرال اندرکنش، انتگرال روي مسیر می20رابطه )

 رت انتگرال اندرکنش بر روي سطح معادل به صو 1qانتگرالی روي مسیر به انتگرال روي سطح بازنویسی شده است. با تعریف تابع 

(24)    
 

 
 

 
2 1

1,2 1 2 1,2 1

1

1 1

d ,i i

ij ij j
A

j

u u q
M W A

x x x
  
   

   
    

 

ها که در اطراف نوک باشد. محاسبه انتگرال اندرکنش در یک حلقه از الماندلتاي کرونکر می ij(، 24شود.که در رابطه )تعریف می

هاي موجود در این کنند. براي تمامی المانهاي موجود در این حلقه مانند یک جسم صلب حرکت میگیرد. الماناند انجام میترک قرار گرفته

هاي خارج از حلقه مفروض صفر خواهد شد. از طرفی براي تمامی المانjxنسبت به 1qبرابر واحد است لذا مشتق تابع 1qحلقه مقدار تابع

 . [10]ود صفر خواهد ب 1qصفر بوده، پس مجدداً مشتق تابع 1qمقدار تابع 
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 سازی عددیشبیه -6

مقادیر فاکتور شدت تنش محاسباتی و مقادیر تحلیلی متناظر با منظور صحت سنجی نتایج عددي ارائه شده به مقایسه در ابتدا به

اي و میانی تولید شده و مقادیر فاکتورهاي شدت هاي لبهآنها پرداخته شده است. بدین منظور چندین مدل با ابعاد مش مختلف و حاوي ترک

 ارائه شده است. 1تنش در مود مرکب محاسبه گردیده است. نتایج بدست آمده در جدول 

 : مقادیر فاکتور شدت تنش محاسباتي 1جدول

 تشریح مدل
اندازه بعد 

 المان مربعی

فاکتور شدت تنش 

تجربی-تئوري  

فاکتور شدت 

 تنش عددي

درجات 

 آزادي

 1044 5441/1 6266/1 2/0 ايترک لبه
 3862 5972/1 6266/1 1/0 ايترک لبه
 14852 6231/1 6266/1 05/0 ايترک لبه
 33042 6242/1 6266/1 033/0 ايترک لبه
 58432 6258/1 6266/1 025/0 ايترک لبه

 91022 6291/1 6266/1 02/0 ايترک لبه

 3884 7421/0 9043/0 1/0 ترک میانی

 14920 8738/0 9043/0 05/0 ترک میانی

 33064 8912/0 9043/0 033/0 ترک میانی

 44860 8989/0 9043/0 028/0 ترک میانی

 91044 8954/0 9043/0 02/0 ترک میانی

شود. تجربی دقیق، منجر به محاسبه زاویه رشد ترک تقریباً دقیق می-انطباق مقادیر فاکتور شدت تنش محاسباتی و حل تئوري

چین مقادیر فاکتور شدت تنش به صورت متقارن براي هر دو نوک ترک موجود در دامنه بدست لازم به ذکر است که در خصوص ترک وسط

هاي ارائه شده، میزان فاکتور شدت تنش مود دوم )برشی درون صفحه( قریباً مود خالص بازشدگی در مثالآمده است. همچنین بدلیل شرایط ت

 نزدیک به صفر محاسبه شده است. 

سازي منظور اثبات صحت نتایج ارائه شده به شبیههاي با حضور مرزهاي داخلی نمایش داده شود، بهدر ابتدا و قبل از اینکه مثال

اي و وسط چین تحت هاي انجام شده براي گسترش ترک لبهسازيبدون حضور ناپیوستگی پرداخته خواهد شد. لذا شبیه چند مثال ساده و

 نمایش داده شده است. 3شکل کشش تک محوره مطابق 

 اي و میانی افقیشود، گسترش ترک در ورق تحت کشش حاوي ترک لبهمشاهده می 3همانگونه که در نتایج ارائه شده در شکل 

 اي غیر وسطاما در مدل سوم )سمت چپ( ترک لبهبصورت کاملاً افقی بوده که نشان دهنده غالب بودن مود اول )بازشدگی( شکست است. 

باشد که صورت ترکیبی از مود اول و دوم میچین تحت کشش مورد بررسی قرار گرفته است. نتایج نشان داده است که نحوه رشد ترک به

 دوم )برشی( است. بنابراین حرکت ترک بر یک مسیر منحنی و به سمت مرز هندسی نزدیک شکل گرفته است.غلبه بیشتر با مود 

 

 .ای )وسط و غیر وسط( و ترک میاني تحت کشش تک محورهسازی گسترش ترک لبه: شبیه 3شکل
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 ای با حضور مرز داخلي خطيگسترش ترک لبه -1-6

بصورت افقی و قایم در دامنه محاسباتی در نظر گرفته شده است. صفحه مورد نظر تحت در این مثال دو حالت مرز خطی داخلی 

باشد. مرزهاي داخلی خطی از طریق روش مجموعه تراز تولید و به صورت ضمنی بر فضاي حل اجزاي محدود تحمیل کشش تک محوره می

گیرد. ک شده و در نتیجه مسیر رشد ترک تحت تأثیر قرار میشده است. حضور مرز داخلی ناهمگن منجر به تغییر محتواي انرژي در نوک تر

آوردها نیز مشاهده شده است، تمایل ترک به در واقع مسیر رشد ترک بصورت ترکیبی از مود اول و دوم شکست شده است. اما آنچه در دست

. لازم به ذکر است که برخورد و ادامه مسیر سمت مرز ناهمگن داخلی افقی است که با نزدیک شدن به آن، مسیر ترک دچار انحراف شده است

نشان  4نتایج در شکل  هاي روش مجموعه تراز است که این قابلیت به خوبی در این مسایل نشان داده شده است.حرکت ترک جزو ویژگی

نحنی و به طرف مرز دامنه در رود که مسیر رشد ترک بصورت ماند، انتظار میاي غیر میانی بودهالبته چون هر دو ترک لبهداده شده است. 

 (. حال آنکه مسیر رشد ترک با مرز داخلی افقی کاملا خلاف انتظار است.3قسمت فوقانی باشد )مطابق شکل 

 ای با حضور حفره میانيگسترش ترک لبه -2-6

مثال که متشکل از دو  اي میانی با حضور یک حفره میانی پرداخته شده است. در اینسازي گسترش ترک لبهدر این مثال به شبیه

سازي شده و روند حرکت ترک اي در اندرکنش با حفره میانی در شرایط بارگذاري مرکب )برش و کشش( مدلبخش است، گسترش ترک لبه

ایجاد ها، مبادرت به منظور کنترل ترک در سازهمورد بررسی قرار گرفته است. این مثال برگرفته از مساله واقعی است که برخی مهندسان به

گردد که نه تنها ایجاد حفره با فاصله از ترک مانع حرکت ترک نشده سازي عددي اثبات مینمایند. در این شبیهها میحفره در مجاورت آن

 نشان داده  شده است. بارگذاري بر روي 5بلکه مسیر حرکت آن را در بارگذاري مرکب، پیچیده و غیر قابل انتظار نموده است. نتایج در شکل 

باشد. می Yو در حالت دوم کشش واحد و برش در جهت منفی بر وجه  Yورق در حالت اول شامل کشش واحد و برش در جهت مثبت بر وجه 

اي و دور زدن حفره میانی است. به عبارت دیگر حفره میانی با فاصله واضح است، حرکت ترک لبه 5آنچه که از نتایج ارائه شده در شکل 

ر تواند مانع حرکت ترک شده یا آن را به تله بیاندازد. از طرف دیگر نوع بارگذاري بر ورق در سازه به شدت نقش تعیین کننده دمفروض نمی

 تحمیل مسیر رشد ترک ایفا خواهد نمود.

 

 .ای )شکل راست( مرز داخلي افقي )شکل چپ( مرز داخلي قایمسازی گسترش ترک لبه: شبیه 4شکل
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 .ای در اندرکنش با حفره میاني در بارگذاری مرکب؛ )راست( کشش و برش مثبت، )چپ( کشش و برش منفيسازی رشد ترک لبه: شبیه 5شکل

 رش ترک میاني با حضور چندین حفره و مرز داخلي خطيگست -3-6

مورد  7حفره و یک مرز داخلی خطی افقی در ارتفاع معادل  6که شامل یک ترک میانی،  15×10اي به ابعاد در این مثال دامنه

بعلت شرایط مرزهاي  باشد. عدم تقارن در مسیر رشد ترکبررسی قرار داده شده است. نتیجه بدست آمده در حالت کشش تک محوره می

براي مسیر گسترش محاسبه شده حرکت ترک به سمت مرز داخلی خطی شدیدتر  6داخلی تحمیل شده بر مساله است. در سمت چپ شکل 

باشد. در واقع عدم تقارن در هندسه و در نتیجه محتواي انرژي متفاوت در هر دو نوک ترک، مسیر حرکت می 6از بخش سمت راست شکل

 وجود آورده است.ر دو جهت را بهترک مختلف د

 
 .7: مسیر رشد ترک میاني افقي با حضور حفرات داخلي و مرز داخلي خطي در ارتفاع معادل  6شکل

 گسترش ترک میاني مایل با حضور چندین حفره و اینلکوژن -4-6

بررسی قرار گرفته است. در این درجه نسبت به افق در کشش تک محوره مورد  45در این مثال گسترش یک ترک میانی با زاویه 

سازي تاثیر همزمان انواع مرزهاي داخلی از جمله شود. مدلاینکلوژن سخت بررسی می 5حفره و  5مساله اندرکنش بین ترک میانی، 

انرژي ورق هاي روش ارائه شده در این مقاله است. در واقع محاسبه مقادیر فاکتورهاي شدت تنش در مود مرکب بر اساس محتواي توانایی

سازي خودکار مسیر رشد ترک است. همچنین مطابق باشد، یک مزیت براي شبیههاي دیگر میدار که خود متأثر از انواع ناپیوستگیترک
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 7انتظار مسیر رشد ترک به طرف مرزهاي نرم منحرف شده و مرزهاي داخلی سخت باعث دور راندن مسیر ترک شده است. نتایج در شکل 

 ه است. نشان داده شد

 
 .: گسترش ترک میاني مایل در اندرکنش با حفره و مرز داخلي تحت کشش تک محوره 7شکل

سازي انواع ناپیوستگی، از جمله ترک و دنبال نمودن مسیر حرکت آن به کمک روش مجموعه تراز در این مثال بخوبی نشان مدل

 داده شده است. همچنین مسیر حرکت ترک میانی مایل تحت کشش به سمت مرزهاي ناهمگن داخلی موجود در مساله است. 

فره میانی در منحرف کردن مسیر رشد ترک مشابه یک اینکلوژن بسیار نرم عمل بایست اشاره شود که در واقع یک حاین نکته می

 نموده است.

 گیرینتیجه -7

بندي هاي مجموعه تراز و روش اجزاي محدود توسعه یافته در مساله گسترش ترک بررسی شد. بدون مشدر این مطالعه ترکیب روش

فیزیکی ایجاد گردید و تأثیر همزمان حضور انواع مرزهاي داخلی بر مسیر رشد ترک داخلی اضافی انواع مرزهاي ناهمگن داخلی در فضاي حل 

دست آوردن مسیرهاي رشد ترک پیچیده در مسایل با رویکرد عملی بود و نشان بررسی شد. یک ویژگی منحصر به فرد در مطالعه حاضر به

شود. مشاهده مت مرز، نزدیک و در مقابل از مرز سخت دور میطور کلی مسیر رشد ترک در حضور مرزهاي داخلی نرم به سداده شد که به

شود. در حالتی گردید که مسیر رشد ترک در شرایط حفره داخلی همانند مرز بسیار نرم عمل کرده و منجر به جذب ترک به سمت خود می

مسیر منحنی طی شد، به نحوي که منتهی  شد، خروج ترک از مسیر مود مرکب رخ داده و یککه بارگذاري به صورت مرکب در نظر گرفته می

به دور زدن حفره میانی گردید. مشاهده گردید که حضور مرز خطی داخلی تأثیر بسیار زیادي در تعیین مسیر رشد دارد و نهایتاً حرکت مسیر 

رز ناهمگن داخلی و تداوم ترک به طرف مرز خطی است. نتایج نشان داد که ضمن کاربرد روش مجموعه تراز امکان برخورد مسیر ترک با م

پذیر بودن این روش در تعیین دست آمد که مؤیدّ اطمینانرشد ترک وجود دارد. مسیر رشد ترک با استفاده از معیار حداکثر تنش مماسی به

ت منجر به کاهش حجم محاسبا Mمسیر گسترش ترک است. محاسبه مقادیر فاکتورهاي شدت تنش در مود مرکب با کمک روش انتگرال 

پذیري و نوشته شد که به کمک آن با انعطاف MATLABدر هر مرحله از رشد ترک شد. در نهایت یک برنامه کامپیوتري در محیط نرم افزار 

 سازي نمود. توان شبیهقدرت بالا، انواع حالات مختلف در رشد ترک را می
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