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Ther are various methods for analyzing various types of structures, among 

which the finite element method can be mentioned as one of the most widely 

used numerical methods in civil engineering. This research deals with the 

analysis of beams with various boundary conditions on an elastic Winkler 

foundation. For this purpose, three new bending elements are proposed by the 

authors for the first time. These elements, unlike the conventional element 

with two-node and four degrees of freedom that is common in the analysis of 

these structures, all have six degrees of freedom and have two, three, and four 

nodes, respectively. After introducing the governing boundary value problem, 

all three proposed elements are formulated, and their interpolating functions 

and stiffness matrices will be calculated. A valuable feature of these three 

elements is the lack of need for meshing and, as a result, the use of the 

assembly technique to find the total stiffness matrix. Considering the power of 

the proposed elements, the problem will be solved by using only one element. 

Three numerical examples are examined to study the efficiency of these 

elements and the deflection, slope, bending moment and shear force values of 

beams at specific points are compared using the conventional element, the 

three proposed elements and the exact solution. The results indicate that all 

three proposed elements have excellent accuracy in calculating deflection, but 

the first proposed element shows better accuracy in calculating internal 

forces. Therefore, the use of these components will significantly reduce the 

computational cost in structural analysis.  
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 تیر بر بستر کشسان به روش اجزاء محدود با کمک جزءهای بهبود یافته  واکاوی

 

 ،  *2سیدمجتبی هژبرالساداتی،  1زهره سرچاهی

 کارشناس ارشد، دانشکده مهندسی ، موسسه آموزش عالی توس، مشهد، ایران  -1

 ، موسسه آموزش عالی توس، مشهد، ایران دانشکده مهندسی ،استادیار -2

 
 چکیده 

های عددی  ها، روش اجزاء محدود یکی از پرکاربردترین روشدر میان این روشکه دارد ها وجود های گوناگونی برای تحلیل انواع سازهروش
منظور، سه    پردازد. برای اینمی  وینکلر  این پژوهش به تحلیل تیرهای با شرایط مرزی گوناگون بر بستر کشسان  .در مهندسی عمران است 

، برخلاف جزء دو گرهی با چهار درجه آزادی که در  شود. این جزءهامیستین بار توسط نویسندگان پیشنهاد  جزء خمشی جدید برای نخ 
برای تحلیل مسأله، از    .باشندهمه دارای شش درجه آزادی بوده و به ترتیب دو، سه و چهار گرهی می   ها رایج است،سازه  نوع  تحلیل این

سازی  از معرفی مسأله مقدار مرزی حاکم، هر سه جزء پیشنهادی رابطهپس   شود.تئوری اویلر ـ برنولی برای الگوسازی رفتار تیر استفاده می
بندی و در نتیجه  این سه جزء، عدم نیاز به شبکه  های یکی از ویژگی  محاسبه خواهند شد. های سختی آنها  شده، توابع درونیاب و ماتریس

با توجه به قدرت جزءهای پیشنهادی، مسأله تنها با بکارگیری یک  باشد.  برای یافتن ماتریس سختی کل می  دنراستفاده از تکنیک سوار ک 
گردد و مقادیر خیز، شیب، لنگر و برش تیرها در نقاط  سه مثال عددی جهت مطالعه کارایی این جزءها بررسی می  جزء حل خواهد شد.

می مقایسه  دقیق  پاسخ  و  پیشنهادی  جزء  سه  معمولی،  جزء  از  استفاده  با  جزء  خاص  سه  هر  عالی  بسیار  دقت  از  حاکی  نتایج  شوند. 
فاده از  بنابراین، است دهد. ه اما جزء پیشنهادی اول در محاسبه نیروهای داخلی دقت بهتری از خود نشان میبوددر محاسبه خیز  پیشنهادی 

 این اجزاء سبب کاهش چشمگیر هزینه محاسباتی در تحلیل سازه خواهد شد. 
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 مقدمه  -1

ای و بر کسی پوشیده نیست. بنا به شرایط متفاوت فیزیکی، سازهمهندسی عمران  فراوان و اهمیت تیرهای خمشی در    هایکاربرد

تحلیل   در برخی موارد،باشد. ها میهای متنوعی مورد استفاده قرار گیرند که مستلزم تحلیل صحیح آنگاهاست تیرها با تکیه لازم اری، ذبارگ

ها،  ها و بزرگراهی راهآهن، روساز های راهریل  واهد بود.خ تن بستری که زیر آن قرار دارد تقریبی بوده و پاسخ دارای خطا تیر بدون در نظرگرف

جنس بستر موارد یاد شده خاک است  جایی که  . از آنهای بر بستر کشسان جای دادتوان در دسته سازهو مانند اینها را می   هاپی ساختمان

خاک   است،محیطو  پیچیده  رفتار  با  ناهمسان  و  ناهمگن  غیرخطی،  مهندسین  لذا    ی  و  و  پژوهشگران  دنبال  تژئوسازه  به  همواره  کنیک، 

مدل از  مدلاستفاده  برای  دقیق  عین حال  در  و  ساده  هستند.  هایی  رفتار خاک  از رایجسازی  روشیکی  مدلترین  از  های  استفاده  سازی، 

گیرد. افزون بر این، تغییر مکان  ر می ای از فنرهای مجزا و بدون تاثیر برهم در نظ است که خاک را مجموعه  1تئوری فنرهای کشسان وینکلر 

در فشار و هم در های مستقل بیانگر سختی بستر هستند که هم  فنر  ،است. در این تئوری  متناسب با بار اعمال شده فرض شده  نقطه اثر بار

شود. با این حال به  بخشی میتیر بر بستر کشسان، منجر به نتایج رضایت  رغم سادگی آن، برای تغییر شکلاین تئوری علی  .کنند کشش عمل می

 بخش نبوده است.های سطحی، چندان رضایتاریبارگذعلت ناپیوستگی میدان تغییرمکان، نتایج آن برای 

با توجه به اهمیت و کاربرد فراوان آن، صورت گرفته است  ه منظور تحلیل های زیادی بپژوهش ذاکری و    . تیر بر بستر کشسان، 

  ف حذ  با ستمن و-ی سا لمد کمک  با اورس ترو  یلر  ده مروزن  گرفتن   نظردر  برای تحلیل و طراحی خطوط ریلی، با  1391همکاران در سال  

  به   هاآن  یاضیر  تغییرشکل تیر، حل  نسیل ایفرد  تلادمعا  تشکیل  و  سازی. پس از رابطه[1]   پرداختند  ینکلرو  لمد  حصلاا   به  کششی  یفنرها 

  ر با و    یلر  فیلوپر  عنوو    بستر  سختی  آنالیز حساسیت  ،بعد  ونبد  یهادارنمو  اجستخرا  اـب  دـششلاـت  ینـت گرفت. همچنرو  ـص  بسته  شکل

نقلیهو  خچر   حالت در    یلر   خیز   دار نمو  سمو ر  تلادمعا  حل   با  افزون بر این،  . دگیر  رتو ـص  طـخ  دگیـدشـبلن  ل طو  مقابل در    یلیر   سائط 

  ر فشا در   هم و  کششدر   هم  فنرها که  حالتی به  نسبت  یلیر  خط بلندشدگی ناحیه  لطو شدکه  هبرای یک نمونه موردی، مشاهد ه شد حصلاا

. در  باشد  می  بیشتر  هشد   حصلاا   حالتدر    خط  ه شد  بلند  ع تفاار  یعنی  منفی  خیز   ار مقد  همچنین.  دهد بواخو  ینکلر( بیشترومیکنند )  رکا

دیگر، نوائیروشن  پژوهشی  و  مستطیلیبخش  تیر  آزاد  ارتعاش  دقیق  به حل  کشسان  نیا،  بستر  بر  همسانگرد،  و  تحتانی    همگن  در صفحه 

بر اساس  . برای مدل[ 2]   پرداختند را انتخاب کردند. معادلات را  سازی اندرکنش تیر با بستر در سطح تماس، مدل دو پارامتری پاسترناک 

به کار رفته در  تئوری دو بعدی ارتجاعی، فرمول به روش جداسازی متغیرها و اعمال دقیق شرایط مرزی حل نمودند. روش  بندی کرده و 

به طوری که    در انتخاب ضخامت تیر بوده است؛  پژوهش آنها، بدون فرضیات ساده کننده متداول در تحلیل تیرها و بدون ایجاد محدودیت،

ها حاکی از آن است که با افزایش ضرایب بستر، بسامد طبیعی تیر  باشد. یافتهبرای نسبت های مختلف ضخامت به طول تیر، دارای اعتبار می

 یابد. نیز افزایش می

[.  3دادند ]   با استفاده از روش اجزاء محدود مورد مطالعه قرار  را  کیبر بستر الاست  تیموشنکو  ریارتعاشات آزاد تکارکن و کارکن  

  ی دوران ی درجه آزاد ک دارای یالمان  ن ی هر گره در ا کرده کهاستفاده  ر یسازی ت مدل یبرا   موشنکویت یالمان دو گره ک یاز  این پژوهشگران 

کمینه ساختن آن  و    ر ی کل ت  یبا استفاده از انرژ   صریح به طور    ری و دوران ت  ییجابجا   ی برا  درونیاب . توابع  بود  یانتقال  ی درجه آزاد  ک یو  

سازی  آن مدل  یبر رو   یبرش  هیلا  کی   و  نکلریو  یاز فنرها  یاهیلادو پارامتری شامل  خاک به صورت  بدست آمدند.    یبه کرنش برش  نسبت

بعد   تی . در نهاگردیدند  یها معرفجرم آن یها سیماتر زیو شالوده، و ن  ریت  یسخت یها سی، ماتر ابیسپس، با استفاده از توابع درون شده بود. 

  ک ی بر  متکی    تی نها  یب  تیر  کیپاسخ  و همکاران    ژانگ.  داده شدنشان  ی،شنهادیبالا و دقت المان پ  یی، کارا عددی  شی آزما  ن یاز انجام چند

بررسی کردند ]  کیالاست  بستر مدل غیرکششی  و  وینکلر  مدل  اصلاح  با  را  پژوهشگران ی4خطی  این  الاست  ک[.  که  ی  خط  کیمدل بستر 

الاست  یرفتارها بستر  کشش  ک یمختلف  مناطق  در  فشار  یرا  مدول    ی و  دو  توص  بستربا  پکندیم  ف یمختلف  ی  شنهادی،  و  روش    کداده 

که   شدارائه  کیالاست بستر کی سازی مدل یبرا   تریروش کل  کی، یخط کیالاست بستر مدل  کمکبا   نمودند. سازیرابطه را ساده یمحاسبات

تیر تحت حرکت  تواندیم بالا  قطارهای  پاسخ  ارائهرا    با سرعت  دقت  دیگر،    کند.  با  و  در پژوهشی  تحلیل خمش، کمانش  به  ساهو  و  بابار 

 
1   Winkler   
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سازی مسأله به کمک اصل همیلتون صورت پذیرفت و  [. رابطه5ارتعاش آزاد تیرهای مسلح شده با نانوکربن بر بستر پاسترناک پرداختند ] 

با در  از روش اجزاء محدود برای تحلیل تیر بر بستر کشسان  پرویاتی و همکاران پاسخ مسأله با استفاده از روش ناویر در دسترس قرار گرفت. 

بر پایه جزء خمشی دو گرهی چهار درجه آزادی صورت    این پژوهش بکار رفته در  سازی. رابطه [ 6] استفاده نمودند نظر گرفتن مسأله تماس 

حالت در  تیر  ماتریس سختی  و  بود.  پذیرفت  پیشنهادی  دقت شیوه  دهنده  مثال عددی نشان  آمد. چند  پژوهشی  های گوناگون بدست  در 

برای واکاوی ارتعاش آزاد و کمانش تیرهای مدفون در بسترهای وینکلر و پاسترناک بهره جستند   دیگر، چن و همکاران از نگره لوینسون 

پس از استخراج معادله دیفرانسیل حاکم، روش ماتریس سختی دینامیکی برای حل مسأله بکار رفت و معادله مشخصه تیر بدست آمد. .  [ 7]

گرفتند.  دسترس قرار  در  سازه  ویژه  مقادیر  و  گردید  ویلیامز حل  ـ  ویتریک  الگوریتم  به کمک  معادله  و    این  پیندا  بود، لامپری  آگاه  باید 

های متفاوتی که برای مسأله تیر بر  حلهای گوناگون و راههای موجود درباره نگرههمکاران در یک مطالعه مروری جامع، به بررسی پژوهش

راه مهندسی  در  میبستر کشسان  بکار  کشسان  .[8]روند، پرداختند  آهن  بستر  بر  تیرها  تحلیل  به  هم  دیگری  است، پژوهش  توجه  شایان 

 [. 13ـ9توانند به آنها مراجعه نمایند ] اند که علاقمندان میپرداخته

مسألهای مواقع به علت پیچیدگیاما در پاره  ،برای تحلیل تیرها وجود دارد  نیز  متعددیهای  روش امکان تحلیل دقیق   ،های زیاد 

ء محدود  روش عددی اجزا ناپذیر است. امری اجتناب ،مانند روش اجزاء محدود ،دقیقهای عددی و غیراستفاده از روش رد. از این رووجود ندا

تحلیل به جزءهای  سازه  تقسیم  وبا  اصل سوار کردن، پاسخ  شدنی  از  را  استفاده  مسأله  ماتریسی  های  دستگاه  قرار  با حل یک  دسترس  در 

تر بسیار  دهد. ذکر این نکته ضروری است که در نظر گرفتن المان مناسب در کاهش میزان خطا و افزایش دقت و رسیدن به پاسخ دقیقمی

است.  اهمیت  آنست   حائز  بر  هدف  مقاله  این  در  گره  لذا  تعداد  با  جدید  المان  چند  معرفی  با  به  که  نسبت  متفاوت  آزادی  درجات  و  ها 

این امر سبب حذف مرحله سوار کردن شده و باعث   .جویی از یک جزء حل شود تنها با بهرههای گذشته، مسأله تیر بر بستر کشسان پژوهش

جزء پیشنهادی دارای شش درجه آزادی بوده و    هشایان توجه است، هر س  کاهش هزینه محاسباتی و افزایش دقت پاسخ مسأله خواهد شد.

ها با نتایج موجود مقایسه شده و  های پیشنهادی، یافتهآزمایی پاسخمنظور راستیبه    های برآمده از آنها اقدام نمود.توان به مقایسه پاسخمی

   گزارش خواهد شد.

 تعریف مسأله -2

شود.  پرداخته مینشان داده شده است،    1که در شکل  در این بخش، به معرفی مسأله مقدار مرزی حاکم بر تیر بر بستر کشسان  

 : توان به قرار زیر نوشتباشد، را میمورد مطالعه که یک معادله ناهمگن مرتبه چهار میمعادله دیفرانسیل 

(1)      ''''EIu Ku q+ = 

باشند.  به ترتیب تابع خیز، تابع بار اعمالی، صلبیت خمشی و ضریب بستر )مدول عکس العمل بستر( می  Kو    u  ،q  ،EI  ،که در آن

( مکان  متغیر  به  نسبت  مشتق  پرایم  علامت  هر  میxدر ضمن،  نشان  را  میدهد.  (  را  بستر  ضریب  است،  توجه  شیوهشایان  از  های  توان 

بارگذمانند  گوناگونی   آزمایش  تحکیم،  کالیفرنیاآزمایش  باربری  ظرفیت  آزمایش  محوری،  سه  آزمایش  صفحه،  و    اری  تئوری  روابط  نیز  و 

 بدست آورد. به عنوان نمونه، ترزاقی روابط زیر را برای تعیین ضریب بستر پیشنهاد داده است:  تجربی ارائه شده توسط پژوهشگران

:  ایهای غیرچسبنده و دانهبرای خاک
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= 

 های چسبنده:  برای خاک
 

p

p

B
K K

B
= 

اری  ذبستر حاصل از آزمایش بارگ  ضریب  𝐾𝑝  اری صفحه،ذعرض صفحه مربوط به آزمایش بارگ  𝐵𝑝عرض بستر،    Bدر این روابط،  

 . است  بستر کشسان العملهمان ضریب عکس K صفحه و
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 .: سازه مورد مطالعه 1شکل

 باشند: به قرار زیر می Lشرایط مرزی مورد بررسی در این پژوهش برای تیر به طول 

 : گاه مفصلی()صفر بودن خیز و لنگر در تکیه  تیر دو سر مفصل

(2)     (0) (0) ( ) ( ) 0u u u L u L = = = = 

 : گاه مفصلی( گاه گیردار و صفر بودن خیز و لنگر در تکیه)صفر بودن خیز و شیب در تکیه تیر یک سر گیردار ـ یک سر مفصل 

(3)     (0) (0) ( ) ( ) 0u u u L u L = = = = 

 گاه گیردار و صفر بودن لنگر و برش در سر آزاد(: )صفر بودن خیز و شیب در تکیه  تیر کنسول

(4)     (0) (0) ( ) ( ) 0u u u L u L  = = = = 

 شود. اجزاء محدود حل میکار راهبه کمک های مرزی آن به همراه شرط  (1) معادله در ادامه،

 

 سازی مسأله رابطه  -3

گیری از آن  و انتگرال (1)  در طرفین معادله w  با ضرب تابع وزنابتدا شکل ضعیف مسأله برای حل مسأله به روش اجزاء محدود، 

 :آیدبدست میبه شرح ذیل 

(5)     ( )''''

0 0

L L

w Elu Ku dx wqdx+ =  

)توابع شکل(   درونیاب  توابع  با  برابر  وزن  تابع  این شیوه،  در  است.  استفاده شده  محدود گالرکین  اجزاء  روش  از  پژوهش  این  در 

به قرار  شکل ضعیف مسأله    ،جزءبهگیری جزءنتگرالکنیک ا با استفاده از تشود.  شوند که سبب متقارن شدن ماتریس سختی میاختیار می

 آید: میزیر بدست 

(6)     ''' '

0 0 0

L L L

EIwu EIw u EI w u dx K wu dx wq dx − + + =       

]یاب  به کمک بردار توابع درون ]N های  توان برابری، می( )   u x N d=   و( )   xw WN=  ( جایگزین کرد.  6را در معادله )

]در این روابط،   ]d   و[ ]W  های  به ترتیب مقادیر گرهی تابعu    وw   شایان توجه است، به منظور رعایت اصول ریاضیات و ضرب  باشند.  می

 حاصل به قرار زیر خواهد بود: استفاده خواهد شد.  Twاز تابع   wها، به جای تابع  ماتریس
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(7) 
0 0 0

[ ] [[ ] [ ] ] [ ] [ ] [ ][ ] [ ] [ ] [ ][ ] [ ] [ ]T T T T T
L

T T T
L

T
L

W N V N M EI W N N d dx K W N N d dx W N qdx  − + + =  
]پس از حذف عبارت   ]TW توان نوشت: سازی میاز طرفین تساوی و ساده 

(8)   ( ) ( )
0 0

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
L L

T T T T TEI N N K N N d dx N qdx N V N M  + = − −  

 یا

(9 )           K D P Q= − 

 که در آن:  

(10 )   

       

   

     

0

0

[ ] (   )

   –    

L T T

L T

T T

K EI N N K N N dx

P N qdx

Q N V N M

= +

=





=

 

 




 

مقدار برش    Vافزون بر این،    باشد.ماتریس سختی می  [𝐾]بوده و    بردارهای بار مرزی و خارجی  [𝑃]  و  [𝑄]عادلات کنونی،  در م

ها و بردارهای فوق، برای یک جزء بوده و  سازد، ماتریسیاب هستند. خاطر نشان میبردار توابع درون  [N]مقدار لنگر در مرزها و    M  مرزی، 

روند. آن گونه که پیش از این بیان  ( بکار می9ها به کمک عملیات سوار کردن در رابطه ) در صورت استفاده از بیش از یک جزء، این ماتریس

 شد، در این پژوهش مسأله تنها به کمک یک جزء حل خواهد شد و نیازی به عملیات پیچیده سوار کردن نخواهد بود. 

 
 .: المان معمولی دو گرهی با چهار درجه آزادی 2شکل

شود.  ( برای تحلیل سازه استفاده می2در محاسبات رایج روش اجزاء محدود، از جزء دو گرهی با چهار درجه آزادی مطابق شکل ) 

 به قرار زیرند:  Lدرجات آزادی این جزء به طول 

(11 )   ( ) ( ) ( ) ( )31 2 40 , ' 0 , , 'L LD u D u D u D u= = = = 

به   uتوان از یک تابع درجه سه کامل با چهار ثابت مجهول برای تابع  با توجه به اینکه این جزء دارای چهار درجه آزادی است، می

 قرار زیر استفاده نمود: 

(12 )      2 3 2 3

1 2 3 4 1 2 3 41      ( )
T

u x x x x x x f x         = + + + = =  

شود. این کار منجر به دستگاه ماتریسی  ( اعمال می12در برابری )  u( را بر تابع  11در ادامه، چهار شرط مرزی موجود در رابطه )

   زیر خواهد شد:

(13 )    

1 1

2 2

2 3
3 3

2
4 4

1 0 0 0

0 1 0 0
[ ][ ] [ ]

1

0 1 2  3 

D

D
G d

DL L L

DL L










    
     
     = → =
    
     
      
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]بنابراین بردار ضرایب   ] 1توان از عبارت  را می[ ] [ ] [ ]G d  توان نوشت: ( می12یافت. با جایگزینی آن در معادله ) =−

(41 )             
1

( ) ( )u dGf x f x d N
−

= = = 

]1که در آن   ] [ ( )][ ]N f x G ]باشد. پس از معکوس کردن ماتریس  بردار توابع شکل یا توابع درونیاب می  =− ]G    و انجام ضرب

 یاب این جزء به شکل زیر قابل نوشتن هستند: توابع درونماتریسی، 

(15 )     

2 3

1 2 3

2 3

2 2

2 3

3 2 3

2 3

4 2

3 2
1

2

3 2

x x
N

L L

x
N x

L L

x

x x
N

L L

N
L

x

L

x

= − +

= − +

= −

= − +

 

به قرار زیر بدست  (  10با استفاده از معادله )را برای این المان    توان ماتریس سختی، مییابحال با در دست داشتن توابع درون

 آورد: 

(16 ) [𝐾] =

[
 
 
 
 
 
 
 
 
12 𝐸𝐼

𝐿3
+ 0.37142 𝐾𝐿     

6 𝐸𝐼

𝐿2
+ 0.052381 𝐾𝐿2    −

12 𝐸𝐼

𝐿3
+ 0.12857 𝐾𝐿    

6 𝐸𝐼

𝐿2
− 0.030952 𝐾𝐿2    

6 𝐸𝐼

𝐿2
+ 0.05238 𝐾𝐿2       

4 𝐸𝐼

𝐿
+ 0.009523 𝐾𝐿3     −

6 𝐸𝐼

𝐿2
+ 0.03095 𝐾𝐿2      

2 𝐸𝐼

𝐿
− 0.00714 𝐾𝐿2

−
12 𝐸𝐼

𝐿3
+ 0.12857 𝐾𝐿    −

6 𝐸𝐼

𝐿2
+ 0.03095 𝐾𝐿2    

12 𝐸𝐼

𝐿3
+ 0.37142 𝐾𝐿  − 

6 𝐸𝐼

𝐿2
− 0.05238 𝐾𝐿2

6 𝐸𝐼

𝐿2
− 0.030952 𝐾𝐿 2      

2 𝐸𝐼

𝐿
− 0.00714𝐾𝐿3       −

6 𝐸𝐼

𝐿2
− 0.05238 𝐾𝐿2       

4 𝐸𝐼

𝐿
+ 009523 𝐾𝐿3

]
 
 
 
 
 
 
 
 

 

(17 ) 

 گیرد: ( به صورت زیر در دسترس قرار می10افزون بر این، بردار بار خارجی برای بار گسترده یکنواخت از رابطه آن در معادله ) 

   

2 3

2 3

2 3 2

2

2 30 0

2 3

22 3

2

3 2
1

2

2

12

3 2

2

12

L LT

x x qL

L L

x qL
x

L L
P N qdx q dx

qLx x

q

x

x

L

L L

x

L

L

   
− + −   

   
   

− + −   
 = = =  
   −−   
   
   − +     

  

اجزاء  و نیاز  دارد  در محاسبه نیروهای داخلی    چشمگیری خطای    این جزءسازد،  میخاطر نشان   تیر به  بندی شود تا به پاسخ  ی تقسیم زیاد است تا 

 . شوندمعرفی میبندی در بخش بعد، سه المان پیشنهادی با درجات آزادی بیشتر برای بهبود دقت و کاهش نیاز به مشمطلوب دست یافت.  
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 جزءهای پیشنهادی -4

تر برای حل واکاوی تیر بر بستر  که در بخش گذشته بررسی شد، در ادامه، سه جزء پیشرفته  معمولی  به منظور بهبود رفتار جزء

 فی خواهد شد.  معر کشسان

 جزء پیشنهادی یکم  4-1

باشد که در نهایت  می  درجه آزادی شامل خیز، شیب و انحنا  3دو گره در ابتدا و انتهای خود داشته و در هر گره دارای    این جزء

بود. این جزء در شکل  درجه آزادی    6المانی با   نمایش در آمده است.   3در دسترس خواهد  به  همان گونه که ملاحظه می  به  شود، انجنا 

تواند سبب افزایش  عنوان یک درجه آزادی جدید به هر گره این جزء اضافه شده است. با توجه به رابطه مستقیم انحنا و لنگر، این کار می

 چشمگیر دقت حل در محاسبه لنگر و برش شود. 

 

 .: المان پیشنهادی یکم 3شکل

 باشد: زیر می درجات آزادی این جزء به قرار

(18 ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )41 53 620 , ' 0 , '' 0 , , ' , ''L L LD u D u D u D u D u D u= = = = = = 

 مربوطه به شکل زیر هستند:  یابتوابع درون

(91 )    

3 4 5

1 3 4 5

3 4 5

2 2 3 4

2 3 4 5

3 2 3

3 4 5

4 3 4 5

3 4 5

5 2 3 4

3 4 5

6 2 3

10 15 6
1

6 8 3

3 3

2 2  2 2

10 15 6

4 7 3

2  2

x x

x x x
N

L L L

x x x
N x

L L L

x x
N

L L L

x x x
N

L L L

x x x

L

x x x

N
L L L

N
L L

= − + −

= − + −

= − + −

= − +

= − + −

= − +

 

 د: نآیدست میبه شرح زیر باستفاده از توابع فوق بردار بار خارجی جزء تحت بار گسترده یکنواخت با ماتریس سختی و  بنابراین،
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(20 ) 
[𝐾] =

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

17.14285 EI

𝐿3
+ 0.39177 𝐾𝐿

8.57142 EI

𝐿2
+ 0.067316 𝐾𝐿2

0.42857 EI

𝐿
+ 0.00506 𝐾𝐿3 −

17.14285 EI

𝐿3
+ 0.10822 𝐾𝐿

8.57142 EI

𝐿2
− 0.03268 𝐾𝐿2 −

0.42857 EI

𝐿
+ 0.00326 𝐾𝐿3

8.57142 EI

𝐿2
+ 0.06731 𝐾𝐿2

5.48571 EI

𝐿
+ 0.01500 𝐾𝐿3 0.31428 EI + 0.00124 𝐾𝐿4 −

8.57142 EI

𝐿2
+ 0.03268 𝐾𝐿2

3.08571 EI

𝐿
− 0.00959 𝐾𝐿3 −0.11428 EI + 0.00093 𝐾𝐿4

0.42857 EI

𝐿
+ 0.00506 𝐾𝐿3 0.31428 EI + 0.00124 𝐾𝐿4 0.08571 EI𝐿 + 0.00010 𝐾𝐿5 −

0.42857 EI

𝐿
+ 0.00326 𝐾𝐿3 0.11428 EI − 0.00093 𝐾𝐿4 0.01428 EI𝐿 + 0.00009 𝐾𝐿5

−
17.14285 EI

𝐿3
+ 0.10822 𝐾𝐿 −

8.57142 EI

𝐿2
+ 0.03268 𝐾𝐿2 −

0.42857 EI

𝐿
+ 0.00326 𝐾𝐿3

17.14285 EI

𝐿3
+ 0.39177 𝐾𝐿 −

8.57142 EI

𝐿2
− 0.06731 𝐾𝐿2

0.42857 EI

𝐿
+ 0.00506 𝐾𝐿3

8.57142 EI

𝐿2
− 0.03268 𝐾𝐿2

3.08571 EI

𝐿
− 0.00959 𝐾𝐿3 0.11428 EI − 0.00093 𝐾𝐿4 −

8.57142 EI

𝐿2
− 0.06731 𝐾𝐿2

5.48571 EI

𝐿
+ 0.01500 𝐾𝐿3 −0.31428 EI − 0.00124 𝐾𝐿4

−
0.42857 4 EI

𝐿
+ 0.00326 𝐾𝐿3 −0.11428 EI + 0.00093 38𝐾𝐿4 0.01428 EI𝐿 + 0.00009 𝐾𝐿5

0.42857 EI

𝐿
+ 0.00506 𝐾𝐿3 −0.31428 EI − 0.001244 𝐾𝐿4 0.08571 EI𝐿 + 0.00010 𝐾𝐿5

]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

(21 )  

2

3

2

3

2

10

120

2

10

120

qL

qL

qL

P
qL

qL

qL

 
− 

 
 
− 
 
 
− 

=  
 −
 
 
 
 
 
 − 
 

 

 جزء پیشنهادی دوم  4-2

پیشنهاد شده به طوری که در هر گره شامل دو درجه   4درجه آزادی مطابق شکل    6گره در ابتدا، انتها و وسط و    3این جزء با  

می و شیب  و پاسخ  .باشدآزادی خیز  تیر خواهد شد  طول  در  توزیع خمش  بهبود  میانی سبب  دقیت  افزودن گره  این جزء  از  برآمده  های 

 د: ونشتعریف می زیر درجات آزادی جزء به قرار بیشتری از جزء معمولی خواهد داشت.

 
 .: المان پیشنهادی دوم 4شکل

(22 )  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 5 640 , ' 0 , / 2 , ' / 2 , , ' LD u D u D u L D uLu L D u D= = = = = = 

 به صورت زیر خواهند بود: این جزء  یاب توابع درون
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(23 )   

2 3 4 5

1 2 3 4 5

2 3 4 5

2 2 3 4

2 3 4

3 2 3 4

2 3 4 5

4 2 3 4

2 3 4 5

5 2 3 4 5

2 3 4 5

6 2 3 4

23 66 68 24
1

6 13 12 4

16 32 16

8 32 40 16

7 34 52 24

5 8 4

x x x x
N

L L L L

x x x x
N x

L L L L

x x x
N

L L L

x x x x
N

L L L L

x x x x
N

L L L L

x x x
N

x

L L L L

=

+

= − + − +

= − + − +

= −

− + − +

= − + −

= − + − +

 

یر در  ز  کنونی به شرحیاب  از توابع درونو بار خارجی جزء تحت بار گسترده یکنواخت با استفاده های سختی بدین ترتیب ماتریس

 : گیرند دسترس قرار می

(24 ) 

[𝐾] =

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
145.48571 EI

𝐿3 + 0.15093 𝐾𝐿
32.51428 EI

𝐿2 + 0.00822 𝐾𝐿2 −
102.400000 EI

𝐿3 + 0.06349 𝐾𝐿
54.85714 EI

𝐿2 − 0.01154 𝐾𝐿2 −
43.08571 EI

𝐿3 + 0.018903 𝐾𝐿
6.91428 EI

𝐿2 − 0.00209 𝐾𝐿2

32.51428 EI

𝐿2 + 0.00822 𝐾𝐿2
9.48571 EI

𝐿
+ 0.00057 𝐾𝐿3 −

25.60000 EI

𝐿2 + 0.00634 𝐾𝐿2
9.14285 EI

𝐿
− 0.00086 𝐾𝐿3 −

6.91428 EI

𝐿2 + 0.00209 𝐾𝐿2
1.08571 EI

𝐿
− 0.00021 𝐾𝐿3

−
102.40000 EI

𝐿3
+ 0.0634 𝐾𝐿 −

25.60000 EI

𝐿2
+ 0.00634 𝐾𝐿2

204.80000 EI

𝐿3
+ 0.40634 𝐾𝐿 0 −

102.39999 EI

𝐿3
+ 0.06349 𝐾𝐿

25.59999 EI

𝐿2
− 0.006349 𝐾𝐿2

54.85714 EI

𝐿2
− 0.01154 𝐾𝐿2

9.14285 EI

𝐿
− 0.00086 𝐾𝐿3 0

36.57142 EI

𝐿
+ 0.00923 𝐾𝐿3 −

54.85714 EI

𝐿2
+ 0.01154 𝐾𝐿2

9.14285 EI

𝐿
− 0.00086 𝐾𝐿3

−
43.08571 EI

𝐿3 + 0.01890 𝐾𝐿 −
6.91428 EI

𝐿2 + 0.00209 𝐾𝐿2 −
102.39999 EI

𝐿3 + 0.06349 𝐾𝐿 −
54.85714 EI

𝐿2 + 0.01154 𝐾𝐿2
145.48571 EI

𝐿3 + 0.15093 𝐾𝐿 −
32.51428 EI

𝐿2 − 0.00822 𝐾𝐿2

6.9142 EI

𝐿2
− 0.00209 𝐾𝐿2

1.08571 EI

𝐿
− 0.00021 𝐾𝐿3

25.59999 EI

𝐿2
− 0.00634 𝐾𝐿2

9.14285 EI

𝐿
− 0.00086 𝐾𝐿3 −

32.51428 EI

𝐿2
− 0.00822 𝐾𝐿2

9.48571 EI

𝐿
+ 0.00057 𝐾𝐿3

]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

 

(25 )  

2

3

2

3

2

10

120

2

10

120

qL

qL

qL

P
qL

qL

qL

 
− 

 
 
− 
 
 
− 

=  
 −
 
 
 
 
 
 − 
 

 

 جزء پیشنهادی سوم 4-3
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موقعیت    باشد.از ابتدای المان می  گره است که دو گره در ابتدا و انتها و دو گره در فاصله یک سوم و دوسوم  4این جزء دارای  

بهبود تابع خیز تیر می  نمایش داده شده است.  5در شکل  این جزء  ها و درجات آزادی  گره شود. شایان توجه  افزودن دو گره میانی سبب 

 است، مشابه این جزء پیش از این برای تحلیل تیرهای نانو بکار رفته است. 

 

 .: جزء پیشنهادی سوم 5شکل

 قابل مشاهده است:   درجات آزادی این جزء در رابطه بعدی

(26 )  ( ) ( ) ( ) ( )51 4 62 3

2
0 , ' 0 , , , , '

3 3
L

L L
D u Lu D D u D u D u D u

   
= = = = = =   

   
 

 د: شونجزء پیشنهادی سوم به صورت زیر معرفی مییاب توابع دروندر ادامه، 

(27 )   

2 3 4 5

1 2 3 4 5

2 3 4 5

2 2 3 4

2 3 4 5

3 2 3 4 5

2 3 4

4 2 3 4

2 3 4 5

5 2 3 4 5

2 3 4 5

6 2 3

111 323 333 117
1

4 4 4 4

13 29 27 9

2  2 2 2

81 567 162 243

2 4 4

81 405 567

4 4 4

15 161 63 117

2 4 4

11 9 9

2

x x x x
N

L L L L

x x x x
N x

L L L L

x x x x
N

L L L L

x x x
N

L L L

x x x x
N

L L L L

x x x
N

L L

x

L

= − + − +

= − + − +

= − + −

= − + −

= − + −

= − + − +
42L

 

مطابق   تحت بار گسترده یکنواخت  این جزء  یاب، ماتریس سختی و بردار بارپس از انجام محاسبات لازم و با استفاده از توابع درون

 گیرند: زیر دردسترس قرار می

(28 ) 

[𝐾] =

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

216.23571  EI

𝐿3
+ 0.13465  𝐾𝐿

43.02857  EI

𝐿2
+ 0.00668  𝐾 𝐿2 −

335 .86071 EI

𝐿3
+ 0.03835 𝐾𝐿

171 .83571 EI

𝐿3 − 0.02629 𝐾𝐿 −
52 .21071  EI

𝐿3
+ 0.01578  𝐾𝐿

6.57857 EI

𝐿2
− 0.00165 𝐾𝐿2

43 .02857 EI

𝐿2
+ 0.00668 𝐾𝐿2

10.94285  EI

𝐿
+ 0.00043  𝐾 𝐿3 −

57.27857  EI

𝐿2
+ 0.00219  𝐾𝐿2

20.82857  EI

𝐿2
− 0.00219  𝐾𝐿2 −

6.57857 EI

𝐿2
+ 0.00165  𝐾𝐿2

0.842857  EI

𝐿
− 0.00016 𝐾 𝐿3

−
335 .86071  EI

𝐿3
+ 0.03835  𝐾𝐿 −

57.27857  EI

𝐿2
+ 0.00219  𝐾𝐿2

609 .23571  EI

𝐿3
+ 0.29586  𝐾𝐿 −

445 .21071  EI

𝐿3
+ 0.02958 𝐾𝐿

171 .83571  EI

𝐿3
− 0.02629 𝐾𝐿 −

20.82857  EI

𝐿2
+ 0.00219  𝐾 𝐿2

171.83571  EI

𝐿3
− 0.02629  𝐾𝐿

20.82857  EI

𝐿2
− 0.00219  𝐾 𝐿2 −

445 .21071 EI

𝐿3
+ 0.02958 𝐾𝐿

609 .23571 EI

𝐿3 + 0.29586 𝐾𝐿 −
335.86071  EI

𝐿3
+ 0.03835  𝐾𝐿

57 .27857  EI

𝐿2
− 0.00219 𝐾 𝐿2

−
52.21071  EI

𝐿3
+ 0.01578  𝐾𝐿 −

6.57857  EI

𝐿2
+ 0.00165  𝐾 𝐿2

171 .83571  EI

𝐿3
− 0.02629  𝐾𝐿 −

335 .86071  EI

𝐿3
+ 0.03835 𝐾𝐿

216 .23571  EI

𝐿3
+ 0.13465 𝐾𝐿 −

43.02857  EI

𝐿2
− 0.00668  𝐾 𝐿2

6.57857 EI

𝐿2
− 0.00165  𝐾𝐿2

0.84285  EI

𝐿
− 0.00016 𝐾 𝐿3 −

20.82857  EI

𝐿2
+ 0.00219  𝐾𝐿2

57.27857  EI

𝐿2
− 0.00219  𝐾𝐿2 −

43 .02857 EI

𝐿2
− 0.00668 𝐾 𝐿2

10 .94285  EI

𝐿
+ 0.00043 𝐾 𝐿3 ]
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(29 )  
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2
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qL

qL

qL

P
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 
− 

 
 
− 

 
 −
 

=  
 −
 
 
 −
 
 
 
 

 

 نتایج عددی  -5

ها، به حل معادله دیفرانسیل حاکم بر  یاب هر یک از آنهای سختی و بار و نیز توابع درونها و داشتن ماتریسپس از معرفی المان

می وینکلر پرداخته  پارامتری  الاستیک یک  بر بستر  واقع  بود، هر    شود.تیر  آگاه  برای    4باید  در بخش قبل  ارائه شده  با    4المان  تیر  مدل 

هایی از قبیل خیز، شیب، لنگر و برش در هر نقطه از تیر، با توجه به نوع تیر و  گیرد. سپس مجهولهای متفاوت مورد بررسی قرار میگاهتکیه

 گردد. درجات آزادی آن به صورت عددی محاسبه می

سر مفصل و تیر   یک سر گیردار ـ  ، یک ر دو سر مفصل، دو سر گیردارهمانطور که اشاره شد، تیرهای در نظر گرفته شده، شامل تی

روش کار بدین صورت است که اعمال شرایط  افزون بر این، مسأله در هر حالت تنها با استفاده از یک جزء حل خواهد شد.  کنسول است.  

های  های سختی و بردار بار با حذف سطر و ستونماتریس  ،در نتیجه  ها خواهد شد.عث حذف بعضی از درجات آزادی جزءمرزی هر تیر، با

)  گردد. سرانجام تابع تغییرمکان هر یک، با استفاده از رابطه مربوط به آن درجات آزادی حذف شده، اصلاح می )u x = ND شودحاصل می 

دقیق در آثار پیشینیان موجود  در حالت.  های گرهی است بردار تغییرمکان  Dبردار توابع درونیاب و    Nکه در این رابطه   هایی که پاسخ 

با آنها مقایسه میاست، پاسخ مقدار خیز  ها، برای سادگی کار،  در تمامی مثالشود تا جزء با بیشترین دقت مشخص گردد.  های پیشنهادی 

4بر   خیز بعد که از تقسیمبی /qL EI اند. بعد شدهبه طور مشابه، سایر پارامترها مانند شیب، لنگر و برش بی آید، ارائه شده است.بدست می 

 : تیر دو سر مفصل تحت بار گسترده یکنواخت 1مثال 

شود، مقادیز خیز و  یادآوری میشود.  در این مثال یک تیر دو سر مفصل بر بستر کشسان تحت بار گسترده یکنواخت بررسی می

مقادیر خیز، شیب، لنگر و برش این تیر در نقاط وسط دهانه، دو سوم دهانه و    1جدول  باشد.  های این تیر برابر صفر میلنگر در محل تکیه

1Kانتهای تیر را برای   10Kهمین مقادیر را برای حالت   2دهد. افزون بر این، جدول نمایش می = دهد. ملاحظه  در دسترس قرار می =

شود مقادیر بدست آمده توسط جزءهای پیشنهادی با دقت بسیار عالی به مقادیر دقیق نزدیک است و تا رقم ششم اعشار برابر هستند. از  می

درصد خطا در محاسبه خیز دارد. افزون بر این، با افزایش درجه مشتق پارامتر   22سوی دیگر، پاسخ مسأله با استفاده از جزء معمولی حدود 

های اول، شود، شیب، لنگر و برش به ترتیب مشتقیابد. یادآوری میهای حاصل از جزء معمولی به شدت کاهش میمورد مطالعه، دقت پاسخ

اما هر سه    ،گاه انتهایی تیر دو سر مفصل استدوم و سوم خیز هستند. به عنوان نمونه، جزء معمولی ناتوان در محاسبه برش در محل تکیه

توان دریافت افزایش سختی بستر سبب کاهش خیز،  گذارند. با مقایسه دو جدول می های بسیار دقیقی در اختیار میجزء پیشنهادی پاسخ

(  12تابع خیز دقیق تیر که از حل تحلیلی معادله دیفرانسیل مربوطه بدست آمده است در معادله )  .شیب، لنگر و برش در تیر شده است

 : [14]  ارائه گردیده است
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(30 ) 
4

sin   sinh  cosh  cos   sinh   sinh 
( ) 1 cos  cosh 

4  cos  cosh  cos  cosh 

q L x x x L x
u x x x

EI L L L L

     
 

    

 
= − − + + + 

 

 مطابق زیر تعریف شده است:  که در آن پارامتر  

(31 ) 4

4

K

EI
 = 

1Kتیر دو سر مفصل روی بستر با سختی   ، شیب، لنگر و برش: مقادیر خیز  1جدول  = 

 نوع المان پارامتر 
 محل مورد بررسی 

L  2 / 3L  / 2L  

 خیز 

 0/010330578512396696− 0/009182736455463728− 0 المان معمولی 

المان معمولی دو   0 −0/009663 −0/0128892 

 0/012888707037643029− 0/011202036733951572− 0 المان اول پیشنهادی 

 0/012888367205108997− 0/011201903008204976− 0 المان دوم پیشنهادی 

 0/012888367205100556− 0/01120190300819793− 0 المان سوم پیشنهادی 

0/011201843830327208− 0 حل دقیق    −0/012888016435145214 

 شیب 

 0 0/013774104683195594 0/041322314049586785 المان معمولی 

المان معمولی دو   0/041322314049586785 0/0171856 0 

 0 0/019858156028368126 0/041243862520458516 المان اول پیشنهادی 

 0 0/01985593526834467 0/041249321268809556 المان دوم پیشنهادی 

 0 0/01985593526832912 0/041249321268793604 المان سوم پیشنهادی 

 0 0/0198531531720255 0/0412493234571914 حل دقیق 

 لنگر 

 0/08264462809917357 0/08264462809917357 0/08264462809917357 المان معمولی 

المان معمولی دو   0/0206845 0/056862 0/288656 

 0/12373158756137309 0/10998363338789086 0 المان اول پیشنهادی 

 0/12371523274412946 0/10997636934196223 0/00006546212459815348 المان دوم پیشنهادی 

 0/12371523274403474 0/10997636934188613 0/0000654621247095366 المان سوم پیشنهادی 

 0/12368967305064875 0/1099763693 0 حل دقیق 

 0 0 0 المان معمولی  برش
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10Kتیر دو سر مفصل روی بستر با سختی   ، شیب، لنگر و برشخیز  : مقادیر 2جدول  = 

 نوع المان  پارامتر 
 محل مورد بررسی 

L  2 / 3L  / 2L  

 خیز 

 0/009615384615384614− 0/008547008547008546− 0 المان معمولی 

 0/011810137972405365− 0/010264613743917841− 0 المان اول پیشنهادی 

 0/01180710928885439− 0/010263461624619018− 0 المان دوم پیشنهادی 

  0/011807109288847298− 0/010263461624613114− 0 المان سوم پیشنهادی 

  0/01180395958699073−  0/010262971019805113− 0 حل دقیق 

 شیب

 0 0/012820512820512817 0/03846153846153846 المان معمولی 

 0 0/018196360727853834 0/037792441511697916 المان اول پیشنهادی 

 0 0/01817615202261469 0/037842698553726024 المان دوم پیشنهادی 

 0 0/018176152022601443 0/037842698553713416 المان سوم پیشنهادی 

 0 0/01815079770262058 0/03784287984342089 حل دقیق 

 لنگر

 0/07692307692307691 0/07692307692307691 0/07692307692307691 المان معمولی 

 0/1133773245350915 0/1007798440311958 0 المان اول پیشنهادی 

 0/11322835151422246 0/10071403337863495 0/0005994882940128787 المان دوم پیشنهادی 

 0/11322835151414187 0/10071403337857064 0/0005994882940128787 المان سوم پیشنهادی 

 0/11299516434501988 0/10070964882449604 0 حل دقیق 

 برش 

 0 0 0 المان معمولی 

 0 0/15116976604677362− 0/4535092981404111− المان اول پیشنهادی 

 0 0/15017181762707388− 0/45051545288126893− المان دوم پیشنهادی 

المان معمولی دو   −0/247287 −0/0932635 0/494574 

 0 0/16497545008181422− 0/4949263502455417− المان اول پیشنهادی 

 0 0/164866360826033− 0/4945990824781517− المان دوم پیشنهادی 

 0 0/1648663608257909− 0/4945990824772291− المان سوم پیشنهادی 

 0 0/1646130455408361−  0/4958756131417474− حل دقیق 
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 0 0/15017181762686097− 0/450515452880449− المان سوم پیشنهادی 

 0  0/14785581723555513− 0/462207050107845− حل دقیق 

 

 سر مفصل تحت بار گسترده یکنواخت  تیر یک سر گیردار ـ یک :2مثال 

گاه مفصلی  گاه گیردار و خیز و لنگر در محل تکیهخیز و شیب در محل تکیه  تیر مورد مطالعه در این مثال یک تیر نامعین است. 

  4و   3های به ترتیب در جدول 10و  1های بستر  مقادیر خیز، شیب، لنگر و برش تیر در سه نقطه منتخب به ازای سختی برابر صفر هستند. 

درصد خطا با استفاده از    100مقدار خیز در وسط دهانه حدود نصف مقدار دقیق بدست آمده و    دهندنتایج جدول نشان میاند.  ارائه شده

می  ایجاد  معمولی  تیر  جزء  این  در  دوم  و تنها جزء پیشنهادی  داشته  دقت بسیار عالی  و سوم پیشنهادی  اول  گردد. خوشبختانه، جزءهای 

درصد خطا در محاسبه خیز نقطه دو سوم دهانه است. البته خطای این جزء پیشنهادی در محاسبه لنگر و برش قابل توجه    6دارای حدود  

به شرایط مرزی باشد  دتوانمی  دلیل این خطاباشد.  می معمولی مقدار برش را در طول تیر با  .  حساسیت بیشتر این جزء  ناگفته نماند، جزء 

با افزایش سختی بستر،  خطای چندصد درصدی در دسترس قرار می لنگر و برش  دهد. افزون بر این، مقادیر هر چهار پارامتر خیز، شیب، 

 یابند که البته این کاهش، کمتر از تیر دو سر مفصل بر بستر کشسان است. کاهش می

1K  روی بستر با سختیتیر یک سر گیردار ـ یک سر مفصل   ، شیب، لنگر و برشخیز : مقادیر  3جدول  = 

 نوع المان  پارامتر 
 محل مورد بررسی 

L  2 / 3L  / 2L  

 خیز 

 0/002597980997624703− 0/0030790885897774255− 0 المان معمولی 

 0/0051866582162813975− 0/005122417968518645− 0 المان اول پیشنهادی 

  0/004825810569016283− 0 المان دوم پیشنهادی  − 0/005186594013497379 

 0/0051865940134960915− 0/00512235032737573− 0 المان سوم پیشنهادی 

 0/00518643341156652− 0/005122312857949218− 0 حل دقیق 

 شیب 

 0/005195961995249406− 0 0/020783847980997625 المان معمولی 

 0/0051853080674196805− 0/006148039465460577 0/02074483266664336 المان اول پیشنهادی 

 0/005184922314773859− 0/009571191586237655 0 المان دوم پیشنهادی 

 0/005184922314772061− 0/006147633048952567 0/0207468912220856 المان سوم پیشنهادی 

0/005184793878763668− 0/00614632344661205 0/020746891738915207 حل دقیق    

 لنگر 

 0/020783847980997625 0/04156769596199525 0/0831353919239905 المان معمولی 

 0/06224169879385909 0/06914837543785862 0 المان اول پیشنهادی 

 0/08298550421595806 0/08547888040100649 0/24892976546829787 المان دوم پیشنهادی 

 0/062238612993851083 0/0691431937597221 0/00003292919680378259 المان سوم پیشنهادی 
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 0/06222678203079637 0/06914173974209455 0 حل دقیق 

 برش

 0/12470308788598575 0/12470308788598575− 0/12470308788598575− المان معمولی 

 0/12442579123628517 0/04153767062614744− 0/3733205784724298− المان اول پیشنهادی 

 0/18663559744288083 0/13390311196175034− 0/9954803563678476− المان دوم پیشنهادی 

 0/12439492377653949 0/041523950223869455− 0/3730736197047697− المان سوم پیشنهادی 

0/3737404247666487− حل دقیق    −0/04140169852378124  0/12437949886029993 

 

 

10Kروی بستر با سختی  تیر یک سر گیردار ـ یک سر مفصل  ، شیب، لنگر و برش: مقادیر خیز 4جدول = 

 نوع المان  پارامتر 
 محل مورد بررسی 

L  2 / 3L  / 2L  

 

 

 خیز 

 0/002543604651162791− 0/0030146425495262705− 0 المان معمولی 

 0/0049994304178721015− 0/004935716843222341− 0 المان اول پیشنهادی 

 0/004998821218558726− 0/00464920609536272− 0 المان دوم پیشنهادی 

 0/004998821218557531− 0/00493507472312324− 0 المان سوم پیشنهادی 

 0/004997289440397612− 0/004934728098595376− 0 حل دقیق 

 

 شیب 

 0/005087209302325582− 0 0/020348837209302327 المان معمولی 

 0/004986463255739728− 0/005933788914766862 0/019980432121978607 المان اول پیشنهادی 

 0/004982758363715439− 0/009230243314438558 0 المان دوم پیشنهادی 

 0/004982758363713757− 0/005929883232789661 0/020000304029264223 المان سوم پیشنهادی 

0/004981537160722893− 0/005917295273878976 0/02000035141737627 حل دقیق    

 

 لنگر 

 0/020348837209302327 0/040697674418604654 0/08139534883720931 المان معمولی 

 0/06001045456397508 0/06659119474762655 0 المان اول پیشنهادی 

 0/07998113949693962 0/08228924914148467 0/23968641281332626 المان دوم پیشنهادی 

 0/05998083546765555 0/06654141030360324 0/0003172355379138097 المان سوم پیشنهادی 

 0/05986710715719868 0/06652763033160733 0 حل دقیق 

 
 0/12209302325581396 0/12209302325581396− 0/12209302325581396− المان معمولی 

 0/11946764354363579 0/04042191889755237− 0/3588178798191428− المان اول پیشنهادی 
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 0/17917148937054164 0/12934459632738943− 0/956448686391849− المان دوم پیشنهادی  برش

 0/11917057728266958 0/040289744641497316− 0/35643956551344147− المان سوم پیشنهادی 

 0/11902288010767567 0/039113123567239436−  0/36286247876901917− حل دقیق 

 

 تحت بار گسترده یکنواخت  تیر کنسول :3مثال 

آزاد یا تیر کنسول )طره( پرداخته می آشکار است، مقادیر خیز و  شود.  در آخرین مثال، به تحلیل تیر یک سر گیردار ـ یک سر 

توان مقادیر خیز، شیب، لنگر و برش این تیر  می 6و  5های در جدولباشند. گاه گیردار و لنگر و برش در سر آزاد برابر صفر میشیب در تکیه

شود در این مثال بر خلاف دو مثال قبلی، جزء معمولی دقت  مشاهده نمود. بر پایه این جداول، مشاهده می 10و   1های بستر  را برای سختی

های این جزء در انتهای تیر بسیار بالاست که  درصد است. البته دقت پاسخ  6قابل قبولی در محاسبه خیز داشته و حداکثر خطای آن حدود  

باشد. در محاسبه مقادیر لنگر و برش، جزءهای پیشنهادی  دلیل آن وجود داشتن درجات آزادی در این نقطه بر خلاف دو نقطه دیگر، می

را در سر آزاد به درستی برابر صفر بدست  دوم و سوم کمی خطا دارند که بیشتر از دو مثال قبل می  باشد. جزء پیشنهادی اول مقدار لنگر 

صفرمی جای  به  را  برش  مقدار  هم  جزء  این  اما  صفر  دهد  می  نزدیک  کاملا  ارائه  مثال  این  در  بستر  سختی  اثر  است،  توجه  شایان  دهد. 

یابد. این کاهش در لنگر بسیار  درصد کاهش می 40، حدود 10به    1چشمگیر است به طوری که خیز انتهای دهانه با افزایش سختی بستر از 

باشد. دلیل این امر را شاید بتوان کمتر بودن سختی تیر کنسول نسبت به دو تیر دیگر دانست که در این حالت  درصد می 70بیشتر و حدود 

 نماید. سختی بستر کمک فراوانی به تیر برای کاهش خیز، شیب، لنگر و برش می

1K  روی بستر با سختیتیر کنسول   ، شیب، لنگر و برشخیز مقادیر :  5جدول = 

 نوع المان پارامتر 
 محل مورد بررسی 

L  2 / 3L  / 2L  

 خیز 

0/11566228204343838− المان معمولی   −0/06288931942036868 −0/03860507800550628  

0/04104907483403251− 0/06477223408334538− 0/1155237667827986− المان اول پیشنهادی   

0/11552376772367115− المان دوم پیشنهادی   −0/0647723584901382 −0/041049192747891025 

0/11552376772297329− المان سوم پیشنهادی   −0/06477235848971036 −0/04104919274761097  

  0/04104957662494664−  0/06477238652340656−  0/11552377007001659− حل دقیق 

 شیب 

0/15380850412970334− المان معمولی   −0/15421637605791783 −0/13504129703273177  

0/15363110159648047− المان اول پیشنهادی   −0/14809983877484584 −0/13480935363512067  

0/15363487436323453− المان دوم پیشنهادی   −0/14809909546166852 −0/1348100614034152 

0/15363487436245532− المان سوم پیشنهادی   −0/1480990954607943 −0/13481006140253426  

  0/13480958600097512−  0/14809619977767294−  0/15363487905605586− حل دقیق 

 لنگر 
0/07873967574181692− المان معمولی   −0/07629244417252995 −0/15380850412970337  

0/11377383532138818− 0/05008981509702265− 0 المان اول پیشنهادی   
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0/11376818345987819− 0/05008032304969623− 0/00006032745709760867− المان دوم پیشنهادی   

0/11376818345955547− 0/05008032305002663− 0/000060327456791575695− المان سوم پیشنهادی   

 0/05008423274443918 0 حل دقیق   0/11374082311622018  

 برش

0/4650963597430405 0/4650963597430405 0/4650963597430405− المان معمولی   

0/0006325446146395186− المان اول پیشنهادی   0/30360774239524646 0/4612095770967589  

0/0010849788093130752− المان دوم پیشنهادی   0/30358260894385264 0/4612661301230673  

0/0010849788019757223− المان سوم پیشنهادی   0/30358260894136235 0/46126613011797907 

0/303330056622808 0 حل دقیق   0/4612088132070311  

 

10Kروی بستر با سختی  تیر کنسول   ، شیب، لنگر و برشخیز : مقادیر  6جدول  = 

 نوع المان پارامتر 
 محل مورد بررسی 

L  2 / 3L  / 2L  

 خیز 

0/06900946831755282− المان معمولی   −0/0378462949475331 −0/023306627822286957  

0/06838978535299559− المان اول پیشنهادی   −0/038961088698851704 −0/025009867622926583  

0/06838981969814072− المان دوم پیشنهادی   −0/038961743756783955 −0/02501048293455801 

0/06838981969789754− المان سوم پیشنهادی   −0/03896174375662423  −0/025010482934450514  

0/06838990415711028− حل دقیق   −0/03896188823218873  −0/02501252367202118 

 شیب 

0/08958485069191557− المان معمولی   −0/09201262442340374  −0/08111798980335032 

0/08884325096775247− المان اول پیشنهادی   −0/08647420515263698  −0/07996845941819467 

0/08886304910654463− المان دوم پیشنهادی   −0/08647037111761202  −0/07997217802363986 

0/08647037111731626− 0/0888630491063146− المان سوم پیشنهادی   −0/07997217802331671 

  0/0799694182230852−  0/08645520584618371− 0/0888632414043486− حل دقیق 

 لنگر 

0/04115076474872548− 0/055717407137654607− المان معمولی   −0/08958485069191553 

0/02306550951087971− 0 المان اول پیشنهادی   −0/05811714988938685 

0/0003151854481567018− المان دوم پیشنهادی   −0/023016091816975198 −0/05808778152565294 

0/0003151854479729044− المان سوم پیشنهادی   −0/02301609181726119  −0/05808778152565733 

 0/05794343170742608−  0/023039721241877614− 0 حل دقیق 

0/29060451565914036− المان معمولی  برش  0/29060451565914036 0/29060451565914036  
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0/0032573675937232482− المان اول پیشنهادی   0/1560648555696107 0/2681584367001243 

0/00562013382074833− المان دوم پیشنهادی   0/15593363414690603 0/2684536578855379 

 0/2684536578832391 0/15593363414596784 0/005620133816427841− المان سوم پیشنهادی 

0/26811369985690847 0/15461012597952162 0 حل دقیق   

 نتیجه گیری  -6

در این پژوهش به واکاوی استاتیکی تیر اویلر ـ برنولی بر بستر کشسان به کمک روش اجزاء محدود پرداخته شد. از نگره وینکلر  

شود،  های موجود استفاده میبرای الگوسازی بستر کشسان استفاده گردید. پس از معرفی مسأله و جزء کلاسیک موجود که در اکثر تحلیل

های جزءها به ترتیب دو،  سه جزء جدید برای مطالعه تیر مذکور پیشنهاد گردیدند. هر سه جزء دارای شش درجه آزادی بودند اما تعداد گره

سه و چهار بودند. ماتریس سختی هر جزء به صورت دقیق ارائه گردید. با حل سه مثال شامل دو تیر معین و یک تیر نامعین و مقایسه نتایج  

 : بدست آمده با پاسخ دقیق مشخص شد

به  المانـ  1 قا  .دهندتری ارائه میهای دقیقاز دقت بالاتری برخوردارند و پاسخمعمولی  المان  های پیشنهاد شده نسبت  بل  نکته 

تنها با استفاده از یک جزء تعداد زیادی  از  ر حالی که با استفاده  گیرد د، پاسخ مطلوب با دقت کافی در اختیار قرار میتوجه آن است که 

 ها دست یافت که خود مستلزم صرف زمان و هزینه بیشتر و نیز دشواری حل خواهد بود. توان به این پاسخالمان معمولی، می

شود که این کاهش در تیرهای  افزون بر این، نتایج نشان دادند، افزایش سختی بستر سبب کاهش خیز، شیب، لنگر و برش می ـ 2

 باشد. با سختی بیشتر مانند یک سر گیردار ـ یک سر مفصل کمتر، و در تیرهای با سختی کمتر مانند تیر کنسول چشمگیر می

همچنین، اگرچه هر سه جزء پیشنهادی بسیار بهتر از جزء معمولی در حل مسأله بکار رفتند اما در میان این سه جزء، به نظر  ـ  3

رسد جزء پیشنهادی اول که دارای دو گره و شش درجه آزادی شامل خیز، شیب و انحنا در ابتدا و انتهای جزء بود، بهترین عملکرد را در  می

   . واکاوی سازه دارد

، جزء دوم پیشنهادی که در واقع  تواند با توجه به شرایط مرزی تیر متفاوت باشد. به عنوان نمونهـ عملکر جزءهای پیشنهادی می4

از دو جزء دیگر    تیر یک سر گیردار ـ یک سر مفصلاز گسترش جزء معمولی و افزایش یک گره میانی ایجاد شده است، دقت کمتری در  

 دهد.از جزء معمولی دو گرهی با چهار درجه آزادی نتایج بسیار بهتری بدست می. البته، باز هم این جزء دارد

دقت  باـ  5 به  این سه    توجه  میپژوهشجزء،  عالی  آینده  این روشهای  تیرهای سراسری  توانند  یا  دینامیکی  مسائل  برای  را  ها 

های  توانند به مدلسازی خاک با تئوریافزون بر این، با توجه به محدودیت مدل برای تیرهای بر بستر وینکلر، پژوهشگران می .گسترش دهند

که در این کار به آن    ،سرانجام، بکارگیری نگره تیموشنکو به جای اویلر ـ برنولی  تری همچون پاسترناک در مطالعات آتی بپردازند.پیشرفته

 تواند موضوع جذاب دیگری برای علاقمندان باشد. پرداخته شد، می
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