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Accurate analysis of curved structures, especially in engineering 

applications such as bridges, curved frames, and space structures, 

requires high-precision mechanical models. In this study, for the first 

time, an explicit method is presented for expanding the stiffness matrix of 

a curved beam element with a quadratic parabolic geometry. This method 

is developed based on energy principles and the application of the 

superposition principle. Since strain energy is a function of internal 

forces, its computation involves integration along the element. 

Additionally, shear deformations are considered in the formulation of the 

stiffness matrix components. Due to the complexity of the quadratic 

parabolic geometry, exact evaluation of the required integrals poses 

significant computational challenges. To overcome this and enhance both 

the accuracy and efficiency of the formulation, Gaussian numerical 

integration is employed, providing a precise approximation of the 

required quantities. Consequently, the stiffness matrix of the parabolic 

beam element with six degrees of freedom is explicitly obtained. This 

matrix is directly applicable to bending analysis and free vibration of 

curved structures. Finally, to validate the formulation and demonstrate 

the accuracy and efficiency of the proposed parabolic curved element, 

various numerical examples are solved. These examples provide the 

displacements, rotations, and natural frequencies of parabolic curved 

beams under different geometries, loading conditions, and boundary 

configurations. 
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  یکردیرو :درجه دو  یبا هندسه سهم  ده ی خم ریجزء ت  دقیق یسخت  سیگسترش ماتر

  یبر اصل انرژ یمبتن
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 ، دانشگاه فردوسی مشهد، مشهد، ایران ، دانشکده مهندسیدانشجوی کارشناسی ارشد، گروه مهندسی عمران -1
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 چکیده 
کاربردها   ژهیوبه  ،یمنحن  یهاسازه  ق یدق  لیتحل قابپل  ری نظ  یمهندس  یدر  سازه  ده یخم  یها ها،  از    ی هاو  استفاده  مستلزم  فضاکار، 

درجه    یبا هندسه سهم  دهیخم  ریجزء ت  یسخت  سیگسترش ماتر   ی برا  جدید  ی، روشپژوهش  نیبا دقت بالا است. در ا   یکیمکان  یهامدل
ا است.  ارائه شده  پا  ن یدو  بر  انرژ  یهیروش  به کارگ  ی اصول  آثاراصل    ی ری و  انرژ  افتهیتوسعه    جمع  ازآنجاکه  از    یتابع  یکرنش  ی است. 

  ی هاهیدرا  ییدر برپا یبرش  یهارشکلییافزود، اثر تغ د ی. باباشدیجزء م یدر راستا  ی ری گاست، محاسبه آن مستلزم انتگرال یداخل ی روهاین
به پشوندیم  ردوا  یسخت  سیماتر با توجه  چالش  نی ا  قیدرجه دو، حل دق  یهندسه سهم  یدگیچی .    ی قابل توجه  یمحاسبات  یهاانتگرال 

  ب ی گاوس استفاده شده است که تقر  ی عدد ی ری گاز روش انتگرال ، یسازرابطه  ییدقت و کارا  ش یافزا  ، یمنظور رفع چالش محاسباتدارد. به
.  دیآیبه دست م ح یصورت صر به  یدرجه آزاد ۶با    یسهمو  ر یجزء ت یسخت س یرو، ماتر   نی . از اآوردیمرا فراهم  از یمورد ن ری از مقاد یقیدق
مستق  سی ماتر  نیا طور  سازه  یخمش  لیتحل  یبرا   میبه  آزاد  نوسان  م  دهیخم  یهاو  کار  پارودیبه  در  راست  ان،ی.  منظور    یی آزمابه 

ها  دوران ها،رمکانییها، تغنمونه  نی. در اشوندیحل م یگوناگون  یعدد  یها ونهنم  ،یسهمو  دهیجزء خم ییدقت و کارا شی و نما ی سازرابطه
 گوناگون در دسترس قرار خواهد گرفت.  یگاههیو تک  یبارگذار  طیبا هندسه، شرا یسهمو  دهیخم  یرهای ت یعیطب یهاو بسامد
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 مقدمه  -1

فضاکار، همواره مورد توجه   یهاو سازه  یصنعت  یهاها، قابمانند پل  ییهاشان در سازهنقش مهم  لیدلبه  ده یو خم  یقوس  یرهایت

را    رهایت  ن یا   لیتحل  ک،یالاست   یهاگاههیمتنوع و اثر متقابل با تک  یمرز   ط یشرا  ،یهندس  ی از انحنا  یناش  یهایدگیچیاند. پپژوهشگران بوده

که روش است  موجب شده  و  تحل  یعدد  یهادشوار کرده  به  یاجزا  لیمانند  مناسبمحدود  ابزار  ها شناخته  آن  قی دق  یبررس  یبرا  یعنوان 

ارائه کردند و با  کی بر بستر الاست دهیخم  یرهای ت ی را برا  یمحدود یاجزا  لیتحل 1989در سال  [1]راستا، بنان و همکاران    نی شوند. در هم

 محاسبه نمودند.  یصورت عددها را بهو تنش  ییاز جمله جابجا  یکیمکان  یهامناسب، پاسخ  یمرز   طیو شرا  ملکا  یبند از فرمول  یری گبهره

  ن ی کردند. ا  یبند را با استفاده از روش اجزاء محدود فرمول یقوس ر یالمان ت یسخت سی ماتر [ 2] 1و چندراسخاران  ناتانی، پالان1985در سال 

   کمک کرده است.  یمختلف بارگذار طیدر شرا یقوس یرها یت یکی رفتار مکان ترقیدق  لیبه تحل  قیتحق

مطالعه، با توسعه    نی کردند. در ا  یمعرف  دهیخم  یرهای ت  لیتحل  یرا برا   یاساده  یبرش  یهاالمان  [3]  2م یو ل  ی، چو 1993در سال  

 3م یو ک میک قرار گرفت.   یابیبا دقت قابل قبول مورد ارز یمنحن یها سازه یکی مکان ی هاپاسخ  ،یبرش  یتئور هیالمان محدود بر پا یبندفرمول

سال    [4] ت  کی  1998در  ه  دهیخم  ری المان  فرم  و  بالاتر  مرتبه  ا -دیبر ی با  کردند.  ارائه  ارتقا  نیمخلوط  هدف  با  تحل  یالمان  در    لیدقت 

مورد    یدار یو پا  ییهمگرا   ثی و عملکرد آن از ح  افتهیتوسعه    ،یهندس  رات یی و تغ  دهیچیپ   یبارگذار   طیتحت شرا   ژهیوبه  ،یمنحن  یهاسازه

  ی ساز تمرکز کردند که قادر به مدل  ی ا دوگره  ده یخم  ری ت  یها المان  یبر توسعه  [5]  4دمن یکسماتکا و فر  نی همچن  قرار گرفته است.  یابیارز

کارا  کردیرو  نیا   بودند.  یبرش  ی هارشکلیی تغ  ترقیدق بهبود  بارگذار  یمنحن  یها سازه  لیتحل  ییباعث  سال   یها یتحت  در  شد.  مختلف 

  ن یا   لیروش دقت تحل  نی ارائه داد. ا  ده یخم  ری ت  یها در المان  یبرش  یهارشکلییتغ  یسازمدل  ی نوآورانه برا  کردیرو  کی  [۶]   5خ ی، ش2002

ت شرا  رهای نوع  با  مواجهه  در  هندس  یبارگذار   طیرا  به  یو  چشمگمتنوع  بخش  یر یطور  سال    . دیبهبود  تا 2012در  تسنگ ر،  و  با    [ 7]  ۶ن 

روش    ن یدلخواه ارائه کردند. ا   ی مرز   ط یبا شرا   ده یخم  یها و قوس  رها یت   یبرا   یقیدق  لیتحل  ، یلتونیحالت هم  ی فضا  کرد ی از رو  ی ری گبهره

  ی با توسعه  [8]و همکاران    7ی چی، توفکِ 2017در سال    است.  افتهیتوسعه    یمنحن  یهاسازه  قی و دق  دهیچ یپ  یهالیتحل  ی طور خاص برابه

ا  لیتحل  یبرا  ق یدق  یحلراه  ،یا دوگره  دهیخم  ر یت  ی هاالمان  ی برا  دیجد  ی بندفرمول  کی شرا   رهای ت  نی رفتار  بارگذار  طیتحت  و    یمتنوع 

پرداختند و با    ادیز  زی خ  ط یده در شرایخم   یرهایت  رمکان یی تنش و تغ  یبه بررس  زی ن  [ 9]   8ارائه کردند. در همان سال، غوکو و ساها   یهندس

   .کردند   لیموجود را تحل یهاروش  یهاتینقاط قوت و محدود  ن،یشی مند مطالعات پمرور نظام

توسعه دادند.   یبا مواد تابع  یچیساندو  دهیخم  یرها یت   لیتحل  یرا برا  ینوسیس   ریت  ی تئور  [10]  9وغالو غ  دی، س2019در سال  

نوع    نی ا  ی کیمکان  یها و پاسخ  یرفتار ارتعاش  ی نیبشی ضخامت، دقت پ  ی در راستا  یکرنش برش  ینوسیس  ع یاز توز  ی ر یگبا بهره  ، یتئور  ن یا

با    2022در سال    [11]و همکاران    10یروند، بلارب  نی ا  ی. در ادامه دهدیم  شیافزا   یتوجهطور قابلمتداول به  یاهها را نسبت به مدلسازه

روش    نی را ارائه کردند. ا یجی با مواد تدر ی چیساندو دهیخم یرها یاجزاء محدود ت ل یتحل افته،یبهبود یبرش رشکل ییتغ یتئور  ک یاستفاده از 

 11و توندولو   نوی، ساو2023در سال    ها شد.سازه  نی ا  لیدر دقت تحل  ی املاحظهقابل  یموجب ارتقا   ها،شها و کرنتنش  قیدق   عی با لحاظ توز

  کرد یرو  نی ارائه کردند. ا جابجایی–کرنش ق یحل دقبر راه یمبتن دهیخم یرهایت ی االمان محدود دوگره ی معکوس برا یبند فرمول ک ی  [12]

و همکاران    انگی،  2014در سال    است.  افتهیتوسعه    یمنحن  یها و معکوس سازه  م یمستق  ی هالیدر تحل  ی سازدقت مدل  ش یبا هدف افزا 
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  ی عدد  جی ارائه دادند. نتا  موشنکو یت  دهیخم  یرها یت   لیتحل  یبرا   قیدق  یمحدود، روش  یو روش اجزا   نیاسپلا یب  یها موجک  بی با ترک  [13]

با استفاده از    [14]  12راجا یو واس  ازهاگانی، مات2013دارد. در سال    یقی و ارتعاش آزاد عملکرد دق  یکیاستات  لیدر تحل  کردی رو  ن ینشان داد ا

مکان  لیتحل محدود، رفتار  بررس  دهیخم  یرهای ت  یکیاجزاء  را  مختلف  مقاطع  نتا  یبا  تأث  جی کردند.  مقطع  داد شکل  بر    یر یگچشم  رینشان 

  ی ارتعاش آزاد در صفحه برا  لیبا استفاده از روش اجزاء محدود، تحل  [15] و همکاران    13انگ ی،  2008دارد. در سال    ییتنش و جابجا  عی توز

اشکال هندس  یقوس  یرهایت دادند.  یبا  ارائه  را  و  2003در سال    مختلف  وو  آزاد قوس  لیتحل  [1۶]  14انگ یچ،  از  ارتعاش  استفاده  با  را  ها 

ا  دهیخم  ری ت  یهاالمان در  دادند.  فرمول  نی انجام  از  مودها  یعیطب  یهافرکانس  ینیب شیپ   یبرا   قیدق  یالمان  یبندمطالعه،    ی ارتعاش  یو 

 .  دیدگر  یمنحن یها سازه یکینامیرفتار د  یسازها بهره گرفته شد که باعث دقت بالا در مدلقوس

را با استفاده از روش اجزاء محدود    دهیخم  ی رهای ت  یا صفحهارتعاش آزاد درون  ل یتحل  [17] و همکاران    15ا ی، کور 2021در سال  

ا  افتهیمیتعم دادند.  ن  کردیرو  نی انجام  مدل  ی بندبه مش  از یبدون  امکان  د  ق یدق  یسازمجدد،  و پاسخ  را    دهیخم  ی رهای ت  یکینامی هندسه 

انعطاف و  تحل  ییبالا  یر ی پذفراهم کرده  پ   لیدر  م  دهیچیمسائل  تحق  [18] و همکاران    1۶ی . کارامانلدهدیارائه  تحل  قی در  به  رفتار    لیخود 

و در نظر    قی دق  یسازپژوهش، با استفاده از مدل  نیپرداختند. در ا  یبا خواص تابع  یدوبعد  دهیخم  یرهایخمش، کمانش و ارتعاش آزاد ت

طور کامل مورد  به ده یخم یرها یت یکی نامیو د یکی استات یها بر پاسخ  ری متغ یکیمکان یهایژگیو رات ی خواص مواد، تأث یجی تدر ع یگرفتن توز

ها مورد بررسی قرار گرفته  عددی از جمله روش گاوس در بسیاری از پژوهش  های انتگرال گیری همچنین روش  قرار گرفته است.  ی بررس

ا19۶۶در سال  است.   بررس  [19]  17رونز ی،  انتگرال  یمهندس  یکاربردها  یبه  ا  یسخت  یها در روش  یعدد  یر یگ از  به   نی پرداخت.  مطالعه 

و همکاران    18، وو 200۶در اجزاء محدود کمک کرده است. در سال    ی عدد  ی هااستفاده از روش  با   ی اسازه  ی هالیتوسعه و بهبود دقت تحل

در    یگاوس  ی لترهایف  ییبه بهبود دقت و کارا   ق یتحق   نی قرار دادند. ا  یرا مورد بررس  یگاوس  یلترها یف   ،یعدد   یر ی گانتگرال  کردیبا رو  [20]

داده تحلپردازش  و  است.    یعدد  یهالیها  نیز  کمک کرده  درجه دو  با هندسه سهمی  قرار  تیرهای قوسی شکل  بررسی پژوهشگران  مورد 

را با استفاده از روش اجزاء محدود    یسهم  ر یالمان ت  یسخت  سی ، ماتر1989  یهادر سال  [21]  19گ و وان  س یکوئار ماند. به طوری که  گرفته

ا  یبندفرمول تحل  یبند فرمول  نی کردند.  پارابول  یرها یت  ترقیدق  لیبه  سازه  کیبا هندسه  م  یمهندس  یهادر  در سال  کندی کمک   .201۶  ،

ا  سهمی درجه دو  ر یالمان ت  یبرا   یحیصر  یسخت  سی ماتر  [22] زاده  و رجب  پژندیرضائ با استفاده از روش اجزاء    کردیرو  نیتوسعه دادند. 

کاربرد دارد. توسعه    دهیچیپ  یهاو هندسه  یبارگذار   طیدر شرا   ژهیوو به  آوردیرا فراهم م  شکلسهمی  یرهای ت  ترقیدق  لیمحدود، امکان تحل

  2014در سال   است.  هکمک کرد  کی با هندسه پارابول  یرها یت  ی سازدر مدل  ییکارا  شی به بهبود دقت محاسبات و افزا  یسخت  س یماتر   نیا

برنامه  کیالاستوپلاست   یبعدمدل سه  کی  [23]   ار یمطالعه با مع  نی شده است. ا  لیدر متلب و روش المان محدود تحل  یسی نوبا استفاده از 

دونگ و    شده است.  یمکعب تحت بار گسترده بررس  ک ی  ی رو  جی نتا  ییو همگرا  افته یتوسعه    ل یه  ه یآغاز و سپس به نظر  زز ی ما-فون  میتسل

  ن ی ارائه کرده است. ا  ده یخم  ی رهایبزرگ در ت  ی هارشکلیی تغ  ل یتحل  ی برا  NURBS  ه یتوابع پا  ه یبر پا  ر یت  د یالمان جد  کی  [24]همکاران  

با    سهیآن در مقا  ج یبرخوردار بوده و نتا   یشدگبدون اثر قفل  یی بالا  یی از دقت و کارا  برد، یبهره م  یکل  ی لاگرانژ   ونی المان که از فرمولاس

  ل یتحل  یبرا   یوتریو برنامه کامپ  یاضیمدل ر   کدیگر ی  [25] در پژوهشی  .  شده است  یمرجع اعتبارسنج  یهاالمان  ریو سا  یلیتحل  یهاحل

متخلخل ارائه شده است. با    یاز جنس مواد تابع  شده یجاساز  م یو مستق  دهیخم  ی رهای متشکل از ت  ی هاسازه  یارتعاشات آزاد و پاسخ گذرا 

  ج ینتا  یسنجکل سازه استخراج و صحت  رمو ج  یسخت  یهاسیدر اتصال، ماتر  یوستگی پ  طیمرتبه بالا و اعمال شرا  ریالمان ت  کیاستفاده از  

مقا نرم  سهیدر  و  معتبر  منابع  تطابق عال  ANSYSافزار  با  است.  دییتأ  یبا  ا  کی   [2۶]هونگ    شده  کمانش،    لیتحل  یبرا  کیزوژئومتر یمدل 

  ها هیلا  نی کشسان و لغزش ب  یمرز  طی که شرا  کرده استدو جهته متخلخل ارائه    یتابع  دهیخم  هیدولا  یرهای ت  یارتعاشات آزاد و پاسخ گذرا

 
12 Mathiyazhagan, G. and Vasiraja 
13 Yang 
14 Wu and Chiang 
15 Corrêa 
16 Karamanli 
17 Irons 
18 Wu 
19 Marquis, J. and Wang 
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توابع شکل پارابول  ن ی. ا ردی گیرا در نظر م برش  ع یتوز  ک، یمدل با استفاده از  به  یتنش   یطراح  ی آن برا  ج یداده و نتا   شینما  قی قطور درا 

  ی با سخت  ی ارهیدا  دهیخم  ریارتعاشات ت  لیبه تحل  ز ین  [27] وانگ و همکاران    است.  دیمف  یمهندس  ی در کاربردها  ده یمرکب خم  ی هاسازه

پارامترهاDQMکوادرچر )  لیفرانسیکشسان پرداخته و با استفاده از روش د  یمرز  طیتحت شرا  ریمتغ   ه یزاو  ،یمحور  یروی مانند ن  یی(، اثر 

ضر   یمرکز  و  راتییتغ  ب یو  بر  را  بررس  یها یژگی مقطع  نتا  یمودال  است.  م  جی کرده  ا  دهدینشان  محور  شی فزاکه    ی هافرکانس  یکشش 

 اثر معکوس دارند.  گرید  یپارامترها یکه برخ یدر حال دهد،یم شی را افزا یعیطب

های  های صنعتی و سازهها، قاببا توجه به اهمیت تیرهای خمیده با هندسه سهمی درجه دو در کاربردهای مهندسی نظیر پل

های دقیق و کارآمد  های برشی، نیاز به توسعه روشهای هندسی و تغییرشکلهای محاسباتی ناشی از پیچیدگیفضاکار، و همچنین چالش

اند، بندی ماتریس سختی برای تیرهای سهمی تمرکز کردههای پیشین بر فرمولها بیش از پیش آشکار است. پژوهشبرای تحلیل این سازه

محدودیت با  اغلب  موجود  رویکردهای  بودهاما  مواجه  محاسباتی  کارایی  یا  دقت  در  بر  حاضر  پژوهش  ی نوآور  اند.هایی  روش   رییتغ  علاوه 

  ی ها رشکلیی با در نظر گرفتن تغ  یسخت  سیماتر  حیدرجه دو و محاسبه صر  یسهمو  یبند با فرمول  یاصول انرژ   بیترکشامل    ،یر یگ انتگرال

به  یر یگ است. استفاده از انتگرال  یو خمش  یبرش  ،یمحور    ی ها رفع چالش محاسبه انتگرال  یبرا  یاصل  دیکل  ،یمحاسبات  ابزار عنوان  گاوس 

  ی و کاربرد  حی صورت صربه ی درجه آزاد ۶با  ی سهمو ر یت  کی  یسخت سی است که ماتر نی پژوهش در ا  یبوده است، اما دستاورد اصل ده یچیپ

گیری عددی گاوس، ماتریس سختی صریحی برای المان  گیری از اصول انرژی و روش انتگرالدر این پژوهش، با بهره  .به دست آمده است

های خمشی و  های محاسباتی، دقت و کارایی تحلیلتیر خمیده با هندسه سهمی درجه دو توسعه داده شده است که ضمن غلبه بر چالش

دهد. این مطالعه با ارائه نتایج عددی متنوع، قابلیت اطمینان و دقت این رویکرد را در تحلیل رفتار  ای ارتقا میملاحظهطور قابلارتعاشی را به

 .گاهی نشان خواهد دادمکانیکی و دینامیکی تیرهای سهمی تحت شرایط مختلف بارگذاری و تکیه

 درجه دو  یسهم  معرفی جزء  -2

است.   یشش درجه آزاد  یکه دارا  دهدیم شی مرتبه دوم را نما یبا هندسه سهم ده یخم ر یالمان ت ک یاز  ی کیشمات ینما  1شکل 

آزاد  نیا جابه  یدرجات  در هر گره )دو  مؤلفه  و همگ  کیو    ییجاشامل سه  بوده  مختصات سراسر   یدوران(  دستگاه  اند.  شده  فیتعر  یدر 

   شده است: ی سازمدل( 1)  همانند رابطهمرتبه دوم  یتابع سهم کی عضو با استفاده از  ن یا یهندسه منحن

(1 ) 2y ax bx= +  

  ی در تابع عموم cثابت  یجمله گر،ید ی. از سو کنندیم ن ییرا تع یهستند که شکل منحن ییپارامترها  bو  a ب یرابطه، ضرا  ن یدر ا

ا  یانتخاب مبدأ مختصات در ابتدا  لیبه دل  bx+c2y=ax+  یسهم به ساده  نیعضو، صفر در نظر گرفته شده است.  روابط    یسازفرض منجر 

  ی ا صفحهو عضو تحت خمش درون  دهدی رخ م  xyفرض بر آن است که انحنا تنها در صفحه    ،یسازمدل  نیدر ا  .گرددی م  ی لیو تحل  یهندس

بر    یسخت  سیماتر   نیتدو  یبستر لازم برا   ،ییو انتها  ییدر دو گره ابتدا  یدرجات آزاد  قی دق  یابیتیو موقع  ،یهندس  فی تعر  نی قرار دارد. با ا

 . شودیفراهم م یاصول انرژ  هیپا

 

 مرتبه دوم  یبا هندسه سهم دهیخم ریاز المان ت کیشمات ینما :  1شکل 
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می  پرداخته  تیر  بر  حاکم  داخلی  نیروهای  بررسی  به  ادامه،  می  2شکل  شود.  در  را نشان  دوم  مرتبه  تیر سهمی  در  یک  دهد که 

وارد شده متمرکز  نیروی  آن سه  در  ابتدای  فرضی  درنظر گرفتن یک برش  با  لنگر خمشی.  و یک  قائم  نیروی  افقی، یک  نیروی  اند: یک 

مینقطه ظاهر  مقطع  در سطح  داخلی  نیروهای  از  مؤلفه  تیر، سه  از  دلخواه  محوری  ای  نیروی  برشی  Nشوند که شامل  نیروی   ،V   لنگر و 

شود. زاویه بین این نیرو و  در این تحلیل، مماس بر منحنی تیر در محل مقطع در نظر گرفته می N جهت نیروی محوری  .هستند M خمشی

ی مماس بر منحنی سهموی در نقطه مورد نظر است. با توجه به تابع هندسی  شود، در واقع همان زاویهمشخص می θ محور افقی، که با نماد

( تا  2روابط )به صورت    θ  های مثلثاتی زاویهدهد و در نتیجه، مولفهشیب منحنی را در هر نقطه نشان می x شده، مشتق آن نسبت بهمعرفی

 :شوندتعریف می ( 4)

(2 ) tan( ) 2
dy

y ax b
dx

 = = = +  

(3 ) 
2 2

tan( )
sin( )

1 tan( ) 1

y

y







= =

+ +

 

(4 ) 
2 2

1 1
cos( )

1 tan( ) 1 y



= =

+ +

 

اعمال نیروهای  و  مقطع  داخلی  نیروهای  بین  روابط  ایستا،  تعادل  شرایط  از  استفاده  استخراج  با  قابل  تیر  ابتدایی  گره  در  شده 

اند و مبنای محاسبه انرژی کرنشی عضو و در نهایت، استخراج ماتریس سختی المان قرار  ارائه شده( 7تا ) ( 5هستند. این روابط در معادلات )

به ذکر است که مقادیر مثلثاتی زاومی دست  اند، مستقیماً از مشتق تابع هندسی سهمی بهکار رفتهکه در این معادلات به  θیه  گیرند. لازم 

 .نماید؛ این انسجام، تداوم منطقی تحلیل هندسی و مکانیکی را تضمین میآیندبه دست می(  4تا ) ( 2روابط ) ازآمده و 

(5 ) ( ) cos( ) sin( )x x yN P P = − −  

(۶ ) ( ) sin( ) cos( )x x yV P P = − +  

(7 ) ( )2

( )x x y zM P ax bx P x M= − + + +  

 

 مرتبه دوم  یسهم  ری خورده در تاز مقطع برش  کیشمات ینما:   2شکل 

 های تیرمکان های داخلی و تغییر نیرو -3
متناظر    یسخت  سیطور معادل، هر ستون( از ماتربه  ایمحدود، هر سطر )   یدر روش اجزا  یسخت  سیماتر   بنیادین  فیبر اساس تعر

  ی درجات آزاد   ر یکه سا  یمشخص، در حال  یدرجه آزاد  کیمکان واحد در    رییتغ  کیاست که در پاسخ به اعمال    ییروها یاز ن  یا با مجموعه

است که    هاییروی متناظر با ن  یسخت  س ی ام از ماترi  ستون  تر،قی دق  انی. به ب شوندیم  جادیالمان ا  ینقاط گره  راند، دمانده  یباق  رییبدون تغ

  د ی پد  یها و درجات آزادگره  ریدر مقدار صفر، در سا  یدرجات آزاد  ریداشتن سا، و نگهi  یمکان واحد در درجه آزاد  رییتغ  کی اعمال    یازابه
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از اعمال   یناش  یگره  یهاالعملو عکس  یداخل  یروهای ن  لیاست تحل  یکاف  ،یسخت  سی منظور استخراج کامل ماتراساس، به  نیا  بر  .دینآیم

از   کی شوند. هر  یگردآور  روی ن ی حاصل در قالب بردارها جی صورت جداگانه انجام شده و نتابه ،یاز درجات آزاد  ک یمکان واحد در هر  رییتغ

  ی سخت   سیها، ساختار کامل ماتربا کنار هم قرار گرفتن آن  ت،ی نقش کرده و در نها  یفای ا  یسخت  سیستون از ماتر   کی  نعنوابردارها به  نیا

و    یکرنش  یانرژ   قیمحاسبه دق  ازمندی ن  ،یسهمو   دهیخم  یرهایمانند ت  یرخطیغ  یهادر هندسه  ژهیوبه  ند،یفرآ   نیالمان حاصل خواهد شد. ا

در این پژوهش، از اصل کار مجازی برای محاسبه دقیق انرژی کرنشی و در   است. یمجاز  ی روش انرژ ی هیابر پ یکیاعمال اصول تعادل استات

درایه استخراج  بهنتیجه  )یا  محاسبه سطر  برای  اساس،  این  بر  است.  استفاده شده  ماتریس سختی  ماتریس  های  از  اول  معادل ستون(  طور 

جابه باقی میسختی، سیستم تحت یک  مقید )صفر(  وضعیت  در  آزادی  درجات  سایر  و  اول قرار گرفته  آزادی  درجه  در  واحد  مانند.  جایی 

شود. پیکربندی حاصل  در راستای درجه آزادی مورد نظر اعمال می Pر ازی، یک بار متمرکز فرضی به مقداجایی مجمنظور ایجاد این جابهبه

   .نمایش داده شده است  3شکل  از این بارگذاری مجازی در

 

 المان ی سخت سیاول جهت استخراج سطر اول ماتر یدرجه آزاد یمتمرکز در راستا یرو ی اعمال ن:  3شکل 

با استفاده از روابط تعادل   یی تنهاآن به  میمستق  لیاست، تحل  ینیدو درجه نامع  ی دارا  3شکل    شده در با توجه به آنکه سازه ارائه

  ن ی. بر اشود یاستفاده م جمع آثار ، از اصل Pاز اعمال بار  یناش ی هاالعملسازه و محاسبه عکس ن یا ق ی دق لیمنظور تحلنخواهد بود. به یکاف

  ی گاههیتک  یها العملعکس  ای یخارج  ی از بارها یکیدر هر حالت تنها   گردد؛یم م ی، سازه به سه حالت مستقل تقس4شکل اساس، مطابق با 

صورت  ابتدا به  یهاگاههیوارد شده است و تک  Pمتمرکز    یروی (، تنها نالف-4شکل  حالت اول )  در .شوندیاثرات حذف م  ریاعمال شده و سا

به سازه وارد   شود،یداده م شینما 1Rکه با   گاه،هیالعمل تک عکس عمودی   یروی (، تنها نب-4شکل  اند. در حالت دوم )آزاد در نظر گرفته شده

سه حالت،    نی حاصل از ا  جی. با جمع نتاگذاردی، بر سازه اثر م2Rبا نماد    گاه،هی(، فقط لنگر تکج -4شکل  در حالت سوم )  ت،ی. در نهاشودیم

در    شدهلیاز حالات تحل  کی در هر    یداخل  یروهای ن  توانی، م(7) تا    (5) با استفاده از روابط    قابل محاسبه خواهد بود.  یسازه اصل  یپاسخ کل

. در  باشندیم ی در امتداد طول المان سهمو ی و لنگر خمش یبرش ی روین  ،یمحور  یرو یشامل ن یداخل یروها ین  نی را محاسبه نمود. ا 4شکل 

قابل    ل،یاز سه حالت تحل ک یدر هر  ر ی ت ی در ابتدا جادشده یمکان ا ریی تغ ،یکرنش ی انرژاصل  یر یکارگ و به ر یمقاد ن ی از ا ی ری گادامه، با بهره

 . باشندیدر طول المان م یکرنش  یاز انرژ  یری گانتگرال یهیها بر پامکان ریی تغ نی نحوه محاسبه ا  انگریب (8)محاسبه خواهد بود. روابط  
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 (الف)

   
 (ج) ( ب )

، )الف( تیر طره تحت نیروی افقی، )ب( تیر طره تحت نیروی قائم، )ج( تیر  جمع آثاربه سه حالت مستقل بر اساس اصل  نی سازه نامع  هیتجز:  4شکل 

 طره تحت لنگر خمشی 

(8 ) 

1 1 1

2 2 2

1 1 1

3 3 3

2 2 2

 d

 d

 d

i i s i
ix

s

i i s i
iy

s

i i s i
i

s

N N M M f V V
s

EA P EI P GA P

N N M M f V V
s

EA R EI R GA R

N N M M f V V
s

EA R EI R GA R








   
= + + 

   

   
= + + 

   

   
= + + 

   







 

، و چرخش حول محور  y، محور xمحور  یام در راستاi یمکان سازه ریی تغ یها مؤلفه انگر یب ب یترتبه ϕiδو  ixδ ،iyδ ری شده، مقاددر روابط ارائه

بر صفحه خمش   ، یمحور   ی روین   هنده دنشان  بی به ترت  iMو    iN  ،iV  ینمادها  ن،ی . همچنباشندیالمان م  یی)دوران( در محل ابتدا  یعمود 

لنگر خمش  یبرش  یرو ین سازه  جادشدهیا  یو  الاست  بی ترتبه  GAو    EI  ،EA  بیضرا   ام هستند.i  یدر    ی مدول سخت  ،یخمش  تهیسیمدول 

هستند که در    یی هاالعملو عکس  روهای همان ن  زی ن  2Rو    P  ،1R  ر یمقادضریب اصلاح برشی است.    sfو مقدار  بوده    ی و مدول برش  یمحور 

به هندسه منحن .شوندیلحاظ م  جمع آثاراند و در محاسبات اصل  صورت مجزا در سه حالت مختلف وارد سازه شدهبه 4شکل     ی با توجه 

شده    فیتعر  dsبر حسب طول قوس    ه یاول  یری گانجام شود. از آنجا که انتگرال  یری گانتگرال  ندی در فرآ  ریمتغ  ریی لازم است تغ  ،یالمان سهم

 :شودیم یسی بازنو  (9رابطه ) به صورت   ds لیفرانس ید ،یطول قوس و مختصات افق نی است، با در نظر گرفتن رابطه ب

(9 ) 
d

d
cos( )

x
s


=  

به    یاز مختصات قوس  زی ن  یری گبازه انتگرال  ن،ی. بنابرا باشدیم  ری نسبت به محور افق در هر نقطه از ت  یمماس بر منحن  هیزاو  θدر آن    که

در هنگام    ژه ی وبه  ،یلیو تحل  یمحاسبات عدد   ل یموجب تسه  ر یمتغ  ر ییتغ  ن ی. ا ابدییم  رییتغ  x=Lتا    x=0شده و از    ل یتبد  یمختصات افق

تا  (  2)در معادلات    شدهیمعرف  یبا توجه به روابط مثلثات  خواهد شد.  ،یگاوس  یر یگمانند انتگرال  یعدد  یر یگانتگرال  یهااز روش  ادهاستف

  ی هایدگیچیبا پ (8)در رابطه   یداخل  یروها یمربوط به ن  ی هاانتگرال یلیمحاسبه تحل ،یسهمو  ری ت یرخطی ها به هندسه غآن یو وابستگ ( 4)

ا  یتوجهقابل از  است.  افزا  رو،نی همراه  منظور  پ  شی به  و کاهش  محاسبات  انتگرال  ،یلیتحل  یهایدگیچیدقت  گاوس    یعدد  یر یگ از روش 

 روش ارائه خواهد شد.  نی از اصول و مراحل ا ی. در ادامه، شرح مختصر شودیها استفاده مانتگرال ن یمحاسبه ا ی برا
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 گاوس یری گروش انتگرال  -4
روش  یکی گاوس    یعدد  یر یگ انتگرال  دق  یهااز  و  مهندس  نیمع  ی هاانتگرال  بی تقر  یبرا   قی پرکاربرد  مسائل  مکان  یدر    ک یو 

  ر ی مقاد  یمجموع وزن  ق یمقدار انتگرال از طر  بتقری   و  [1,1-]به دامنه مرجع    یر یگبازه انتگرال  ر ییبر تغ  یروش مبتن  نی است. ا  یمحاسبات

 ( است.  ی)نقاط گاوس  یری گونهتابع در چند نقطه نم

(10 ) 
1

1
1

( )d ( )
n

i i

i

f w f  
−

=

  

نمونه  iξآن    در و    یهایاچندجمله  ی هاشهی)ر   یری گنقاط  لژاندر(  ا  یهاوزن  iwمتعامد  به  به  نیمربوط  که  هستند  صورت  نقاط 

  ابد ییم  شیافزا   یتوجهطور قابلبه  یر یگتعداد نقاط نمونه  شیروش با افزا  نی اند. دقت ادر دسترس  nدرجات مختلف    یبرا  شدهیبندجدول 

  ی ری گپژوهش، از انتگرال  نیدست آورد. در ااز مقدار انتگرال به  یقیدق  اریبس   بی تقر  توانیتوابع با رفتار هموار، تنها با چند نقطه م  یو برا

برا انرژ   یگاوس  دق  یکرنش  یمحاسبه  استخراج  است.  یسخت  سیماتر  یهاهیدرا  قی و  ادامه،  استفاده شده  و   ریمقاد  1جدول  در    در  نقاط 

انتگرال  ی هاوزن برا   ی ری گروش  گاوس  nمختلف    ری مقاد  یگاوس  نقاط  ا ی)تعداد  است.  شده  ارائه  نمونه  نی (  نقاط  شامل  و    یر یگ جدول 

را    یمحاسبات عدد  قت ها، ددر محاسبات انتگرال  ریمقاد  ن یاست. استفاده از ا   3تا    1از    nمختلف    ری مقاد  ینقاط برا  ن یمربوط به ا  یهاوزن

توجه قابل  طور  تقر  دهدیم  شیافزا   یبه  امکان  مقاد  یترقی دق  بی و  م  ری از  فراهم  را  نظر  ا   .آوردیمورد  برا  ن یدر    ی محاسبه  ی پژوهش، 

 یگاوس با سه نقطه استفاده شده است. انتخاب سه نقطه گاوس  یعدد  یر یگاز روش انتگرال  ،یداخل  یروهای و ن  یکرنش  یانرژ  یها انتگرال

م  یتعادل و هز  انیمناسب  م  یمحاسبات  ینهیدقت  برا   آوردیفراهم  در هندسه  دیتوابع پد  یو  تقر  یسهم  یآمده  دو،  از    یقی دق  بی درجه 

 . دهدیها ارائه مانتگرال

 n [23] مختلف ری مقاد یگاوس برا  یریگانتگرال  یهانقاط و وزن :  1جدول  

wi i n 

2 0 1 

1 ±
3

3
 2 

8

9
, 

5

9
 0, ±√0.6 3 

 یاصول انرژ هیبر پا یسخت سیاستخراج ماتر -5
  ط ی و با در نظر گرفتن شرا  شده لیاز سه حالت تحل  کی هر    یبرا   ریت  ییدر محل ابتدا  یو دوران  یعمود   یهارمکانییبا محاسبه تغ 

  ی هاقائم و مجموع دوران  رمکانییمجموع تغ  ط،یشرا  نیاعمال نمود. بر اساس ا  هارمکانییتغ  نی بر ا  یود یق  توانیم  ،یسازه اصل  یگاههیتک

  ود، یاز ق   یناش  یهاالعملعکس  ریها، مقادکه با حل آن  د یآیدست مدو معادله به  ها،یتساو  ن یبرابر صفر باشد. از ا   دیحاصل از سه حالت با

 . گردندیمحاسبه م Pمتمرکز  یروی از ن ی، به صورت تابع2Rو  1R یعنی

(11 ) 1 2 3

1 2 3

0

0

y y y

  

  

  

+ + =

+ + =
 

  ز یرا ن  Pمتمرکز  ی روی مقدار ن توانیم  ، یگاههیتک ط یاز حل همزمان دو معادله حاصل از شرا 2Rو  1Rواکنش  یروها ین  ر یمقاد ن ییپس از تع

مجموع    ا )که برابر ب  ر یت  یینقطه ابتدا  ی افق  رمکان ییکه تغ  شود یدر نظر گرفته م  ی، شرط(12) منظور، مطابق رابطه    نی ا  ی دست آورد. برابه

  ن ی در ا  2Rو    1R  ری مقاد  یگذاریواحد فرض شود. با جا  کیاست( برابر با   4شکل  مطابق    یجزئ  یحاصل از سه سازه  یافق  ی هارمکانییتغ
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دق مقدار  ا  P  قی رابطه،  بود.  خواهد  محاسبه  اعمال    ندیفرآ  نیقابل  با  متناظر  واقع  آزاد  واحد  مکان تغییر  کیدر  درجه  جهت  و    یدر  اول 

 است.  یبارگذار  نی تحت ا ستمی س پاسخاستخراج  

(12 ) 
1 2 3 1x x x  + + =  

به واکنش  یگذاریو جا  P  یروی مقدار ن  یپس از محاسبه   ن یبه ا  .ند یآیدست مبه  زین  2Rو    1R  ریمقاد  ،یگاههیتک  یها آن در روابط مربوط 

در   یی واحدمتناظر با جابجانیرو    انگریب  Pکه مقدار    یاگونهبه  شوند؛یاستخراج م  یسخت  سیاول ماتر  فینخست از رد  یسه مؤلفه  ب،یترت

  ر ی خواهد بود. سا  یالعملممان عکس  ی دهندهنشان  2Rو مقدار    ،ییجابجا   نی از ا  یناش  عمودیمتناظر با واکنش    1Rاول، مقدار    یآزاددرجه  

  ی سخت  سیاول ماتر  فی کل رد  جه،یدست آمده و در نتبه  (13) طبق روابط    یکیتعادل استات  طیاز شرا   یری گبا بهره  زی اول ن  فیرد  یهامؤلفه

 . گرددیم نیی طور کامل تعبه

(13 ) 

( )

11

12 21 1

13 31 2

14 41 11

15 51 12

2

16 61 11 12 13

S P

S S R

S S R

S S S

S S S

S S S aL bL S L S

=

= =

= =

= = −

= = −

= = + − −

 

درایه اول ماتریس سختی    استخراج شدند.   یسخت  سی و ستون اول ماتر  سطرمتناظر با    یهافوق، مؤلفه  یبا انجام مراحل محاسبات

آمده است. آزاد  ری واحد در سا  ییصورت مشابه، با اعمال جابجابه  در پیوست  و    یبر اصل انرژ   یمبتن  کردیو استفاده از همان رو  ی درجات 

آثار ن  یسخت  سیماتر   یهامؤلفه  ریسا  توانی م  ،جمع  نها   زی را  در  تکم  ت،یمحاسبه کرد.  ماترو ستونسطر  تمام    لیبا  کامل   یسخت  سی ها، 

 . دیآیدست مبه حی صورت صردرجه دو به یبا هندسه سهم  ریالمان ت

 عددی  هاینمونه -6

قرار   یشده مورد بررساستخراج یسخت سی دقت ماتر یابیو ارز  یسنجمنظور صحتبه  یعدد  یهااز مثال یابخش، مجموعه ن یدر ا

)گرفته نخست  مثال  سه  مقا3-۶تا    1-۶  هاینمونهاند.  به  ماتر  یهاپاسخ  سهی(  از  نتا  یشنهادیپ  یسخت   سیحاصل    ی لیتحل  قیدق   جیبا 

و    تردهیچ یپ  طی( با شرا 5-۶و    4-۶  هاینمونه)  گریروش مشخص شود. در ادامه، دو مثال د  نی اعتماد ا  تی تا دقت و قابل  اندافتهیاختصاص  

 اند. مختلف، ارائه شده یمرز  طیها و شرا هندسه  لیدر تحل سی ماتر ن یا ی گستره کاربرد و توانمند ش یمنظور نمامتنوع، به یها یبارگذار 
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 تحت بار متمرکز میانی  تیر سهمی دو سر گیردار -1-6

تکیه و  دوم  مرتبه  هندسه سهمی  با  تیر خمیده  میگاهیک  بررسی قرار  مورد  انتها  دو  در  گیردار  در    گیرد.های  تیر    5شکل  این 

شده داده  با  است.    نمایش  برابر  آن  عرض  که  بوده  مستطیلی  نوع  از  تیر  آن    in 1مقطع  ارتفاع  مدول   in 6و  است.  شده  گرفته  نظر  در 

با   برابر  تیر  مصالح  بارگذاری بهمی  2k/in  30000الاستیسیته  مقدارباشد.  با  متمرکز شعاعی  نیروی  دهانه    10k  صورت یک  میانی  نقطه  در 

تابع سهمی   توسط  تیر  است. هندسه خمیده  ا   شود.توصیف می  = x 2x 041670.00-y 0.2 +اعمال شده  به  توجه    ر ی مقاد  یتمام  نکهیبا 

  نچ یواحد، بر حسب اصورت منسجم و همبه  ز ین  ری هندسه ت  یکنندهفیتعر  یاند، تابع سهمشده  ان یب  نچ ی مکان بر حسب ا  ریی و تغ  یسخت

است.   م یتنظ اثر    شده  تحلیل،  این  در  است.  متمرکز  بار  اعمال  محل  در  درست  تیر،  میانی  نقطه  در  تغییرمکان  محاسبه  تحلیل،  از  هدف 

  ی در عدد ی سازمدل های ناشی از خمش و نیروهای محوری است.های برشی نادیده گرفته شده و تمرکز صرفاً بر روی تغییرمکانتغییرشکل

 .گرددو دقت مناسبی در تعیین پاسخ سازه فراهم میانجام شده  یبا استفاده از دو المان سهماین مسئله 

. 

 در وسط دهانه  یو بار متمرکز شعاع   رداریبا دو سر گ  یسهم  دهیخم ری ت:  5شکل 

 .ارائه شده است 2جدول در  رداری دو سر گ یسهم یرت یبار برا   ریمکان ز  ر ییتغ جی نتا یسهیمقا

 دهانهان یدر م یتحت بار متمرکز شعاع رداری دو سر گ یسهم  ر یدر وسط ت یمکان شعاع ریی تغ :  2جدول  

[ 21] پژوهش مرجع  خطا  نوع اثرات در نظر گرفته شده  پژوهش حاضر  

 فقط اثر خمشی  10-4×6.793 10-4×6.701 1.33%

 اثرات خمشی و محوری   10-3×1.239 10-3×1.231 0.65%

 ی گاههیتک طیو شرا یمختلف بارگذار یها یکربندیبا پ یسهم ریت -2-6

که تحت تأثیر سه نوع بار متمرکز در وسط   است  نمایش داده شده x 20.02 x- = y 0.8 +هندسی با معادله  یسهم ریت  ،۶شکل در 

و دو سر مفصل، انجام شده و هدف از    گیردارگاهی، شامل دو سر  دهانه مورد بررسی قرار گرفته است. این تحلیل برای دو نوع شرایط تکیه

تغییرمکان مقایسه  و  محاسبه  برای نسبتآن  تیر،  میانی  نقطه  در  دوران  و همچنین  افقی،  و  استهای عمودی  مختلف  شعاع    .های لاغری 

و مدول برشی  10E×10.5=6و برای تحلیل، مدول الاستیسیته خمشی  می باشد 1، عرض مقطع نیز برابر 25برابر   ϕ 0=انحنای تیر در محل 
6=4×10G  شده در پژوهش  آمده از تحلیل با مقادیر گزارشدستنتایج بهبرای تحلیل این تیر از دو المان استفاده شده است.  اند.  فرض شده

 .شوند تا دقت و کارایی مدل پیشنهادی مورد ارزیابی قرار گیردمقایسه می 3جدول در مرجع 
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 متمرکز در وسط دهانه  یبا بارگذار یسهم ری ت:  6شکل 

 متفاوت  یگاه هیتک طیمختلف و شرا یهای تحت بارگذار یسهم ری مکان در وسط ت ریی تغ  ریمقاد:   3جدول  

حداکثر  

 خطا
 پژوهش حاضر  [ 22] پژوهش مرجع 

R/t zM yP xP 
شرایط تکیه  

 گاهی
 v u  v u 

0.11% -6.016E-8 0 4.743E-7 -6.017E-8 0 4.738E-7 5 

0 0 1 

 دو سر ساده

0.28% -6.461E-5 0 2.145E-4 -6.463E-5 0 2.139E-4 50 

0.24% -5.171E-4 0 1.700E-3 -5.173E-4 0 1.696E-3 100 

0.15% 0 1.352E-6 0 0 1.350E-6 0 5    

0.73% 0 3.148E-4 0 0 3.125E-4 0 50 0 1 0 
0.77% 0 2.453E-3 0 0 2.434E-3 0 100    

0.02% 3.287E-8 0 -6.016E-8 3.287E-8 0 -6.017E-8 5    

0.03% 3.143E-5 0 -6.461E-5 3.143E-5 0 -6.463E-5 50 1 0 0 
0.02% 2.513E-4 0 -5.172E-4 2.513E-4 0 -5.173E-4 100    

0.15% -3.060E-8 0 3.324E-7 -3.062E-8 0 3.319E-7 5 

0 0 1 

 دو سر گیردار 

0.54% -3.300E-5 0 8.441E-5 -3.301E-5 0 8.395E-5 50 

0.56% -2.641E-4 0 6.603E-4 -2.643E-4 0 6.566E-4 100 

0.15% 0 1.341E-6 0 0 1.339E-6 0 5    

1.33% 0 2.184E-4 0 0 2.155E-4 0 50 0 1 0 
1.44% 0 1.662E-3 0 0 1.638E-3 0 100    

0.07% 2.671E-8 0 -3.060E-8 2.671E-8 0 -3.062E-8 5    

0.03% 2.374E-5 0 -3.300E-5 2.374E-5 0 -3.301E-5 50 1 0 0 
0.08% 1.897E-4 0 -2.641E-4 1.897E-4 0 -2.643E-4 100    

آمده در  دستاند و اختلاف مقادیر بهمقایسه شده  [ 22] شده در پژوهش مرجع  های ارائهنتایج حاصل از تحلیل این مثال با داده

 اقعی تیرهای منحنی است. خطای دورانو  های پاسخ  بازتولید  در   پیشنهادی   مدل  بالای   دقت  بیانگر   که   است   بوده   ٪ 1اغلب موارد کمتر از  

(ϕ) های دورانی است. بیشترین خطا در  بینی دقیق تغییرشکلدهنده توانایی بالای مدل در پیشها کمتر بوده که نشاننسبت به جابجایی

لاغری نسبت  و  گیردار  از    R/t=100  شرایط  نیز  آن  مقدار  که  شده  مشاهده  عمودی  بار  محدوده   ٪1.44تحت  در  همچنان  و  نرفته  فراتر 

دهد که با افزایش لاغری، مقادیر جابجایی نیز افزایش  نشان می   R/t=5،50،100  قبول قرار دارد. علاوه بر این، بررسی تأثیر نسبت لاغریقابل

 تر است. های نازکیابند، که این نتیجه کاملاً منطبق با رفتار مورد انتظار سازهمی
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 در رأس لنگر متمرکز یو بارگذار  کسانی  یبا لاغر یسازه مرکب از سه قوس سهم لیتحل -3-6

سازه این بخش،  از سه قوس سهمیدر  متشکل  میای  تحلیل قرار  مورد  مطابقشکل  )المان    ،7  شکل  گیرد.  میانی  هندسه قوس 

اند. المان میانی  سازی شدهمدل   2y=−xقوس تابع  صورت نیمتعریف شده و دو قوس جانبی )المان دوم( هر کدام به  2y=−0.25xاول( با تابع  

و    0R 0.5=یهای جانبی دارای شعاع انحنااست، در حالی که المان   t=0.01و ضخامت    20R=در مرکز سازه قرار گرفته و دارای شعاع انحنای  

در این تحلیل، یک گشتاور متمرکز به    .است   200در هر دو نوع المان یکسان و برابر با    t/0Rباشند. نسبت لاغری  می    t=0.0025ضخامت  

نیکی مقطع، نظیر  سایر مشخصات مکادر این مثال از اثر برش صرفه نظر شده است و  شود.  در رأس قوس مرکزی اعمال می  zm 2=مقدار  

رأس  محاسبه تغییرمکان عمودی و دوران  اند. هدف از این مطالعه،  منظور شده  2-۶  شده در مثالهمانند شرایط تعریف  مدول الاستیسیته

 .این نوع بارگذاری است تحت اثر 

 

 ی ان ی گشتاور متمرکز در رأس قوس م یبا بارگذار شکلی از سازه متشکل از سه قوس سهم کی شمات ینما:  7 شکل

شده  استفاده یلیکه روش تحل  دهدینشان م  %0.4کمتر از   ی خطای در هر دو خروجمشخص شده است،  4جدول  همانطور که در 

بالا نتا  یی در پژوهش حاضر از دقت  با مرجع معتبر    جی برخوردار است و  ها  قوس  یکی زی با وجود تفاوت در ابعاد ف  دارد.  یهمخوان  [ 22]آن 

کنترل    تیموضوع اهم   نی ها شده است. امشابه در المان  یکی ( منجر به رفتار مکانt/0R)  یبودن نسبت لاغر  کسانی)شعاع انحنا و ضخامت(،  

 . دهدیمرکب نشان م یها سازه لیرا در تحل بعدیب یپارامترها 

 قوس سهمی   3های راس سازه متشکل از : تغییرمکان   4جدول 

[ 22] پژوهش مرجع  خطا  تغییرمکان  پژوهش حاضر  

0.06% -104.265 -104.327 u 

0.38% 19.881 19.805  

 تحلیل تیر سهمی شکل تحت بار متمرکز و شرایط تکیه گاهی مختلف  -4-6

بار    کی  ری درجه دو است که تحت تأث  یسهم  یآزاد با انحنا   سرکیو    رداری گ  سرکی  ری ت  کی  الف-8شکل  شده در  نشان داده  ریت

شده    فیتعر  2x 2y = − 0.3x +صورت  به  ریآزاد خود قرار دارد. معادله هندسه ت  ی( در انتهاP=1kN)  وتنی لونیک  1به مقدار    یمتمرکز عمود 

بازه ]  در  ت 0,۶است که  مقطع  دارد.  و    مستطیلی شکل  ری[ قرار  برابر  بوده  ترتیب  به  آن  ارتفاع  و  مدول   متر یسانت  15  و  10عرض  است. 

  ی هامکانرییتغ  افتن ی. هدف  فرض شده است   =0.3در این مثالدر نظر گرفته شده است.  گاپاسکالیگ  210برابر با    ری مصالح ت  تهیسیالاست

  5جدول در  یسهمو  ری ت ل یحاصل از تحل یعدد  یهاپاسخ . باشدیدوران( م و  ی عمود  کانم ر ییتغ v ،یمکان افق ریی تغ u)   ری آزاد ت یانتها
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  ش ی کاررفته نمابه  یهابر حسب تعداد المان  شده کیمختلف تفک  یهارا در حالت  ر یآزاد ت  یانتها   رمکان ییتغ  ر یجدول مقاد  نی اند. اارائه شده

موارد    یخطا در تمام  زانیبرخوردار بوده و م  یقبولبلها از دقت قا المان، پاسخ  کیبا استفاده از تنها    یکه حت  دهندینشان م  جی. نتادهدیم

.  ابد ییکاهش م %0.1کمتر از  ریو خطا به مقاد افته یبهبود   یطور قابل توجهبه ج ی ها به دو، دقت نتاتعداد المان ش یاست. با افزا %5کمتر از 

به    ک ینزد  اریبس  ی هابا استفاده از تنها دو المان، پاسخ  هک  یا گونهشده است، بهاستخراج  یسخت  سیماتر   یو دقت بالا  ییکارا  انگریامر ب  نیا

  ، یهندس  یدگیچ یدرجه دو، با وجود پ  یسهم  ر یت  ی شده برااستخراج  یسخت  سیکه ماتر   کندیم  دییتأ  5جدول   .د یآیبه دست م  دقیقحل  

 کند.   دیتول قیدق ییهاپاسخ  زین  یالمان ک یبا حداقل تفک یکند و حت  ییسازه را بازنما یکی قادر است با دقت بالا رفتار مکان

 
 ()الف

  
 (ج) (ب)

، )الف( تیر یک سر گیردار، )ب( تیر دو سر گیردار، )ج( تیر دو  گاهی متغیر تیر با انحنا سهمی شکل تحت اثر بارگذاری متمرکز و شرایط تکیه :  8شکل 

   سر ساده 

با همان    گرید ری ت دو ن،یشی در مثال پ  شدهیبررس ی کنسول ر یشده، علاوه بر تارائه یسخت س یتر عملکرد ماترجامع یمنظور بررسبه

  گر ید  ری دو تج  -8شکل  ب و  -8شکل  مشابه    د،یجد  یمجموعه  نی . در امورد بررسی قرار می گیرند   زی هندسه و مشخصات مقطع و مصالح ن

دو سر  به مدل  گیردارصورت  مفصل  دو سر  در آنشده  یسازو  و  بارگذار اند  ن   یها  اعمال  مقدار    یعمود  یرو ین  ،یافق  یرو یبه شکل    1به 

 در نظر گرفته شده است.  ری ت رأسدر نقطه   متر وتنیلونیک  1  به مقدارو لنگر متمرکز  وتنیلون یک

 یک سر گیردار  ری ت قیدرجه دو با پاسخ دق یسهم  ری ت یو دوران انتها رمکان ییتغ  جینتا سهیمقا:   5جدول 

 های ماتریس سختی ارائه شده پاسخ  پاسخ دقیق  خطا
 تعداد المان 

 v u  (deg) v (mm) u (mm)  (deg) v (mm) u (mm) 

0.56% 0.22% 3.75% 0.260 -19.445 -3.350 0.258 -19.402 -3.224 1 

0.00% 0.01% 0.06% 0.260 -19.445 -3.350 0.260 -19.446 -3.352 2 
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ا از  توانا   یابیارز  ها،لیتحل  نی هدف  و  شرا   یسخت  سیماتر  ییدقت  بارگذار   یمرز   طیدر  نوع  است.  یو  در  ارائه  جینتا   متنوع  شده 

در  به و    ۶جدول   مشابه،  ت  .Error! Not a valid bookmark self-referenceطور  بارگذار   ریکه پاسخ  اثر  مفصل تحت  قله   یدو سر  در 

  توجهی قابل  حد  به  هاپاسخ  دقت  المان،  چهار  با  و  بوده  %5.56برابر    یشده است، با دو المان حداکثر خطا در مؤلفه افق  ی( بررسج-8شکل  )

دست  با دقت بالا به  یی هاپاسخ  توانیم  ز یبا تعداد کم المان ن   ی که حت  دهندینشان م  جی نتا  ن یاند. اشده  زی و خطاها عملاً ناچ  افته ی  شی افزا

 .است یسهم یبا انحنا ی رهای ت لیدر تحل یشنهادیپ  یسخت س یماتر یبالا ییکارا   انگریب هآورد ک

  ز ین   یگاههیو تک   یمختلف بارگذار  طیدرجه دو، در شرا  یسهم  ری ت  یشده برااستخراج  یسخت  سی که ماتر  دهندی نشان م  7جدول 

که    شودی(، مشاهده مب-8شکل  تحت بار در قله است )  رداری سر گدو  ر یکه مربوط به ت  ۶جدول  . در  دهدیاز خود نشان م  یقیعملکرد دق 

ها به  تعداد المان  شیبا افزا  کهیشده است، در حال رمکانییتغ افقی مؤلفه در  %2.86حداکثر  یمنجر به خطا  یاز تنها دو المان سهم استفاده

 . اندافتهی کاهش  %0.05خطاها به کمتر از  یچهار، تمام

 دو سر گیردار  ری ت قیدرجه دو با پاسخ دق یسهم  ری ت وسطو دوران  رمکانیی تغ  جینتا سهیمقا:   6جدول  

 های ماتریس سختی ارائه شده پاسخ  پاسخ دقیق  خطا
 تعداد المان 

 v u  (deg) v (mm) u (mm)  (deg) v (mm) u (mm) 

0.26% 1.75% 2.86% 0.00240 -0.01548 -0.01179 0.00239 -0.01521 -0.01213 2 

0.00% 0.03% 0.05% 0.00240 -0.01548 -0.01179 0.240 -.015547 -0.01180 4 

در  به مشابه،  ت  .Error! Not a valid bookmark self-referenceطور  پاسخ  بارگذار   ری که  اثر  مفصل تحت  سر  قله    یدو  در 

  توجهی قابل  حد  به  هاپاسخ  دقت  المان،  چهار  با  و  بوده  %5.56برابر    یشده است، با دو المان حداکثر خطا در مؤلفه افق  ی( بررسج-8شکل  )

دست  با دقت بالا به  یی هاپاسخ  توانیم  ز یبا تعداد کم المان ن   ی که حت  دهندینشان م  جی نتا  ن یاند. اشده  زی و خطاها عملاً ناچ  افته ی  شی افزا

 .است یسهم یبا انحنا ی رهای ت لیدر تحل یشنهادیپ  یسخت س یماتر یبالا ییکارا   انگریب هآورد ک

 دو سر مفصل  ریت قیدرجه دو با پاسخ دق  یسهم ری و دوران وسط ت  رمکانییتغ  جینتا سهیمقا:   7جدول 

 های ماتریس سختی ارائه شده پاسخ  پاسخ دقیق  خطا
 تعداد المان 

 v u  (deg) v (mm) u (mm)  (deg) v (mm) u (mm) 

0.25% 1.22% 5.56% 0.002134 -0.01896 -0.00709 0.002129 -0.01873 -0.00749 2 

0.00% 0.02% 0.10% 0.002134 -0.01896 -0.00709 0.002134 -0.01895 -0.00711 4 

 تحت بارگذاری متمرکز در نقطه اتصال تحلیل تیر متشکل از دو المان سهمی شکل  -5-6

گیرد. معادله هندسی در این مثال، یک تیر منحنی متشکل از دو المان پیوسته با انحنای سهمی درجه دو مورد بررسی قرار می

  3.3x+4.5−2y=0.6xقرار دارد. بخش دوم تیر نیز دارای تابع هندسی   [0,1.5]تعریف شده و در بازه 1.5x2y=−0.6x+صورت بخش اول تیر به

توسعه    یحالت  یبر مبنا   ،یسخت  سیمحاسبه ماتر  یشده برا ذکر است که تمام روابط استخراج  انیشا  دهد.را پوشش می   [1.5,3]بوده و بازه  

بنابرا  یکه در آن مبدأ دستگاه مختصات در ابتدا  اندافتهی لازم است  باشد،  می  [1.5,3]  در مورد المان دوم که بازه آن   ن،ی المان قرار دارد. 

اعمال ا  نی ا  یشده، ابتدا محور مختصات به ابتدااز استفاده از روابط استخراج  شیپ روز  به  یتابع هندس  ر،ییتغ  نیالمان منتقل شود. پس از 

  ی لیتحل  یحفظ دقت محاسبات و سازگار   یمرحله برا  نی . اردی پذیالمان دوم انجام م  یبرا  یسخت  سیشده و با استفاده از آن، محاسبه ماتر

بارگذاری تیر شامل سه نیروی متمرکز در محل اتصال دو المان    .نشان داده شده است  9شکل  شکل کلی تیر در  است.    یها ضرور المان  نیب
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نقطه افقی  می(  x=1.5m)در  نیروی  یک  شامل  که  عمودی    1باشد  نیروی  یک  مقدار    1کیلونیوتن،  به  متمرکز  لنگر  یک  و    1کیلونیوتن 

 شده است.  محاسبه  m 0.833برابر  (R₀) تیر رأسشعاع انحنای نسبی در   متر است.کیلونیوتن

لاغری اثر  ارزیابی  به ضخامت،  برای  شعاع  مختلف  نسبت  سه  در  است:   (R/t) تحلیل  گرفته  به  100و    50،  2انجام  ترتیب  که 

می باشد.   4-۶مابقی مشخصات مقطع همانند مثال  .باشندای میهای بسیار ضخیم، معمولی و بسیار لاغر در رفتار سازهدهنده وضعیتنشان

دست آمده و در ادامه مورد مقایسه و های انتقالی و دورانی در محل بارگذاری برای هر سه حالت لاغری بههای سازه از نظر تغییرمکانپاسخ

گرفت خواهند  قرار  بار    .تحلیل  اعمال  محل  در  مکان  تغییر  واکنشنتایج  تکیهو  سهمیگاهی  های  تیر  برای  بارگذاری  دورا  اثر  تحت  تکه 

اند.  ارائه شده گاهی متفاوت و در سه نسبت مختلف شعاع به ضخامتتکیه  شرایطاین مقادیر برای    .شودداده مینشان    8جدول  در    متمرکز 

گردد. همچنین، سیستم  ها میها( موجب افزایش محسوس تغییرمکان)لاغرتر شدن المان  R/tدهد که افزایش نسبت  مقایسه نتایج نشان می

دهد که بیانگر افزایش سختی کلی سیستم در  های کمتری نسبت به حالت دو سر مفصل از خود نشان میهای گیردار تغییرمکانگاهبا تکیه

است گیردار  تغ  .حالت  بر  بارگذار   ی هارمکانیی علاوه  از  شده  8جدول  در    زی ن  ی گاههیتک  یها واکنش  ر ی مقاد  ،یحاصل  ا گزارش    ن ی اند. 

  د ییرا تأ یعدد  لیصحت تحل ،یکیتعادل استات طیها با شرابوده و تطابق آن  یاعمال ی در تحمل بارها گاههیدهنده سهم هر تکها نشانواکنش

 .کندیم

 تکهدوی سهم ریت یبراگاهی های تکیهو واکنش در محل اعمال بار  رمکانییتغ  ریمقاد:   8جدول  

گاهی های تکیهواکنش  تغییرمکان زیر بار  
R/t 

شرایط  

گاهی تکیه  MR(kN.m) RyR(kN) RxR(kN) ML(kN.m) RyL(kN) RxL(kN) (Rad) v(mm) u(mm) 

0 0.133 0.108 0 -1.133 -1.108 1.577E-6 -3.531E-5 3.919E-4 2 

S-S 0 0.133 0.139 0 -1.133 -1.139 0.022 -6.343 3.136 50 

0 0.133 0.140 0 -1.133 -1.140 0.173 -50.805 25.056 100 

0 0.090 0.214 -0.129 -1.090 -1.214 1.571E-6 -2.805E-5 3.220E-4 2 

C-S 0 0.073 0.299 -0.181 -1.073 -1.299 0.022 -7.020 2.020 50 

0 0.073 0.299 -0.181 -1.073 -1.299 0.173 -56.234 16.131 100 

0.077 0.159 0.146 0 -1.159 -1.146 1.428E-6 1.349E-4 3.309E-4 2 

S-C 0.131 0.177 0.210 0 -1.177 -1.210 0.017 -2.178 1.520 50 

0.131 0.177 0.210 0 -1.177 -1.210 0.139 -17.467 12.130 100 

0.065 0.115 0.237 -0.119 -1.115 -1.237 1.446E-6 1.151E-4 2.764E-4 2 

C-C 0119 0.118 0.348 -0.165 -1.118 -1.348 0.018 -3.178 0.655 50 

0119 0.118 0.348 -0.165 -1.118 -1.348 0.142 -25.480 5.202 100 
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 و لنگر در نقطه اتصال   یعمود ،یمتمرکز افق  یتحت بارگذار ،تکهدو  یسهم ریت:   9شکل 

برای تیر دو قسمتی مورد بررسی ارائه می نیروی برشی و لنگر خمشی  نیروهای داخلی شامل نیروی محوری،    شوند. در ادامه، نمودارهای 

لنگر    یبرش  ،یمحور  یداخل  یروهای ن  ینمودارها  در  و  ترتیب  است.    12شکل  و    11شکل  ،  10شکل  به  شده  داده  نمودارها  نمایش  این 

برای  به مجزا  تکیهصورت  تیر رسم شده  گاهیشرایط  بهاز  عضو  در طول هر  داخلی  نیروهای  تغییرات  و  است.  اند  داده شده  نمایش  وضوح 

سازد.  ها، نقاط بحرانی و رفتار مکانیکی تیر در برابر بارگذاری ترکیبی را فراهم میتری از توزیع تنشتحلیل این نمودارها امکان درک دقیق

نسبت و  مختلف  مرزی  شرایط  در  نمودارها  مقایسه  سازههمچنین  پاسخ  بر  را  مرزی  و  هندسی  پارامترهای  تأثیر  متفاوت،  لاغری  ای  های 

میبه لنگر    .دهدخوبی نشان  و  عمودی  نیروی  افقی،  نیروی  ترکیبی شامل  بارگذاری  اثر  دو بخشی تحت  تیر  تغییر شکل  ادامه، نمودار  در 

شده است. این نمودار، پاسخ واقعی سازه به بارهای اعمالی را از نظر تغییر مکان و   نمایش داده 13شکل  در  متمرکز در محل اتصال دو المان

گاهی مختلف به تصویر  های سهموی تیر را تحت شرایط تکیهدهد و نحوه توزیع تغییر شکل در امتداد هر یک از بخشدوران نمایش می

 .اندشده ترسیم شدهنماییتر رفتار خمشی سازه، بزرگمنظور نمایش واضحها بهلازم به ذکر است که تغییر شکل کشد.می

  
 (الف) ( ب )

  
 (ج) (د)

–مفصل (ج، )(C–S) مفصل–رداری( گب ، )(S–S)دو سر مفصل  (الف) ،ی گاههیچهار حالت مختلف تک  یبرا یمحور یداخل یروی ن ینمودارها:   10شکل 

 ( C–C) رداری( دو سر گ د(، )S–C)  ردارگی
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 )الف( )ب( 

  
 )ج( )د(

–( مفصلج، )(C–S) مفصل–رداری( گب، )(S–S)( دو سر مفصل الف)، ی گاهه یچهار حالت مختلف تک یبرا برشی یداخل یروین  ینمودارها:   11شکل 

 ( C–C) رداری( دو سر گ د(، )S–C)  ردارگی
 

  
 )الف( )ب( 

  
 )ج( )د(
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–S)  ردارگی–( مفصل3، )(C–S) مفصل–رداری ( گ2، )(S–S)( دو سر مفصل 1) ، یگاهه یچهار حالت مختلف تک یبرا یداخل لنگر ی نمودارها:  12شکل 

C( ،)4رداری ( دو سر گ (C–C) 

  
 )الف( )ب( 

  
 )ج( )د(

  رداری ( دو سر گS–C( ،)4)  ردارگی–( مفصل3، )(C–S) مفصل–رداری( گ 2، )(S–S)( دو سر مفصل 1) ،ی بیترک  یتحت بارگذار  ریشکل ت  رییتغ :   13شکل 

(C–C) 
نشان    جی نتا  نیا  سهی. مقادهندیم شینما  ری را در طول ت یو لنگر خمش یبرش  ،یمحور ی روین  عی توز بی ترتبه 12تا   10 ینمودارها 

مقاد  دهدیم مستقبه  یداخل  یروهاین  ریکه  بهوابسته  یگاههیتک  طیبه شرا  میطور  لنگر خمشاند؛  در نمودار  مثال،  در    ،یعنوان  لنگر  مقدار 

  رشکل ییتغ  13نمودار    گر،ید  ی. از سوشودی مگاه ایجاد  در تکیهلنگر    یریمقاد  رداری گ  طیکه در شرا  یصفر بوده، در حال  یصلمف  یها گاههیتک

رخ داده و در    ی کمتر  رشکلیی تغ  شتر،یب  یسخت  ل یبه دل  رداری در حالت گ  رود،یطور که انتظار م. همانددهیرا نشان م  یتحت بارگذار   ریت

   تر است.مراتب بزرگبه هاییجابجا  زانیم یحالت مفصل
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 مختلف  یهاگاهه یتک یبرا یبا و بدون اثر برش یعمود ییجابجا راتیی درصد تغ :  14شکل 

  وتن یلون یک   1مقدار  به  یبار متمرکز عمود  کیبخش تنها    ن یدر ا   رشکل، ییدر تغ  یو نقش مؤلفه برش  یلاغر   ری تأث  یمنظور بررسبه

در   ی مکان عمود ر ییاعمال شده است. سپس مقدار تغ گاهی دو سر گیردار و دو سر مفصلبرای دو شرایط تکیه ر یدر محل اتصال دو بخش ت 

  9جدول  حاصل در  جی و بدون آن، محاسبه شده و نتا ی شمختلف، در دو حالت با در نظر گرفتن اثر بر ی هایاز لاغر  یفیط  ی نقطه برا  نیهم

  ی جیکاهش تدر   نیو همچن  مینسبتاً ضخ  یرهایدر ت  یبرش  یلحاظ کردن سخت  تیدهنده اهمنشان  یخوببه  سهیمقا  نیاند. ا شده  یگردآور 

 ، نمودار درصد تغییرات تغییرمکان عمودی در محل اتصال دو تیر برحسب نسبت لاغری14شکل  در    است.  ینسبت لاغر   شی اثر با افزا  نیا

(⁠R/t⁠) را  برای دو نوع شرایط تکیه گاهی مختلف ترسیم شده است. این نمودار امکان مقایسه تأثیر لاغری و اثر سختی برشی در هر حالت 

 .سازدفراهم می

 ی مختلف، با و بدون اثر برش  یهای لاغر یبرا ریدر محل اتصال دو ت یعمود ییجابجا ریمقاد:   9جدول  

 شرایط تکیه گاهی R/t با اثر برش  بدون اثر برش  درصد تغییرات 

22.47% 2.520E-04 3.086E-04 1 

S-S 

9.50% 1.291E-03 1.413E-03 2 
4.88% 3.858E-03 4.047E-03 3 
2.90% 8.724E-03 8.977E-03 4 
1.91% 1.666E-02 1.697E-02 5 
0.49% 1.291E-01 1.298E-01 10 
0.12% 1.025 1.026 20 
0.06% 3.453 3.455 30 
0.03% 8.181 8.184 40 

0.02% 15.975 15.978 50 
47.33% 1.299E-04 1.914E-04 1 

C-C 

22.45% 5.552E-04 6.798E-04 2 
13.15% 1.477E-03 1.671E-03 3 
8.38% 3.150E-03 3.414E-03 4 
5.72% 5.826E-03 6.159E-03 5 
1.57% 4.305E-02 4.373E-02 10 
0.40% 3.372E-01 3.386E-01 20 
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0.18% 1.134 1.136 30 
0.10% 2.683 2.686 40 

0.06% 5.238 5.241 50 

 

 گیری نتیجه -7
ا ماتر  یبرا   قیدق  یپژوهش، روش  نیدر  از   یبا هندسه سهم  دهیخم  یرها یت  یسخت  سیاستخراج  استفاده  با  ارائه شد.  دو  درجه 

  س ی ماتر  یبند و دوران، فرمول  یعمود  ،یافق  ی هارمکانیی شامل تغ  ییمختلف جابجا  یها گاوس و در نظر گرفتن مؤلفه  یعدد  یر یگ انتگرال

پ  یمنحن  یرها یت   یبرا  یسخت داده شد. صحت روش  از چند  یشنهادیتوسعه  استفاده  بررس  یمثال عدد  نی با  نتا  یمورد  و    ج ی قرار گرفت 

 یتعداد محدود  یر ی کارگبا به  یها مشاهده شد که حتمثال   یتمام  در  .شد  سهیمقا  یلیتحل  قی دق  یها اجزاء محدود با پاسخ  لیحاصل از تحل

با    قی دق جی در ارائه نتا شده راجاستخ یسخت  س یماتر یبالا  یدهنده توانمند موضوع نشان نی دارند. ا ییآمده دقت بالادستبه یها المان، پاسخ

  ی انتقال  ی هایینسبت به جابجا  یدوران  رمکانیی تغ  ینیب شیخطاها نشان داد که دقت در پ   لیتحل  ن،یاست. همچن   یمحاسبات  نهی هز  نیکمتر 

  ی ابیمرکب، مورد ارز  یبا بارها  یچندبخش  یرها یمتنوع، از جمله ت  ی هایو بارگذار   یمرز   طیشرا  ی روش برا  ییادامه، کارا  در  .است  شتریب

پارامترها شد. علاوه بر    یبررس  یداخل  یروهاین   عیو توز  رمکانیی تغ  جیدر نتا   زین (R/t) یمانند شعاع انحنا و لاغر  یهندس  یقرار گرفت. اثر 

در نظر گرفتن برش    ن،یی پا  یبا لاغر   ی رها یو نشان داده شد که در ت  دیگرد  لیتحل  یگاههیمختلف تک  طیدر شرا  یبرش  رشکلییتغ  ریآن، تأث

تنها در  شده، نهاستخراج  یسخت  سیاز آن است که ماتر  یحاک  قی تحق  نیا  جی مجموع، نتا  در  .ها داشته باشدبر پاسخ  یتوجهاثر قابل  تواندیم

دقت و   زین   ترکیبی  یو بارگذار   یمرز  طیبا شرا   دهیچ یپ  یمنحن  یها سازه  لیدارد، بلکه در تحل  یقبولعملکرد قابل  کیمسائل ساده و کلاس

  ی مهندس یها طیانحنادار در مح یهاسازه لیکاربرد در تحل ی مناسب برا ی آن را به ابزار ها،یژگیو  نی . ادهدیاز خود نشان م ییبالا  یدار یپا

 همچنین، نتایج موردی بر اساس این پژوهش در دسترس قرار گرفتند:  .کند یم لیتبد یو صنعت

های انتقالی )افقی و عمودی( بوده و خطای آن معمولاً  طور کلی بالاتر از تغییرمکانبینی تغییرمکان دورانی )چرخش( بهدقت پیش •

 .است شده گزارش ٪ 0/ 5کمتر از 

تنها   • از  قابل  یکاستفاده  دقت  از  المان  دقت    4یا    2به    هاالمان  تعداد  افزایش  با  اما  کرد،  فراهم(  ٪ 5قبولی )خطای کمتر  المان، 

 .رسید  ٪0/ 1های تغییرمکان )افقی، عمودی و دورانی( به کمتر از  توجهی بهبود یافت و خطاها در تمامی مؤلفهطور قابلبه

تکیه • شرایط  گیردار در  سر  یک  مفصل،  سر  دو  گیردار،  سر  )دو  مختلف  گیردار   -گاهی  آزاد،  سر  حداکثر    -یک  خطای  مفصل(، 

کاهش   %05/0المان به کمتر از    4المان( گزارش شد، اما با    2)با   %5۶/5تغییرمکان در حالت دو سر مفصل و بارگذاری افقی تا  

  .یافت 

بارگذاری • های مرکب )نیروی افقی، عمودی و لنگر متمرکز(، توزیع نیروهای داخلی )محوری، برشی و لنگر خمشی( با دقت  برای 

 .خوانی داشتنسبت به نتایج تحلیلی یا مرجع هم %98بیش از 

پایین • با لاغری  تیرهای  پیش(R/t≤5) در  دقت  تغییرشکل برشی  تا  ، لحاظ کردن  را  تغییرمکان عمودی  در   %15بینی  داد.  بهبود 

 .گزارش شد %0/ 5اثر برش ناچیز بود و خطای مرتبط کمتر از  ،(R/t≥100)  های بالالاغری
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 پیوست -9
 درایه اول تا سوم، سطر یکم ماتریس سختی به صورت زیر می باشد: 

(14 ) 

( )( )( )( )

( ) ( )

( ) ( )
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2 3

2
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3

2 2 2

1 2

2 2

3
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3673.219 1 1 1 1.6

0.123
0.001 7.098 7.873 1.6
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 ، هاکه در آن

(17 ) ( )( ) ( )( )1 .6  , 1 .6  , b aL b aL b aL  + + = + − += = 

(18 ) 2 2 21  , 1  , 1    = + = + = + 

(19 ) 2

1 2 3  ,   ,    sa EA EI f a EI GA a EA GA L= = = 

 

 

 


