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The 3rd order numerical acceleration method is presented. The basic 

assumption of this method is that the acceleration changes in the time 

interval Δt is a polynomial of the third degree. To quantitatively compare 

the error rate of this method with other numerical methods, two linear 

two-degree-of-freedom systems were investigated. The first and second 

floors of system 1 had the same mass and stiffness, but the mass of the first 

and second floors of system 2 were equal to each other, but the stiffness of 

the second floor of system 2 was one thousandth of the stiffness of the first 

floor. For systems 1 and 2, a suitable range of sinusoidal loading 

frequencies was selected according to their natural vibration frequencies.  

First, the exact (analytical) response of these two systems was calculated 

for each loading frequency, and then the approximate response of these 

two systems was calculated using the 8 numerical methods proposed in 

this article, and the average error values and the coefficient of error 

variation were calculated for these eight numerical methods. These eight 

methods include 2nd order acceleration method, 3rd order acceleration 

method, Newmark method (average acceleration), Newmark method 

(linear acceleration), Wilson method, central difference method, Jennings 

method and improved Jennings method. The most important results 

obtained from the comparison of the average errors of these methods were 

that in most methods, the average error increased with the increase of ∆t. 

Also, with the increase of ∆t, the average error of the 3rd order 

acceleration method significantly decreased compared to the average of 

the 2nd order acceleration method. In addition, the improved Jennings 

method had the lowest average error for both systems 1 and 2 for all ∆t, 

and for Wilson and central difference methods, the highest amount of 

error was observed for different ∆t 
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 یمورد یبررس-یعدد یهاروش گر یبا د 3دقت روش شتاب مرتبه   زانی م یکم سهی مقا

 ی دو درجه آزاد خط یها ستمیس
 3یاردکان ی، فاطمه هاتف 2ی، فاطمه انصار  *1یمسعود محمودآباد 
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 چکیده 
بازه زمانی    3در این مقاله، روش عددی شتاب مرتبه   به    Δtارائه گردیده است. فرض اساسی این روش این است که تغییرات شتاب در 

برای مقایسه کمی میزان خطای این روش با دیگر روشای درجه سوم میصورت یک چندجمله های عددی، دو سیستم دو درجه باشد. 

دارای جرم و سختی یکسان    1آزاد خطی مورد بررسی قرار گرفتند. این دو سیستم بدون میرایی بودند. طبقات اول و دوم سیستم شماره  

یک هزارم سختی طبقه اول آن    2با یکدیگر برابر اما سختی طبقه دوم سیستم شماره    2بودند، اما جرم طبقات اول و دوم سیستم شماره  

با توجه به فرکانسانسی مناسبی از فرکیک بازه   2و    1بود. برای دو سیستم   های ارتعاش طبیعی آنها انتخاب  های بارگذاری سینوسی 

روش عددی مطرح    8گردید. ابتدا پاسخ دقیق)تحلیلی( این دو سیستم برای هر فرکانس بارگذاری محاسبه گردید و سپس با استفاده از  

شده در این مقاله پاسخ تقریبی این دو سیستم محاسبه شد و مقادیر میانگین خطا و ضریب تغییرات خطا برای این هشت روش عددی به  

، روش نیومارک )شتاب متوسط(، روش نیومارک )شتاب  3، روش شتاب مرتبه  2دست آورده شد. این هشت روش شامل روش شتاب مرتبه 

به دست آمده از مقایسه  گردید. مهم ترین نتایج  یافته میمرکزی، روش جنینگز و روش جنینگز ارتقاء خطی(، روش ویلسون، روش تفاضل

میانگین خطا روش  ی  این  تغییرات  و ضریب  روشها  اکثر  در  بود که  افزایش  ها بدین صورت  با  می  ∆tها  افزایش  میانگین خطا  یافت.  ، 

کاهش چشمگیری داشت. علاوه بر    2نسبت به میانگین روش شتاب مرتبه    3، میانگین خطای روش شتاب مرتبه    ∆tهمچنین، با افزایش  

های ویلسون و تفاضل  ها داشت و برای روش∆tبرای تمام    2و    1این، روش جنینگز ارتقا یافته کمترین میانگین خطا را برای دو سیستم  

 .های مختلف مشاهده گردید∆tمرکزی بیشترین میزان خطا برای 

مربعات،   نی انگیجذر م  ی خطا ،یزمان  م یمستق  ی رگیانتگرال  دار،وزن  ماندهیانتگرال باق  ،یتابع وزن ، 3روش شتاب مرتبه  :کلمات کلیدی

 ی برازش منحن 
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 مقدمه  -1

بر ا  ل یفرانسیکه معادله د  شود یدر نظر گرفته م  یرخطیو غ  ی ها به دو صورت خطسازه   ی کینامیرفتار د  ،یدر حالت کل   ن ی حاکم 

-و روش انتگرال  ی روش جمع آثار مد  یحل آن به دو دسته کل  ی هاروش  که یمرتبه دوم خواهد بود بطور  لیفرانسیمعادله د  ک یها  ستمیس

 شود.  یم بندیدسته یزمان میمستق  یر یگ

  ر ی ز  n[ به  t,0ابتدا بازه ]  ،یزمان  میمستق  یری گموردنظر باشد، طبق روش انتگرال  tاگر پاسخ سازه در لحظه    یخط  یهاستمیس  در

( خواص سازه  ∆t=t/nها  )بازه  ریز   نیاز ا   کی. در هر  رندیگیدر نظر م  ی( را با هم مساو∆tها )بازه  ری ز  نی شده که معمولاً طول ا  میبازه تقس 

-یاستفاده م  یگام بعد   یبرا  هیاول  طی پاسخ به عنوان شرا  نیو سپس از ا  شودیهر گام محاسبه م  یثابت بوده و پاسخ در انتها  یمانند سخت

 .  شود

پا  یزمان  یر یگانتگرال   یهاروش  نی ب  از   شتر یبه علت دقت خوب، ب  یو تفاضل مرکز   ومارکی ن  یشتاب خط  یهاروش  دار،یمشروط 

[ مرتبه  1. در مرجع ] کندیم  ر ییتغ  یشتاب، حداکثر بصورت خط   رات یی مرتبه تغ  کی دو روش کلاس  ن یکه در ا   رند ی گیمورد استفاده قرار م

زمان  راتییتغ گام  هر  در  سهمو   یشتاب  نت  یبصورت  در  که  شده  جمله  جهیفرض  جابجا  ایچند  تابع  چهارِ  ضر  یدارا  ،ییمرتبه    ب ی پنج 

بصورت درجه   ی شتاب در هر گام زمان  رات یی تفاوت که مرتبه تغ  نی در نظر گرفته شد با ا یمقاله به عنوان مرجع اصل نی مجهول خواهد بود. ا

تابع درجه   کی  ،ییمرتبه سوم در نظر گرفته شد، تابع جابجا  ایبه صورت چندجمله  تابحالت که ش  نیدر ا  جه،یدر نظر گرفته شد. در نت   3

به ا  بی با شش ضر  5 ب  شی با افزا  نکهی بود. با توجه    ک ی کلاس  یهانسبت به روش  لور یت  یدر بسط سر   یشتر یمرتبه شتاب، تعداد جملات 

  ک ی کلاس  یها، دقت آن نسبت به روش3با مرتبه شتاب درجه    یشنهادیکه در روش پ  رودیانتظار م  نیبنابرا   شودیموجود در نظر گرفته م

 و حداقل مربعات استفاده شد.  نی واحد، پتروگالرک ؛وزنی تابع  سه از داروزن ماندهیمحاسبه انتگرال باق یروش برا  نی بالاتر باشد. در ا گرید

  ی دقت روش شتاب عدد  زانیم  کمی  صورت  به  و  استاستفاده شده  1مانند متلب  یمحاسبات  ینرم افزارها  هایتیاز قابل  مقاله  نی درا 

  شتاب   روش  و  تتا-لسون یروش و  ومارک،ین  یروش شتاب خط  ومارک،یمانند روش شتاب متوسط ن   گرید  کیکلاس   یهارا با روش  3درجه  

 است.  دهیگرد سهیاست، مقا دهی[ ارائه گرد1که در مرجع ] سهموی

در   2به صورت درجه  ی شتاب در هر گام زمان راتییروش، تغ ن یاست. در ا  دهیارائه گرد ی روش شتاب سهمو ون ی [ فرمولاس1مرجع ]  در

  مقاله   ن یا   یموضوع نوآور   نی در نظر گرفته شد که ا  3به صورت درجه    یشتاب در هر گام زمان  رات یی تغ  مقاله  ن ای   در.  استنظر گرفته شده

لازم به ذکر  شود. برای اولین بار است که لااقل در ایران انجام می 3نویسندگان این مقاله بر این باورند که بسط روش شتاب مرتبه  . باشدیم

مرجع ]  در  دق 1است  برش  ک ی  ق ی[ پاسخ  غ  یساختمان  رفتار  بارگذار  یخط  ری با  و سپس پاسخ    دهیمحاسبه گرد  ینوسیس  ی تحت  است 

پاسخ طبقات اول و دوم با   ،یزمان خچهیتار هایاست و به صورت نمودار ده یمحاسبه گرد ی و روش شتاب سهمو ومارک ی آن با روش ن ی بیتقر

دق مقا  قی پاسخ  نقصاستدهش  سهیآنها  م  ی.  بنظر  ]  رسدیکه  مرجع  ا1در  دارد،  وجود  پاسخ  نی [  که  پاسخ  یبیتقر   های است    ق ی دق  هایبا 

(  محاسبه  ی)عدد  یبه صورت کم  عددی،  مختلف  روش  8  هایخطا  مقاله،  نای  در.  اندشده  سهیمقا  یو نمودار   یفیمتناظرشان به صورت ک 

با   و  دو سیستم  .  اند شده  سهیمقا   گریکدیشده  بازه   2و    1برای  فرکانس   مناسبی ییک  فرکانساز  به  توجه  با  بارگذاری  ارتعاش  های  های 

رادیان بر    0/ 1رادیان بر ثانیه و با افزایش    30تا    1های بارگذاری از  ، بازه فرکانس1انتخاب گردید. برای سیستم    2و    1های  طبیعی سیستم

  300تا    1های بارگذاری از  ، بازه فرکانس2شد. برای سیستم  فرکانس بارگذاری را شامل می  291ثانیه در نظر گرفته شد که بدین ترتیب  

ثانیه در نظر گرفته شد که بدین ترتیب    1رادیان بر ثانیه و با افزایش   بر  را شامل می  300رادیان  برای مقایسه    گردید.فرکانس بارگذاری 

  گیری های لازم انجام شده است. علاوه های مختلف با یکدیگر مقایسه شده و نتیجههای مختلف با یکدیگر، میانگین خطاهای فرکانسروش

 
1 Matlab 
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  ، (ی با روش شتاب مرتبه دوم )سهمو  ،روش  نی ا  ی خطا  زانی به روش شتاب مرتبه سوم بسط داده شده و م  ،روش شتاب سهموی  ، نای  بر

 . است لازم انجام شده هاییر گیجه یو نت سهیمقا

سللازه هللا ارائلله  یخطلل غیر یکینللامیمسللائل دحللل  یبرا یاستفاده از چند تابع وزندار با ، یک روش باقیمانده وزن[1] غلامپور و همکاران

بللود  4جابجایی مربوطه از درجلله  یاچندجمله جهیدر نتنمودند. فرض  یهموسورت صب یدر هر گام زمانرا  شتاب    راتییمرتبه تغآنها    .نمودند

ای محاسبه گردد. آنها برای محاسبه این پنج ضریب مجهول از پللنج معادللله اسللتفاده کردنللد. و لازم بود که پنج ضریب مجهول این چندجمله

دو معادللله دیگللر را بللا  معادله را از ارضای معادلات جابجایی، سرعت و شتاب در ابتللدای هللر گللام بدسللت آوردنللد و  5آنها سه معادله از این  

بدست آوردنللد. آنهللا اذعللان داشللتند  شنیحداقل مربعات و کالوک ن،یواحد، پترو گالرک ؛  یچهار تابع وزنمحاسبه انتگرال باقیمانده وزندار و با  

 گردد.حاصل میکه از روش شتاب سهموی پاسخ های بهتر و دقیق تری

است. او اذعان داشت در حل گام به نیومارک پرداخت که بر اساس نتایج ارزیابی تحلیلی انجام شده  صریحبه بررسی روش    ،[2]  2چانگ

تواند بر پایه نتایج ارزیابی تحلیلی انتخاب شود؛ اگر چه هیچ راهی برای انتخاب  گام یک سیستم الاستیک خطی، یک گام زمانی مناسب می

خطی لحظه درجه غیر او در این مطالعه بعد از معرفی  گیری دقیق یک سیستم غیر خطی وجود ندارد.یک گام زمانی مناسب برای انتگرال 

های عددی روش صریح نیومارک رابه صورت تحلیلی موردارزیابی قرار داد. او بیان کرد که حد پایداری بالایی برای یک سیستم  ای، ویژگی

کند و در مقاومت نرم شدگی لحظه  اغلب در مقاومت سخت شدگی لحظه ای،کاهش پیدا می  که این مقدار،  ،است  2الاستیک خطی برابر با  

 کند. ای، افزایش پیدا می

ای مزیت  آنها به صورت مقایسه .، روش جنینگز را با استفاده از تابع درونیابی اسپلاین درجه سه ارتقاء دادند[3]محمودآبادی و همکاران  

 که مبتنی بر روابط دقیق و فرض تغییرات خطی تحریک بود را نسبت به روش درونیابی اسپلاین ارزیابی نمودند.    ها و معایب روش جنینگز

با شتاب نگاشت    یر یبا شکل پذ  کیپلاست  الاستو  یهاستمیشبه شتاب س  یخطری پاسخ غ  یهافیط،  [4]محمودآبادی و حسینی   ثابت 

  ی ها فی. ط کردند سهی مقا گریکدیبا   ،به دست آمده بود  یمکعب ن یبا استفاده از تابع اسپلا  ز ی و ن ک یتحر  ی خط ی ابیالسنترو که با روش درون 

 محاسبه شدند.   8و   4، 2،  5/1،  1  یها یر ی شکل پذ یبرا یخط ریپاسخ غ 

روش    بی به ترتمقاله   7و   6، 5، 4,  3  یدر بخش ها  نیشرح داده شده است. همچن  لیبه تفص  3، روش شتاب مرتبه  2در بخش در ادامه 

  نگز یو جن   نگزیو روش جن   یروش تفاضل مرکز   لسون،ی(، روش وی)روش شتاب متوسط و شتاب خط  ومارک،ی ، روش ن  2شتاب مرتبه    یها

های مختلف  با فرکانس ینوسیس یها  ی از بارگذار یفی تحت ط یدرجه آزاد خط دو ستمیس دو، 8بخش   درشرح داده شده است.  افتهیارتقاء 

و    ی ری گ  جهی، نت9و در بخش   انیپا   دراند.  شده  سهیمقا  گر یگد یمختلف با    ی روش ها  ی هاو خطا  ندادهیگرد   لیفوق الذکر، تحل  یبه روش ها 

 آمده است.  یبعد  یکارها یبرا   شنهاداتیپ

   3روش شتاب مرتبه  -2

 :شودیم ف یتعر ر یبصورت رابطه ز   یبا رفتار خط یک درجه آزاد  سازه کی  یحرکت برا لیفرانسید معادله

(1 )𝑀𝑦̈  +  𝐶𝑦̇ +  𝐾𝑦 =  𝑃(𝑡)                                                                                                                                                                             

 
2 Chang 
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ا  که ترت   Kو    M  ،  Cرابطه    نی در  و    یرو ین  P(t)  است.   سازهو سختی    ییرا یم  ،جرم  ب یبه  سازه  به  ترت   ÿ و  y   ،ẏوارده    ب یبه 

در    سوم مرتبه    ی اچند جمله  ک یبصورت    ی شتاب در هر گام زمان  رات یی تغ  ،3شتاب مرتبه  روش  د. در  سرعت و شتاب خواهند بو  یی،جابجا

  ن یخواهد بود که ا  پنج کامل مرتبه    یاتابع چند جمله  کیبصورت    ی مکان در هر گام زمان  ر ییتغ  رات یی تغ  جه یکه در نت  شود گرفته مینظر  

 شود: ینوشته م  ریصورت رابطه ز ه  تابع ب

(2)    𝑦(𝑡) = 𝑎𝑡5 + 𝑏𝑡4 + 𝑐𝑡3 + 𝑑𝑡2 + 𝑒𝑡 + 𝑓                                                                                                                                                

 . شوند هسبامح یدر هر گام زماناست که باید ثابت مجهول  بیضر   شش  fتا aرابطه  نی در ا که

 : ندیآیبدست م ری توابع سرعت و شتاب بصورت روابط زنسبت به زمان، ( 2از رابطه ) یری مشتق گ با

 (3                                                                                      )                                                   𝑦̇(𝑡) = 5𝑎𝑡4 + 4𝑏𝑡3 + 3𝑐𝑡2 +

2𝑑𝑡 + 𝑒 

(4)𝑦̈( 𝑡) = 20𝑎𝑡3 + 12𝑏𝑡2 + 6𝑐𝑡 + 2𝑑                                                                                                                                                            

و سرعت و   ییروابط جابجا یسه معادله از ارضا  .میدار ازیمعادله ن شش به  ی،ثابت مجهول در هر گام زمان بی ضر شش  نی محاسبه ا ی برا

 باشد: به صورت رابطه زیر می که  دیآیبدست م  یگام زمانره  یشتاب در ابتدا

(5) 𝑦(𝑡 = 0) = 𝑓 = 𝑦
𝑜
                                                                                                                                                                       

(6) 𝑦̇(𝑡 = 0) = 𝑒 =  𝑦
𝑜
̇                                                                                                                                                                        

(7) 𝑦̈(𝑡 = 0) = 2𝑑 =  𝑦̈
𝑜
                                                                                                                                                                    

 : میدار  یگام زمان یمعادله حرکت در ابتدا یبا ارضا  یطرف از

 (8 ) 𝑀𝑜 𝑦̈𝑜 +  𝐶𝑜  𝑦𝑜̇ + 𝐾 =  𝑝𝑜                                                                                                                                                                             

 : می( دار 8در رابطه )  (7( و )6و )  (5روابط )   یگذار یبا جا  نیبنابرا 

(9                                                              )                                          𝑐 =
 𝑝𝑜−𝑐.𝑑+𝐾 .𝑒 

2𝑀
        𝑀𝑜(2𝑐) +  𝐶𝑜(𝑑) + 𝐾(𝑒) =  𝑝𝑜 → 

 . دیآ یبدست م یگام زمان  یمعادله حرکت در انتها ی( از ارضا 8طبق معادله ) ،چهارم معادله

(10 )M.  ÿ∆t + C.  ẏ∆𝑡 + K.  y∆t =  P∆t                                                                                                                                                                 

M . (20a∆t3 + 12b∆t2 + 6c∆t + 2d) + C. (5a∆t4 + 4b∆t3 + 3c∆t2 + 2d∆t + e) + 𝐾(a∆t5 + b∆t4 + c∆t3 + d∆t2 + e∆t 

(11)                                                                                                                                            +f ) =  𝑃∆t 

[  t,0بودن معادله تعادل حرکت در بازه ]  یبیتقر  لیبه دل  گرید ،  کیکلاس  یهامانند روش  یروش عدد  نیدر ا  میدانیکه م  همانطور

 [ 1] کهیکرد، بطور  فی تعر توان یم مانده یتابع باق کی جهی شود.در نت یبطور کامل ارضا نم

(12)remainder =  P −  M ÿ  −  C ẏ  − Ky                                                                                                                                                       

 : که  میکنیاستفاده م یوزن ماندهیاز انتگرال باق مانده یتابع باق نیا  یحداقل ساز یبرا که
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(13)∫ Wi × (remainder)dt = 0
∆t

0
                                                                                                                                                                       

گیریم  در نظر میبه صورت زیر را در ادامه  یتوابع وزن cو  a، bمجهول  بی ضرا افتن ی یبرا  .باشدیم یتابع وزن iWرابطه   نی در ا که

 : شودیمحاسبه م ری با استفاده از روابط ز یهر گام زمان ی پاسخ در انتها  ،یدر هر گام زمان مجهول ثابت شش نی ا محاسبه. حال با 

(14) 𝑦(𝑡) = 𝑎∆𝑡5 + 𝑏∆𝑡4 + 𝑐∆𝑡3 + 𝑑∆𝑡2 + 𝑒∆𝑡 + 𝑓                                                                                                                                   

(15)𝑦̇(𝑡) = 5𝑎∆𝑡4 + 4𝑏∆𝑡3 + 3𝑐∆𝑡2 + 2𝑑∆𝑡 + 𝑒                                                                                                                                        

(16)𝑦̈(𝑡) = 20𝑎∆𝑡3 + 12𝑏∆𝑡2 + 6𝑐∆𝑡 + 2𝑑                                                                                                                                                  

شرا  نیا به عنوان  برا   یبعد  یگام زمان  یبرا  هیاول  طیپاسخ  مجدداً  فوق  و روابط  گرفته شده  بعد  یدر نظر  م  یگام  شود  یاستفاده 

حداقل  بسط داده شده و    نی پتروگالرک،    بسط داده شده  واحدنیِ  بع وزوا ت  ن ی. حال ادیمورد نظر بدست آ   لحظه در انتها پاسخ در   کهی بطور

 : شوندیم فی تعر ر یمربعات بصورت ز

 

  حداقل مربعات روش-2-1

 : شود مربع تابع باقیمانده بصورت رابطه زیر بیان می

(17)(𝑟𝑒𝑚𝑎𝑖𝑛𝑑𝑒𝑟)2 = ∫ [𝑀𝑦̈(𝑡) + 𝐶𝑦̇(𝑡) + 𝑘𝑦(𝑡) − 𝑝(𝑡)]                                                                                                                      
𝛥𝑡

0
 

 : گیریم   معادله زیر را در نظر می، سه برای حداقل سازی این تابع باقیمانده

(18)
∂(remainder)2

∂a
= 0                                                                                                                                                                        

(19)
∂(remainder)2

∂b
= 0                                                                                                                                                                        

(20)
∂(remainder)2

∂c
= 0                                                                                                                                                                        

 : می(، دار20( و) 19( و ) 18( در معادلات ) 16( و ) 15(، ) 14معادلات )  یر یبا بکارگ   نیبنابرا 

(21)                                                                                  ∫ [𝑚ÿ(t) + Cẏ(t) + Ky(t) − P(t)]
Δt

0
(M

∂ÿ(t)

∂a
+ C

∂ẏ(t)

∂a
+ K

∂y(t)

∂a
) dt = 0 

(22)                                                                    ∫ [mÿ(t) + Cẏ(t) + Ky(t) − P(t)]
Δt

0
(M

∂ÿ(t)

∂b
+ C

∂ẏ(t)

∂b
+ K

∂y(t)

∂b
) dt = 0 

(23)                                                                                  ∫ [mÿ(t) + Cẏ(t) + Ky(t) − P(t)]
Δt

0
(M

∂ÿ(t)

∂c
+ C

∂ẏ(t)

∂c
+ K

∂y(t)

∂c
) dt = 0 

  د.شونمی محاسبه c و  bو a مجهولات  (،23و) ( 22و )( 21حال با حل همزمان معادلات )

   2روش شتاب مرتبه  -3

مکللان  رییلل تللابع تغ جللهی. در نتشللودیدر نظللر گرفتلله ملل  یبلله صللورت سللهمو یشتاب در هر گللام زمللان ،روش  نیدر ا

روش کللاملاً شللبیه بلله روش شللتاب مرتبلله ایللن فرمولاسللیون درجه چهار بر حسللب زمللان اسللت.   یچند جمله ا  کی
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[ 1در مرجللع ] 2روش شللتاب مرتبلله   باشد کلله بلله لحللات رعایللت اختصللار از آوردن آن صللرفنظر شللده اسللت.می  3

 داده شده است. حیبه طور کامل توض

 روش نیومارک )روش شتاب متوسط و شتاب خطی( -3-1

در سال   است  1959نیومارک  ارائه نموده  و روش شتاب خطی  متوسط  به روش شتاب  موسوم  معروف،  روش شتاب    .[ 5] دو روش  در 

-شود، اما در روش شتاب خطی، تغییرات شتاب در هر گام زمانی خطی فرض میمتوسط، تغییرات شتاب در هر گام زمانی ثابت فرض می

مقدار  برای هر  متوسط،  روش شتاب  برای Δtشود.  اما روش شتاب خطی  است،  پایدار  عددی  نظر  از  باشد،    551Tn/0 ، هر چقدر بزرگ 

Δt  آمده است.  [5] روابط و فرمولاسیون این روش در مرجع باشد.  پایدار می ≥

 روش ویلسون  -3-2

به صورت پایدار غیر    θویلسون روش شتاب خطی که به صورت مشروط پایدار بود را اصلاح نمود و آنرا با اضافه کردن پارامتری به نام  

اگر  درآورد.  θ 1مشروط  ویلسون  = روش  می،  باشد،  تبدیل  خطی  شتاب  روش  اگربه  θ 37/1گردد.  غیر    ≤ پایدار  ویلسون  روش  باشد، 

θ  1/ 42ر  مقدا [ 5] مشروط است. به استناد مرجع   است. استفاده شده θاز مقدار بهینه   مقاله در این دقت بهینه دارد. =

 روش تفاضل مرکزی -3-3

-های صریح می)یعنی سرعت و شتاب( است. این روش از روشجاییاین روش مبتنی بر تقریب تفاضل محدود از مشتقات زمانی جابه

t∆باشد و پایدار مشروط است. یعنی اگر   <
Tn

π
 آمده است.  [5]باشد، از نظر عددی روش پایدار است. جزئیات این روش در مرجع  

 روش جنینگز و روش جنینگز ارتقاء یافته  -3-4

بعضاً در مراجع فن  کیتحر   یخط  راتییو فرض تغ  قی بر روابط دق  یروش مبتن روش    شود،یم  ادی  نگزیاز آن به روش جن  یفارس  یکه 

  ی خط یابی.در روش درون شودیاز آن استفاده م خطی رفتار  محدوده در زلزله  برابر در هامحاسبه پاسخ سازه  ی است که برا یمتعارف و معمول

در محل اتصال پاره    جه یدر نت  شوند؛یمتصل م   گر یکدی به    هاییخطاسم آن مشخص است، نقاط شتابنگاشت با پاره  زا   کهیهمانطور  ک، یتحر

  ی خط یابیدرون نکهیبرابر است. با توجه به ا   گری کدیتابع در محل اتصال آنها با   ریو فقط مقاد باشدیبرابر نم گریکدی آنها لزوماً با  بشی ها،خط

سازه    یعینقاط شتابنگاشت نسبت به دوره تناوب طب  نی ب  یزمان  هایاگر بازه  جه،یاست؛ در نت  یابیدرون  هایروش  نی رت از ساده  یکی  ک،یتحر

باشد، درون t∆است که به ازای    ، ذکر گردیده[5] در مرجع  .  باشدیم  یدقت کاف  یقابل قبول بوده و دارا   یخط  ی ابیکوچک  =
Tn

10
نتایج    

دوره تناوب طبیعی ارتعاش سیستم یک درجه آزاد است. لازم به ذکر است روش جنینگز مبتنی بر    Tnنسبتاً دقیقی به دست خواهد آمد.  

تحریک است و برای سیستم های یک و چند درجه آزاد دینامیکی خطی، قابل استفاده است. در این  روابط دقیق و فرض تغییرات خطی 

  t∆شود، فرض خطی بودن تحریک در فاصله  ها استفاده میروش، تنها فرضی که برای حل معادله دیفرانسیل حاکم بر حرکت این سیستم

بر حرکت که به صورت معادله ) می باقی  ( می30باشد؛ به عبارت دیگر، سمت چپ معادله دیفرانسیل حاکم  باشد، بدون هیچگونه تغییری 

شود. تنها تقریب استفاده شده به این  ماند و تنها فرض استفاده شده در این روش این است که سمت راست معادله حرکت تقریب زده میمی

 [. 5شود که در واقعیت مطمئناً به این صورت نیست ]در نظر گرفته می t∆صورت است که تغییرات شتاب پایه به صورت خطی در بازه 

 میراگر عبارت است از: -فنر  -معادله دیفرانسیل حاکم بر حرکت سیستم یک درجه آزادی خطی جرم

(24) 𝑚𝑢 ̈ + 𝑐𝑢 ̇ + 𝑘𝑢 = 𝑝(𝑡)                                                                                                                                         
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سیستم یک   ،p(t)  که بجای نیرویباشند. در حالتیمی  mبه ترتیب مقادیر جابجایی، سرعت و شتاب جرم     üو   u   ،u̇ که در این معادله

( به شکل زیر در  30است که معادله )[ ثابت شده5زمین قرار گرفته باشد، در مرجع ]  ug(t)درجه آزاد مورد بحث، تحت اثر حرکت افقی  

 آید:می

(25                                                                                                                            )                            𝑚𝑢̈ + 𝑐𝑢̇ + 𝑘𝑢 = −𝑚𝑢̈𝑔(𝑡) 

  باشند و گاه( می نسبت به زمین )تکیه mبه ترتیب مقادیر جابجایی نسبی، سرعت نسبی و شتاب نسبی جرم    üو   u   ،u̇(،  25) در معادله

üg(t)  دستگاه بوسیله  که  زمین  حرکت  شتاب  است.  زمین  حرکت  شتاب  اندازهنیز  شتابنگار  میهای  یک  گیری  صورت  به  معمولاً  شود 

-های الاز یکدیگر قرار دارند. به عنوان مثال، فواصل زمانی بین نقاط شتابنگاشت  t∆ باشند که به فواصل زمانی مشخصمجموعه اعداد می

 باشد.  ثانیه می 02/0سنترو، ناغان و طبس برابر با 

باشد. این روش مبتنی بر روابط دقیق و فرض تغییرات خطی  ( می 25( یا )24روش جنینگز، روشی عددی برای حل معادله دیفرانسیل ) 

 ( مشخص شده است. 1است که در شکل ) p(t)تابع تحریک  

 

 [ 5نمادهای مورد استفاده در درونیابی خطی تحریک]  -1شکل

𝑡𝑖در بازه زمانی   p(τ)تابع تحریک    ≤ 𝑡 ≤ 𝑡𝑖+𝑖 توان به صورت یک تابع خطی بر حسب  را می𝜏 :به شکل زیر بیان کرد 

(26)𝑝(𝜏) = 𝑝𝑖 +
𝛥𝑝𝑖

𝛥𝑡𝑖
𝜏                                                                                                                                                  

𝛥𝑝𝑖  کلله در آن  = 𝑝𝑖+1 − 𝑝𝑖باشللد و متغیللر مللیτ  از صللفر تللا𝛥𝑡𝑖 کنللد. پاسللختغییللر مللی𝑢(𝜏)  سیسللتم یللک درجلله آزاد

0مللورد بحللث در بللازه زمللانی  ≤ 𝜏 ≤ 𝛥𝑡𝑖 ( :ارتعللاش آزاد تحللت جابجللایی اولیلله 1حاصللل جمللع سلله قسللمت اسللت )𝑢𝑖   و سللرعت

𝜏در   𝑢̇𝑖اولیلله  = ( پاسللخ بلله نیللروی شللیبدار 3بللا شللرایط اولیلله صللفر و ) 𝑝𝑖ای ( پاسللخ بلله نیللروی پللله2)، 0
𝛥𝑝𝑖

𝛥𝑡𝑖
𝜏  بللا شللرایط اولیلله

𝜏آیللد. بللا جایگللذاری بدسللت مللی 𝑢(𝜏)الذکر،پاسللخ فللوق هللای سلله قسللمتصللفر. بللا جمللع پاسللخ = 𝛥𝑡𝑖 در𝑢(𝜏)  و𝑢̇(𝜏)  ه،جابلل-

آیللد. جزئیللات کللار در مرجللع هسللتند، بدسللت مللی 𝑡𝑖+1در زمللان   سللرعت جللرمکلله بلله ترتیللب جابجللایی و 𝑢̇𝑖+1و سللرعت 𝑢𝑖+1 جایی

 ارائه شده است: 𝑢̇𝑖+1و   𝑢𝑖+1[ توضیح داده شده است و در نهایت در این مرجع، معادلات بازگشتی زیر برای محاسبه 5]

(27            )                                                                                                                                   𝑢𝑖+1 = 𝐴𝑢𝑖 + 𝐵𝑢̇𝑖 + 𝐶𝑝𝑖 + 𝐷𝑝𝑖+1 

(28)𝑢̇𝑖+1 = 𝐴′𝑢𝑖 + 𝐵′𝑢̇𝑖 + 𝐶′𝑝𝑖 + 𝐷′𝑝𝑖+1                                                                                                                                                         
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انللد. [ آورده شللده5( وجللود دارنللد، در مرجللع ]26( و )25کلله در سللمت راسللت روابللط )ˊ𝐴,𝐵,𝐶,…,𝐷 مقللادیر هشللت ضللریب

، سیسللتم یللک درجلله آزاد خطللی دارنللد. همچنللین، آنهللا وابسللته بلله بللازه زمللانی  ζو  𝜔𝑛 ،𝑘ایللن ضللرایب بسللتگی بلله پارامترهللای

 𝛥𝑡 = 𝛥𝑡𝑖 𝜔𝑛 نیللز هسللتند. لازم بلله ذکللر اسللت کلله     = √
𝑘

𝑚
،ζ =

𝑐

2𝑚𝜔𝑛
𝜔𝐷و   = 𝜔𝑛√1 − ζ2  باشللد. همچنللین، در مللی

𝛥𝑡حالتی که گام زمانی   = 𝛥𝑡𝑖  فقط یکبار محاسبه شوند.  ˊ𝐴,𝐵,𝐶,…,𝐷 ضریبثابت باشد، کافی است که هشت      

( 23( یللا معادللله )22هر گللاه از درونیللابی اسللپلاین مکعبللی بلله جللای درونیللابی خطللی اسللتفاده شللود، در سللمت راسللت معادللله )

𝑡𝑖در بازه زمانی  p(t)یک تابع تحریک درجه سه  ≤ 𝑡 ≤ 𝑡𝑖+𝑖   به شکل زیر بر حسب𝜏 :وجود دارد 

(29)                                                                                                                                                 𝑝(𝜏) = 𝑎𝑖𝜏3 + 𝑏𝑖𝜏2 + 𝑐𝑖𝜏 + 𝑑𝑖    

در حقیقت  [ توضیح داده شده است. 3ضرایب ثابتی هستند که چگونگی محاسبه آنها در مرجع  ]   𝑑𝑖و  𝑎𝑖 ،𝑏𝑖   ،𝑐𝑖(،  92در رابطه ) 

( این چند  2شود. در شکل )بجای درونیابی خطی استفاده می  3در روش جنینگز ارتقاء یافته در هر گام زمانی از یک چند جمله ای درجه  

ها، علاوه بر  اند. این منحنی ها موسوم به منحنی های اسپلاین هستند. در نقاط اتصال این منحنینشان داده شده  3ای های درجه  جمله

 مقدار آنها شیب و مشتق دوم این منحنی ها نیز با یکدیگر برابر است.   

 
 مفهوم منحنی های اسپلاین   -2شکل 

 حال معادله دیفرانسیل مرتبه دوم زیر را در نظر بگیرید: 

(30)                                                                                 𝑚𝑢̈ + 𝑐𝑢̇ + 𝑘𝑢 = 𝑎𝑖𝜏3 + 𝑏𝑖𝜏2 + 𝑐𝑖𝜏 + 𝑑𝑖       𝑡𝑖 ≤ 𝜏 ≤ 𝑡𝑖+1 

 این معادله با فرض اینکه میرایی سیستم زیر مقدار بحرانی باشد، یک جواب عمومی به شکل زیر دارد: 

(31)𝑢𝑔𝑒𝑛𝑒𝑟𝑎𝑙(𝜏) = 𝑒−𝜁𝜔𝑛𝜏[𝐴 𝑐𝑜𝑠 𝜔𝐷 𝜏 + 𝐵 𝑠𝑖𝑛 𝜔𝐷 𝜏]                                                                                                                             

( با توجه به اینکه سمت راست این معادله 30دو ضریب ثابت هستند. حل مکمل یا خصوصی معادله دیفرانسیل )   Bو  A(، 31در رابطه ) 

 است را باید به صورت زیر در نظر گرفت:  𝜏یک تابع درجه سه بر حسب  

(32)                                                                                                                         𝑢𝑝(𝜏) = 𝐴′𝜏3
+ 𝐵′𝜏2

+ 𝐶′𝜏 + 𝐷′ 

 آیند: با روشهای استاندارد مطرح در مبحث معادلات دیفرانسیل بدست میچهار ضریب ثابت هستند که مقادیر آنها ′𝐷و  ′𝐶و  ′𝐴′  ،𝐵که 

 : د آیی(، جواب کل بدست م30معادله )  یو خصوص یعموم  هایبا جمع جواب 

(33)  𝑢𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙 (𝜏) = 𝑢𝑔(𝜏) + 𝑢𝑐(𝜏) = 𝑒−𝜁𝜔𝑛 𝜏[𝐴 𝑐𝑜𝑠 𝜔𝐷 𝜏 + 𝐵 𝑠𝑖𝑛 𝜔𝐷 𝜏] + 𝐴′𝜏3
+ 𝐵′𝜏2

+ 𝐶′𝜏 + 𝐷′                                              
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 . شوندیبازه محاسبه م  یو سرعت در ابتدا رمکانییبا اعمال تغ Bو  Aثابت  ب یکه ضرا

 های مختلف عددی با یکدیگرمقایسه کمی میزان دقت روش -4

 های دو درجه آزاد خطی مورد بررسی در این مقالهمشخصات جرم و سختی سیستم -4-1

دو سیستم دو درجه آزاد خطی در این مقاله مورد بررسی قرار گرفتند. این دو سیستم بدون میرایی بودند. مشخصات جرم و سختی  

اخذ گردیده است. البته در این مرجع رفتار غیرخطی این دو سیستم مورد بررسی قرار گرفته است که با صفر    [2] این دو سیستم از مرجع  

آمده است. شکل این دو سیستم که دو ساختمان برشی دو   در نظر گرفتن پارامتر غیرخطی آلفا، مشخصات خطی این دو سیستم بدست 

 .آورده شده است  3طبقه بودند در شکل 

 

                                                           

 

  

  

    1سیستم الف( )                                  2سیستم ب()                               

 های دو درجه آزاد مورد بررسی در این مقاله            مشخصات جرم و سختی سیستم  -3شکل     

به ترتیب    2رادیان بر ثانیه است. این مقادیر برای سیستم    16/ 18و    18/6به ترتیب    1ای مد اول و دوم سیستم  های زاویهفرکانس

کیلوگرم است. این    6/105و    4/1894به ترتیب برابر با    1باشد. جرم موثر مد اول و دوم سیستم  رادیان بر ثانیه می  05/100و    16/3برابر با  

مشخص است جرم و سختی سیستم    2باشد. همانطور که در شکل  کیلوگرم می  998/ 0و    0/1002به ترتیب برابر با    2مقادیر برای سیستم  

سختی طبقه اول آن    001/0جرم طبقه اول و دوم برابر است اما سختی طبقه دوم    2یکسان است اما برای سیستم    2و  1یک در طبقات  

است که این موضوع باعث شده است فرکانس مد اول و دوم آن از یکدیگر فاصله زیادی داشته باشند و همچنین جرم موثر مد اول و دوم آن  

 تقریباً با یکدیگر برابر باشند. 

   2و  1برای طبقه اول سیستم  یعدد یهاروش گریبا د  3روش شتاب مرتبه بررسی میانگین خطای  -4-2

ا که در بخش قبلی معرفی گردید، تحت بارگذاری    2و    1دو سیستم    ،مختلف  یها روش  یخطاها   یکم  سهیمقا  ی بخش برا  ن یدر 

منظور از  محاسبه گردید.    سازه ها  کینامی کتب دهای استاندارد مطرح در  هارمونیک پایه قرار گرفتند و پاسخ تحلیلی )دقیق( آنها با روش

پاسخ یک سیستم خطی    در روش تحلیل مودال،  باشد. ها، همان روش تحلیل مودال میهای استاندارد مطرح در کتب دینامیک سازه روش  

n درجه آزاد تحت بارگذاری هارمونیک پایه تبدیل به پاسخ   nفرکانس های  اسیستم یک درجه آزاد خطی ب𝜔2, … , 𝜔𝑛  𝜔1, و شکل مد-

𝜑1های  , 𝜑2 , … , 𝜑𝑛   های یک درجه آزاد، پاسخ تحلیلی دقیق سیستمهای این سیستمو در آخر با جمع جبری پاسخ  شودمی  n    درجه

  2و    1روش عددی معرفی شده در این مقاله، پاسخ تقریبی این دو سیستم محاسبه گردید. برای دو سیستم    8سپس با    آید.آزاد بدست می

، بازه  1انتخاب گردید. برای سیستم   2و   1های های ارتعاش طبیعی سیستمهای بارگذاری با توجه به فرکانساز فرکانس  مناسبی ی یک بازه 

فرکانس بارگذاری    291رادیان بر ثانیه در نظر گرفته شد که بدین ترتیب    0/ 1رادیان بر ثانیه و با افزایش    30تا    1های بارگذاری از  فرکانس

𝑢2 

𝐾1 = 105 N/m 

m2=1000Kg  

m1=1000Kg  

𝐾2 = 105  N/m 

𝑢1 

𝐾1 = 107 N/m 

m2=1000Kg  

m1=1000Kg  

𝐾2 = 104  N/m 

𝑢1 

𝑢2 
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رادیان بر ثانیه در نظر گرفته شد که   1رادیان بر ثانیه و با افزایش    300تا    1های بارگذاری از  ، بازه فرکانس 2شد. برای سیستم  را شامل می

برای  مختلف    یهاروشی میانگین خطای  الهینمودار م    5  و  4شماره    یدر شکل هاگردید.  فرکانس بارگذاری را شامل می  300بدین ترتیب  

است. منظور از    شده  ثانیه آورده  ∆t=019/0  ثانیه تا  ∆t=01/0ی به ازا  2ثانیه و برای سیستم    ∆t=10/0  ثانیه تا  ∆t=01/0ی به ازا  1سیستم  

باشند، به عبارتی  ای، لگاریتمی معکوس میباشد. لازم به ذکر است محور قائم نمودارهای میلهخطا، پارامتر جذر میانگین مربعات خطا می

خطا انتخاب   اریمعای که بیشترین ارتفاع را دارد، دارای کمترین خطا است و با توجه به اینکه جذر میانگین مربعات خطا به عنوان دیگر میله

    باشند.گردیده است، در نتیجه تمام مقادیر اعدادی مثبت می

  و  09/0،   08/0،   07/0،   06/0،   0/ 05،   0/ 04،   0/ 03،  0/ 02،   0/ 01  های∆t ی خطا برامربعات  نی انگیمقدار جذر مدر سیستم یک، 

  ه یثان  019/0  و  018/0،    0/ 017،    0/ 016،    0/ 015،    0/ 014،    0/ 013،    0/ 012،  011/0،    0/ 01  های ∆tو در سیستم دو برای    هیثان  1/0

 نقطه بود.   1001تعداد نقاط در نظر گرفته شده برای محاسبه معیار خطای جذر میانگین مربعات برابر با  .دیمحاسبه گرد

 

 ثانیه   = 0Δt/ 1تا   = 01/0Δt برای 1های مختلف عددی برای طبقه اول سیستم میانگین خطای روش  -4شکل

 نتایج زیر حاصل گردید:  ،4شکل مختلف در  هایبا دقت در مقادیر عددی میانگین خطای روش

های جنینگز و جنینگز ارتقاء یافته بدون استثناء با افزایش  های شتاب مرتبه دوم و شتاب مرتبه سوم و همچنین، روشدر روش-1

Δt یابد. اما در چهار روش عددی دیگر این روند مشاهده نگردید. ، میانگین خطا افزایش می 

مقدار متناظر آن    2متر بوده است که در روش شتاب مرتبه 9/ 811× 10-4میانگین خطا   tΔ =0/ 10 برای  ،3در روش شتاب مرتبه  -2
در روش درصد میانگین خطا کاهش یافته است که عدد کوچکی است.    3/ 44،     3به2است که با افزایش مرتبه شتاب از  متر    1/ 016× 3-10

متر    874/2× 10-1مقدار متناظر آن  2متر بوده است که در روش شتاب مرتبه   372/1×10-1میانگین خطا    tΔ =1/0 ، برای 2شتاب مرتبه  

 درصد میانگین خطا کاهش یافته است.   26/52،  3به2است که با افزایش مرتبه شتاب از  

ثانیه،    0/ 10ثانیه به    0/ 01از    Δtها داشته است. با افزایش    Δtخطا را برای همه ی  میانگین  روش  جنینگز ارتقا یافته کمترین  -3

متر افزایش یافت. مقادیر میانگین خطا برای روش شتاب مرتبه    2/ 383× 10-2متر به مقدار    5/ 699×10-7میانگین خطای این روش از مقدار  

بود. با مقایسه میانگین خطای روش جنینگز ارتقا یافته      372/1×10-1و      9/ 811× 10-4های متناظر قید شده در بالا به ترتیب    tΔبرای    3

با     Δtبرای   میانگین خطای روش شتاب    01/0برابر  می شود که  مشاهده  مرتبه سوم  میانگین خطای روش شتاب  متناظر  مقدار  با  ثانیه 

1.000E-07

1.000E-06

1.000E-05

1.000E-04

1.000E-03

1.000E-02

1.000E-01

1.000E+00

1.000E+01

تابع )2شتاب مرتبه

(حداقل مربعات

تابع )3شتاب مرتبه

(حداقل مربعات

طنیومارک شتاب متوس نیومارک شتاب خطی تتا-روش ویلسون روش تفاضل مرکزی روش جنینگز افتهروش جنینگز ارتقا ی

طا
 خ

ین
نگ

میا
(

(متر

Δt= 0.01میانگین خطای ضریب پاسخ تغییرشکل برای  Δt= 0.02میانگین خطای ضریب پاسخ تغییرشکل برای  Δt= 0.03حداقل خطای ضریب پاسخ تغییرشکل برای  Δt= 0.04میانگین خطای ضریب پاسخ تغییرشکل برای  Δt= 0.05حداقل خطای ضریب پاسخ تغییرشکل برای 

Δt= 0.06میانگین خطای ضریب پاسخ تغییرشکل برای  Δt= 0.07حداقل خطای ضریب پاسخ تغییرشکل برای  Δt= 0.08میانگین خطای ضریب پاسخ تغییرشکل برای  Δt= 0.09حداقل خطای ضریب پاسخ تغییرشکل برای  Δt= 0.1میانگین خطای ضریب پاسخ تغییرشکل برای 

Avg=0.103
Avg=0.049

Avg=1.227 Avg=1.044

Avg=1.035

Avg=1.124

Avg=0.04743

Avg=0.00488
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برای    1720حدود    3مرتبه   یافته است. این نسبت  با    0/ 10برابر با     Δtبرابر خطای روش  جنینگز ارتقا  است که بیانگر    5/ 76ثانیه برابر 

 باشد. کاهش بسیار شدید آن می

 برایبیشترین میانگین خطا را داشته است. میانگین خطای روش ویلسون    = 0Δt/ 05تا    = 0Δt/ 01 برای ،تتا  -روش  ویلسون-4

10 /0= tΔ     0/ 05 برایو میانگین خطای این روش    039/2× 10-1برابر با= tΔ     0/ 60 برای ،بود. روش تفاضل مرکزی    1/ 129برابر= tΔ    تا

10 /0Δt =    0/ 06 برای بیشترین میانگین خطا را داشته است. میانگین خطای روش تفاضل مرکزیΔt =     و میانگین خطای    333/1برابر با

 بود.  2/ 254برابر     = 10/0Δt برایاین روش 

 

 ثانیه    = 𝚫𝐭 019/0تا   = 01/0Δt برای  2های مختلف عددی برای طبقه اول سیستم میانگین خطای روش  -5شکل

 نتایج زیر حاصل گردید:  ،5شکلمختلف در   هایبا دقت در مقادیر عددی میانگین خطای روش

هللای یابللد و در روشمیللانگین خطللا افللزایش مللی Δtو ویلسللون بللدون اسللتثنا بللاافزایش  2هللای شللتاب مرتبللهدر روش -1

 یابد.میزان خطا افزایش می Δtبا افزایش     = 019/0Δtجنینگز و جنینگز ارتقا یافته به جز ،  3شتاب مرتبه 

10-مقدار متناظر آن  2بوده است که در روش شتاب مرتبه  1/ 423×10-3میانگین خطا   tΔ =10/0 برای  ،3در روش شتاب مرتبه  -2
tΔ 0/ 019 ، برای 2در روش شتاب مرتبه    درصد میانگین خطا کاهش یافته است.  77/66،  3به 2است که با افزایش مرتبه شتاب از  281/4× 3

،    3به 2است که با افزایش مرتبه شتاب از   1/ 627×10-2مقدار متناظر آن  2بوده است که در روش شتاب مرتبه   1/ 295× 10-2میانگین خطا   =

 درصد میانگین خطا کاهش یافته است .  20/ 41

 019/0ثانیلله بلله  01/0از  Δtهللا داشللته اسللت. بللا افللزایش  Δtروش جنینگللز ارتقللا یافتلله کمتللرین خطللا را بللرای هملله ی -3

متللر افللزایش یافللت. مقللادیر میللانگین خطللا  101/1×10-2متللر بلله مقللدار  083/2×10-4ثانیلله، میللانگین خطللای ایللن روش از مقللدار 

بللود. بللا مقایسلله   295/1×10-2و   423/1×10-3هللای متنللاظر قیللد شللده در بللالا بلله ترتیللب  Δtبللرای  3بللرای روش شللتاب مرتبلله 

ثانیلله بللا مقللدار متنللاظر میللانگین خطللای روش شللتاب مرتبلله سللوم  01/0برابللر بللا   Δtمیانگین خطللای روش جنینگللز ارتقللا یافتلله بللرای  

برابللر خطللای روش  جنینگللز ارتقللا یافتلله اسللت. ایللن نسللبت  8/6حللدود  3شللود کلله میللانگین خطللای روش شللتاب مرتبلله مشللاهده مللی

 باشد.است که بیانگر کاهش شدید آن می  18/1ثانیه برابر با   019/0برابر با   Δtبرای  
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 01/0 برای ها داشته است. میانگین خطای روش تفاضل مرکزی  Δtروش تفاضل مرکزی بیشترین میانگین خطا را برای همه ی  -4

= 𝛥𝑡    0/ 10 برای و میانگین خطای این روش متر 1/ 899× 10-2برابر با= Δt      بود.  متر 720/8×10-2برابر 

   2و  1برای طبقه دوم سیستم  یعدد یهاروش گریبا د  3روش شتاب مرتبه بررسی میانگین خطای  -4-3

 های مختلف آورده شده است.   Δtبرای   1های مختلف عددی برای طبقه دوم  سیستمای میانگین خطای روشنمودار میله  6در شکل 

 

 ثانیه   = 1/0Δtتا   = 01/0Δt برای 1طبقه دوم سیستم برایهای مختلف عددی میانگین خطای روش   -6شکل

 نتایج زیر حاصل گردید:  ،6شکلمختلف در   هایبا دقت در مقادیر عددی میانگین خطای روش

یابللد، امللا یللک مللورد تنللاقف در روش تفاضللل ، میللزان خطللا افللزایش مللی Δtهللا بللدون اسللتثناء بللا افللزایش در هملله ی روش-1

 مشاهده گردید.ثانیه   = 09/0Δtمرکزی در

متللر بللوده اسللت کلله در روش شلللتاب  378/1×10-3ثانیلله میللانگین خطللا  tΔ =10/0 بللرای ،3در روش شللتاب مرتبلله -2

درصللد میللانگین خطللا کللاهش یافتلله  57/1،   3بلله2اسللت کلله بللا افللزایش مرتبلله شللتاب از متللر 400/1×10-3مقللدار متنللاظر آن  2مرتبلله

متللر بللوده اسللت کلله در  804/1×10-1ثانیلله میللانگین خطللا  tΔ =1/0 ، بللرای2در روش شللتاب مرتبلله اسللت کلله عللدد کللوچکی اسللت. 

درصللد میللانگین خطللا  97/47،   3بلله2اسللت کلله بللا افللزایش مرتبلله شللتاب از متللر  467/3×10-1مقللدار متنللاظر آن 2روش شللتاب مرتبلله

 کاهش یافته است.

ثانیلله،  10/0ثانیلله بلله  01/0از  Δtبللا افللزایش  هللا داشللته اسللت.Δtروش جنینگللز ارتقللا یافتلله کمتللرین خطللا را بللرای هملله ی -4

متللر افللزایش یافللت. مقللادیر میللانگین خطللا بللرای روش  513/3×10-2متللر بلله مقللدار  939/7×10-7میللانگین خطللای ایللن روش از مقللدار 

بللود. بللا مقایسلله میللانگین خطللای   804/1×10-1و   378/1×10-3هللای متنللاظر قیللد شللده در بللالا بلله ترتیللب tΔبللرای  3شللتاب مرتبلله 

شللود ثانیلله بللا مقللدار متنللاظر میللانگین خطللای روش شللتاب مرتبلله سللوم مشللاهده مللی 01/0برابللر بللا    Δtروش جنینگز ارتقا یافته بللرای  

برابللر بللا   Δtبرابللر خطللای روش  جنینگللز ارتقللا یافتلله اسللت. ایللن نسللبت بللرای  1736حللدود  3کلله میللانگین خطللای روش شللتاب مرتبلله 

 است که بیانگر کاهش بسیار شدید آن می باشد.  14/5ثانیه برابر با    10/0
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بیشترین خطا    = 1/0Δtتا    = 0Δt/ 08 ،برای بیشترین خطا و روش تفاضل مرکزی    = 0Δt/ 07تا    = 01/0Δt برای  ،روش ویلسون-5

با     tΔ =10/0 برای را داشته است. میانگین خطای روش ویلسون   برابر     tΔ =07/0 برایو میانگین خطای این روش    2/ 671× 10-1برابر 

  3/ 240برابر     = 0Δt/ 10 برایو میانگین خطای این روش   936/2برابر با    = 08/0Δt برایبود. میانگین خطای روش تفاضل مرکزی   910/1

 بود. 

میله  7در شکل   روشنمودار  میانگین خطای  دوم  سیستمای  برای طبقه  مختلف عددی  آورده شده  Δtبرای    2های  مختلف  های 

 است. 

 

 ثانیه   = 019/0Δtتا   = 01/0Δt برای 2طبقه دوم سیستم  برایهای مختلف عددی میانگین خطای روش  -7شکل

 نتایج زیر حاصل گردید:  ،7شکلمختلف در   هایبا دقت در مقادیر عددی میانگین خطای روش

 یابد.، میانگین خطا افزایش می Δtها بدون استثناء با افزایش  در همه ی روش-1

مقللدار  2بللوده اسللت کلله در روش شللتاب مرتبلله 526/1×10-2میللانگین خطللا  tΔ =10/0 بللرای ،3در روش شللتاب مرتبلله -2

 ،2در روش شللتاب مرتبلله  ،  معیللار خطللا کللاهش نیافتلله اسللت. 3بلله2اسللت کلله بللا افللزایش مرتبلله شللتاب از 526/1×10-2متنللاظر آن

اسللت کلله بللا   637/8×10-2مقللدار متنللاظر آن 2بللوده اسللت کلله در روش شللتاب مرتبلله 637/8×10-2میللانگین خطللا  tΔ =019/0 بللرای

 ، معیار خطا کاهش نیافته است.  3به2افزایش مرتبه شتاب از  

 019/0ثانیلله بلله  01/0از  Δtبللا افللزایش  هللا داشللته اسللت.Δtروش جنینگللز ارتقللا یافتلله کمتللرین خطللا را بللرای هملله ی -3

متللر افللزایش یافللت. مقللادیر میللانگین خطللا  577/8×10-2متللر بلله مقللدار  101/5×10-3ثانیلله، میللانگین خطللای ایللن روش از مقللدار 

بللود. بللا مقایسلله   637/8×10-2و   526/1×10-2هللای متنللاظر قیللد شللده در بللالا بلله ترتیللب tΔبللرای  3بللرای روش شللتاب مرتبلله 

ثانیلله بللا مقللدار متنللاظر میللانگین خطللای روش شللتاب مرتبلله سللوم  01/0برابللر بللا    Δtمیانگین خطللای روش جنینگللز ارتقللا یافتلله بللرای  

برابللر خطللای روش  جنینگللز ارتقللا یافتلله اسللت. ایللن نسللبت  99/2حللدود  3مشاهده مللی شللود کلله میللانگین خطللای روش شللتاب مرتبلله 

 باشد.است که بیانگر کاهش آن می  007/1ثانیه برابر با   019/0برابر با   Δtبرای  

 بللرایهللا داشللته اسللت. میللانگین خطللای روش ویلسللون Δtتتللا  بیشللترین خطللا را بللرای هملله ی -روش   ویلسللون  -4

10/0= tΔ   019/0 برایمتر و میانگین خطای این روش    020/3×10-2برابر با= tΔ    متر بود.  323/1×10-1برابر 
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همچنللین ایللن مقللادیر  اسللت.ی آورده شللدهصللعود بیلل مختلللف بلله ترت هللایروش یخطاهللا نیانگیلل م نیانگیلل م ریمقللاد ،(1جللدول)در 

هللای Δtایللن اعللداد بیللانگر مقللدار متوسللط خطاهللای یللک روش بلله ازای اسللت.( نیللز درگ گردیللده6( و )5( ، )4( ، )3هللای )درشللکل

بله ترتیلب ، 2و نیلز طبقله اول سیسلتم  1گلردد کله بلرای طبقلات اول و دوم سیسلتم با دقت در این در این جدول مشلخص ملی  مختلف است.

، دارای کمتلرین مقلدار میلانگین میلانگین خطلا بودنلد. املا بلرای طبقله 3صعودی، روش جنینگز ارتقا یافته، روش جنینگز و روش شلتاب مرتبله 

میلانگین میلانگین خطلا بلرای مقلدار از لحلات بیشلترین  اسلت.جلایگزین روش شلتاب مرتبله سلوم گردیلده 2روش شتاب مرتبه  ،2سیستم   دوم

، روش تفاضللل 2اسللت امللا بللرای طبقلله اول سیسللتم حداکثر مقللدار را داشللتهروش نیومارک)شللتاب متوسللط( ،1طبقللات اول و دوم سیسللتم

 است. تتا دارای حداکثر مقدار بوده-برای طبقه دوم این سیستم، روش ویلسون مرکزی، و

 ه ترتیب صعودی های مختلف بروش  یهامیانگین خطامقادیر میانگین  -(1جدول) 

 

 

برای طبقه اول سیستم   یعدد  یهاروش گریبا د 3روش شتاب مرتبه بررسی ضریب تغییرات خطای  -4-4

   2و  1

است که   دون بعدک معیار باست ی  (CV)ف آنمخف که (coefficient of variation)  ضریب تغییرات  ل،احتما آمار و نظریه در

اندازه دادهبرای  توزیع  میگیری  کار  به  آماری  تقسیم های  از  که  معیار  رود  می میانگین بر انحراف  دست  ضریب  .  آیدبه  دیگر  عبارت  به 

  یی تا عدد نها کنند یضرب م 100را در عدد   راتییتغ ب ی ضر معمولا . کندتغییرات، میزان پراکندگی به ازای یک واحد از میانگین را بیان می
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227/1  124/1  044/1  035/1  1/029 ×10-1 4/938 ×10-2 4/743 ×10-2 3-10 ×881/4 
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روش جنینگز  
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3/906 ×10-2 2/119 ×10-2 1/984 ×10-2 1/379 ×10-2 1/027 ×10-2 6/549 ×10-3 6/213 ×10-3 5/055 ×10-3 
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نیومارک شتاب 

 خطی

 

نیومارک شتاب 

 متوسط 

 

روش تفاضل  

 مرکزی 

 

شتاب 

)تابع  3مرتبه

 حداقل مربعات( 

شتاب 

)تابع  2مرتبه

 حداقل مربعات( 

 روش جنینگز 

 

روش جنینگز  

 ارتقا یافته
 طبقه دوم

7/263 ×10-2 4/223 ×10-2 4/223 ×10-2 4/220 ×10-2 4/189 ×10-2 4/179 ×10-2 4/179 ×10-2 3/616 ×10-2 

https://fa.wikipedia.org/wiki/%D9%86%D8%B8%D8%B1%DB%8C%D9%87_%D8%A7%D8%AD%D8%AA%D9%85%D8%A7%D9%84
https://fa.wikipedia.org/wiki/%D8%A7%D9%86%D8%AD%D8%B1%D8%A7%D9%81_%D9%85%D8%B9%DB%8C%D8%A7%D8%B1
https://fa.wikipedia.org/wiki/%D9%85%DB%8C%D8%A7%D9%86%DA%AF%DB%8C%D9%86
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)متغ  ایدو    یپراکندگ  سهیمقا  ی برا  رات یی تغ  بی از ضر  . دیابی  دست  به   درصد  حسببر مری چند صفت  استفاده  اصلی(  کاربرد  و  آن    یکنند 

  د.کاربرد دار یسطح سنجش نسب  یشاخص تنها برا نی دارند. ا یسنجش متفاوت یاست که واحدها ییرهایمتغ سهیمقا

آورده شده است. مقیاس این   8بر حسب درصد در شکل   1ای ضریب تغییرات خطای پاسخ تغییرمکان طبقه اول سیستمنمودار میله

میله صورت  نمودارهای  به  میله  لگاریتمیای  دیگر  عبارتی  به  است.  ضریب  معکوس  مقدار  بیشترین  دارای  دارد  را  ارتفاع  کمترین  که  ای 

 تغییرات است. 

 

 ثانیه  = 1/0Δtتا   = 01/0Δt برای 1های مختلف عددی برای طبقه اول سیستم  ضریب تغییرات خطای روش  -8شکل

 نتایج زیر حاصل گردید:  ،8شکلمختلف در   هایروشخطای  ضریب تغییرات  با دقت در مقادیر عددی  

ضللریب تغییللرات ،  Δtبللا افللزایش نیومللارک شللتاب متوسللط و روش تفاضللل مرکللزی هللا بلله اسللتثنای روش در هملله روش -1

 یابد.افزایش میخطا 

مرتبه    -2 شتاب  روش  تغییرات    = 01/0Δt برای ،3در  ضریب  مرتبه  15/73ثانیه  شتاب  روش  در  که  است  بوده  مقدار    2درصد 

در  درصد ضریب تغییرات کاهش یافته است که عدد کوچکی است.  23/5،   3به 2است که با افزایش مرتبه شتاب از  درصد  19/77متناظر آن

برای3روش شتاب مرتبه    ، 1 /0Δt =    بوده است که در روش شتاب مرتبه  247/ 9ضریب تغییرات درصد    3/337مقدار متناظر آن   2درصد 

 درصد ضریب تغییرات کاهش یافته است .  26/ 5،  3به2است که با افزایش مرتبه شتاب از  

باشللد. امللا درصللد مللی 14/73ثانیلله داشللته اسللت کلله مقللدار آن  Δt= 01/0روش جنینگللز کمتللرین ضللریب تغییللرات را بللرای-3

هللا داشللته اسللت. مقللدار ضللریب تغییللرات ایللن روش بللرای  Δtروش جنینگللز ارتقللا یافتلله کمتللرین ضللریب تغییللرات را بللرای بقیلله ی 

02/0  =Δt  10/0درصد و برای    2/101ثانیه برابر با  =Δt  درصد بود.  9/139ثانیه برابر با 

ثانیلله، روش =07/0Δtثانیلله، روش شللتاب متوسللط بللرای  = 09/0Δtثانیلله و = 1/0Δtروش نیومللارک شللتاب خطللی بللرای -4

 = 02/0Δt = ،03/0Δt = ،04/0Δt = ،05/0Δt =  ،06/0Δtبللرای ،تتللا -ثانیلله و روش  ویلسللون = 01/0Δt بللرای تفاضللل مرکللزی
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Δt= 0.01ضریب تغییرات ضریب پاسخ تغییرشکل برای Δt= 0.02ضریب تغییرات ضریب پاسخ تغییرشکل برای Δt= 0.03ضریب تغییرات ضریب پاسخ تغییرشکل برای Δt= 0.04ضریب تغییرات ضریب پاسخ تغییرشکل برای Δt= 0.05ضریب تغییرات ضریب پاسخ تغییرشکل برای

Δt= 0.06ضریب تغییرات ضریب پاسخ تغییرشکل برای Δt= 0.07ضریب تغییرات ضریب پاسخ تغییرشکل برای Δt= 0.08ضریب تغییرات ضریب پاسخ تغییرشکل برای Δt= 0.09ضریب تغییرات ضریب پاسخ تغییرشکل برای Δt= 0.1ضریب تغییرات ضریب پاسخ تغییرشکل برای

Avg=239.55

Avg=168.67 Avg=327.21 Avg=318.97 Avg=350.69 Avg=314.74 Avg=163.51 Avg=121.36
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ثانیلله بلله = 09/0Δtو = 1/0Δtثانیلله بیشللترین ضللریب تغییللرات را داشللته اسللت. مقللادیر ایللن ضللریب تغییللرات بللرای  = 08/0Δtو  

درصلللد و  4/151ثانیللله برابلللر بلللا = 01/0Δt درصلللد، بلللرای 1/432ثانیللله برابلللر بلللا  =07/0Δtدرصلللد، بلللرای  1/470، 9/479ترتیللب 

، 4/280، 8/222بلللله ترتیللللب برابللللر بللللا ثانیلللله  = 08/0Δtو   = 02/0Δt = ،03/0Δt = ،04/0Δt = ،05/0Δt =  ،06/0Δtبللللرای

 درصد بود.  3/435،   2/388،  7/359،  0/325

 

 ثانیه  = 019/0Δtتا   = 01/0Δt برای 2های مختلف عددی برای طبقه اول سیستم  روشخطای ضریب تغییرات   -9شکل

 نتایج زیر حاصل گردید:   ،9شکلمختلف در  های روشخطای ضریب تغییرات با دقت در مقادیر عددی  

مرتبه    -1 شتاب  روش  برا 3در  مرتبه درصد    7/373  راتیی تغ  بیضر ثانیه    Δt=  01/0  ی،  شتاب  روش  در  که  است  مقدار    2بوده 

 است.  افتهیکاهش  راتییتغ ب یدرصد ضر  24/ 69،   3به2مرتبه شتاب از  شی ست که با افزادرصد ا 496/ 2متناظر آن 

مرتبه    -2 روش شتاب  برا3در  مرتبهدرصد    428/ 7  راتییتغ  بی ضرثانیه    Δt=  0/ 019  ی،  در روش شتاب  که  است  مقدار    2بوده 

 است .  افتهیکاهش   راتیی تغ بی درصد ضر 98/26،  3به2مرتبه شتاب از   شیاست که با افزا درصد بوده  587/ 1متناظر آن 

برای  Δt  =  015/0تا   Δt=  01/0ی برا  افتهیارتقا    نگز ی را روش جن  رات یی تغ  ب یضر   نی کمتر  -3   Δt=  01/0ثانیه داشته که مقدار آن 

ثانیه   Δt= 0/ 018و Δt=  016/0  ی برا  یروش تفاضل مرکز  باشد ودرصد می  141/ 0ثانیه برابر   Δt  = 0/ 015درصد و برای  2/134ثانیه برابر  

درصد می   304/ 6ثانیه برابر     Δt=  0/ 018درصد و برای   427/ 9ثانیه برابر    Δt=  016/0کمترین ضریب تغییرات را داشته که مقدار آن برای 

جنباشد   روش  برای   Δt=  019/0و   Δt=  017/0ی برا  نگزیو  آن  مقدار  که  داشته  را  تغییرات  ضریب  کمترین  برابر    Δt=  017/0ثانیه  ثانیه 

 . باشددرصد می 383/ 1ثانیه  Δt=  0/ 019درصد و برای  8/363

را داشته که مقدار آن    Δt=  0/ 018  یبرا   افتهیارتقا    نگزیروش جن   -4 روش    و   درصد است  733/ 7ثانیه بیشترین ضریب تغییرات 

 را داشته است.  راتییتغ بیضر   نی شتریبها  Δt هیبق  یتتا برا  لسونیو

برای طبقه دوم سیستم  یعدد یهاروش گری با د 3روش شتاب مرتبه بررسی ضریب تغییرات خطای  -4-5

   2و  1
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Δt= 0.01ضریب تغییرات ضریب پاسخ تغییرشکل برای Δt= 0.011ضریب تغییرات ضریب پاسخ تغییرشکل برای Δt= 0.012ضریب تغییرات ضریب پاسخ تغییرشکل برای Δt= 0.013ضریب تغییرات ضریب پاسخ تغییرشکل برای Δt= 0.014ضریب تغییرات ضریب پاسخ تغییرشکل برای

Δt= 0.015ضریب تغییرات ضریب پاسخ تغییرشکل برای Δt= 0.016ضریب تغییرات ضریب پاسخ تغییرشکل برای Δt= 0.017ضریب تغییرات ضریب پاسخ تغییرشکل برای Δt= 0.018ضریب تغییرات ضریب پاسخ تغییرشکل برای Δt= 0.019ضریب تغییرات ضریب پاسخ تغییرشکل برای

Avg=570.97 Avg=498.74 Avg=502.84 Avg=626.45 Avg=458.61 Avg=417.24

Avg=288.84

Avg=432.48
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 ثانیه   = 0Δt/ 1تا  = 01/0Δt برای1برای طبقه ی دوم سیستم  برایهای مختلف عددی روشخطای ضریب تغییرات   -10شکل

 نتایج زیر حاصل گردید:  ،10شکلمختلف در  های روشخطای با دقت در مقادیر عددی ضریب تغییرات 

 یابد. افزایش میضریب تغییرات ،   Δtهای تفاضل مرکزی و نیومارک شتاب متوسط با افزایش ها به جز روشدر همه ی روش-1

مرتبه    -2 شتاب  روش  تغییرات    = 0Δt/ 01 برای ،3در  ضریب  مرتبه   47/65ثانیه  شتاب  روش  در  که  است  بوده  مقدار    2درصد 

 درصد ضریب تغییرات کاهش یافته است.  1/ 36،    3به 2درصد است که با افزایش مرتبه شتاب از   36/66متناظر آن 

مرتبه    -3 شتاب  روش  برای3در   ، 1 /0Δt =    تغییرات ضریب  مرتبه   7/211ثانیه  شتاب  روش  در  که  است  متناظر    2بوده  مقدار 

 درصد ضریب تغییرات کاهش یافته است.  84/48،   3به2است که با افزایش مرتبه شتاب از   315/ 1آن

به ترتیب    Δt=    02/0و  Δt=    0/ 01روش شتاب مرتبه سوم در  -4 و     47/65ثانیه کمترین ضریب تغییرات را داشته که مقادیر آن 

 ها کمترین مقدار ضریب تغییرات را داشته است. Δtباشد و روش جنینگز ارتقا یافته در بقیه ی درصد می  94/ 82

درصد و روش   507/ 9ثانیه داشته که مقدار آن    Δt=    0/ 09روش نیومارک شتاب خطی بیشترین مقدار ضریب تغییرات را در     -5

 ها داشته است. Δtتتا بیشترین مقدار ضریب تغییرات را برای بقیه ی -ویلسون
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Δt= 0.01ضریب تغییرات ضریب پاسخ تغییرشکل برای Δt= 0.02ضریب تغییرات ضریب پاسخ تغییرشکل برای Δt= 0.03ضریب تغییرات ضریب پاسخ تغییرشکل برای Δt= 0.04ضریب تغییرات ضریب پاسخ تغییرشکل برای Δt= 0.05ضریب تغییرات ضریب پاسخ تغییرشکل برای

Δt= 0.06ضریب تغییرات ضریب پاسخ تغییرشکل برای Δt= 0.07ضریب تغییرات ضریب پاسخ تغییرشکل برای Δt= 0.08ضریب تغییرات ضریب پاسخ تغییرشکل برای Δt= 0.09ضریب تغییرات ضریب پاسخ تغییرشکل برای Δt= 0.1ضریب تغییرات ضریب پاسخ تغییرشکل برای
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  ثانیه   = 019/0Δtتا   = 01/0Δt برای 2طبقه ی دوم سیستم برای های مختلف عددی روشخطای ضریب تغییرات   -11شکل

 نتایج زیر حاصل گردید:  ،11های مختلف در شکلروشخطای ضریب تغییرات با دقت در مقادیر عددی  

-افزایش میضریب تغییرات ،  Δtهای ویلسون، تفاضل مرکزی و جنینگز ارتقا یافته با افزایش ها به استثناء روشدر همه ی روش-1

 یابد، 

ضریب تغییرات    = 019/0Δtدرصد ودر   61/ 46ثانیه ضریب تغییرات    = 01/0Δt برای   2و شتاب مرتبه    3در روش شتاب مرتبه  -2

ها یکسان بود. علاوه بر این در بخش قبل    Δtدرصد بوده است . لازم به ذکر است مقادیر ضریب تغییرات این دو روش برای کلیه    96/ 16

برای کلیه   برای طبقه دوم سیستم    Δtمشاهده گردید که مقادیر میانگین خطا  یکسان    2و شتاب مرتبه    3برای روش شتاب مرتبه    2ها 

 بودند. 

باشد و روش نیومارک  درصد می   61/ 63ثانیه کمترین ضریب تغییرات را دارد که مقدار آن    = 0Δt/ 03روش تفاضل مرکزی در    -3

 ها دارد.  Δtشتاب خطی و شتاب متوسط کمترین ضریب تغییرات را در بقیه 

ویلسون  -4 مقدار-روش  بیشترین  برای همه ی    تتا   را  تغییرات  برای    Δtضریب  روش  این  تغییرات  مقدار ضریب  است.  داشته  ها 

01 /0Δt =  0/ 019درصد و برای    243/ 5ثانیهΔt =  باشد. درصد می 293/ 8ثانیه 

اسللت. همچنللین ایللن ی آورده شللدهصللعود بیلل مختلللف بلله ترت هللایروش خطاهللای راتییلل تغ بیضللر نیانگیلل م ریمقللاد ،(2جللدول)در 

خطاهللای یللک  راتییلل تغ بیضللر. ایللن اعللداد بیللانگر مقللدار متوسللط نللدا( نیللز درگ گردیللده10( و )9( ، )8( ، )7هللای )مقللادیر درشللکل

، بله ترتیلب صلعودی،  1گلردد کله بلرای طبقلات اول و دوم سیسلتم . با دقلت در ایلن جلدول مشلخص ملیهستندهای مختلف Δtروش به ازای

نللد. از لحللات اهخطللا بللود راتییللتغ بیضللر، دارای کمتللرین مقللدار میللانگین 2یافتلله، روش جنینگللز و روش شللتاب مرتبلله  ءروش جنینگلز ارتقللا

 است.تتا دارای حداکثر مقدار بوده-، روش ویلسون2و1خطا برای طبقات اول و دوم سیستم  راتییتغ بیضربیشترین میانگین 
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 ه ترتیب صعودی های مختلف بروشی  هاخطاضریب تغییرات مقادیر میانگین  -(2جدول) 

 

 نتیجه گیری -5

  ن ی ا یبودند. مشخصات جرم و سخت  ییرای بدون م  ستمیدو س ن ی قرار گرفتند. ا ی مورد بررس ی دو درجه آزاد خط ستم یمقاله دو س نی در ا

-با توجه به فرکانس  ینوسیس  یبارگذار های از فرکانس یمناسب یبازه   کی  2و  1 ستمی دو س یبود. برا ده ی[ اخذ گرد2از مرجع ]  ستمیدو س

بر    انیراد  1/0  شیو با افزا  هیبر ثان  انیراد  30تا    1از    یبارگذار  های، بازه فرکانس1  ستمیس  ی. برادیآنها انتخاب گرد  یعیارتعاش طب  های

  300تا    1از    یبارگذار   های، بازه فرکانس2  ستمیس  ی. براشدیرا شامل م  یفرکانس بارگذار   291  بیترت  نیدر نظر گرفته شد که بد  هیثان

ثان  انیراد ا  هیبر  با  ثان  انیراد  1  شیفزا و  بد  هیبر  که  بارگذار  300  ب یترت  نی در نظر گرفته شد  م  یفرکانس  ابتدا پاسخ  دیگردیرا شامل   .

مقاله    ن یمطرح شده در ا   یروش عدد  8و سپس با استفاده از    دیمحاسبه گرد  ی هر فرکانس بارگذار   یبرا   ستمیدو س   نی ( ایلی)تحلقیدق

به دست آورده شد.    یهشت روش عدد  نیا  یخطا برا   راتیی تغ  بیخطا و ضر   نیانگیم  ریقادمحاسبه شد و م  ستمیدو س  نی ا  یبیپاسخ تقر 

 باشد: یم ری آن ها به شرح ز  راتیی تغ بی خطا ها و ضر نی انگیم ی  سهیبه دست آمده از مقا جی نتا  نیمهم تر
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 . افتی یم شی خطا افزا نی انگمی ، ∆ t شیها با افزا در اکثر روش -1

 داشت.  ی ریکاهش چشمگ 2روش شتاب مرتبه    نیانگ ینسبت به م  3روش شتاب مرتبه   یخطا  نی انگمی ، ∆t شیبا افزا -2

 . داشت  ها∆tتمام  یبرا   2و  1 ستمیدو س ی خطا را برا نی انگیم نی کمتر  افتهیارتقا  نگزیروش جن-3

 . د یمختلف مشاهده گرد های ∆t یخطا برا  زانی م نی شتریب  یو تفاضل مرکز  لسونیو ی هاروش یبرا   -4

  ی داده ها بوده است، البته برا  شتر یب  یپراکندگ  انگریکه ب   افتی  یم  ش یافزا  ز ین   رات یی تغ  بضری   ،  ∆ t  شی ها با افزاروش  هیدر کل  -5

 . دیموضوع مشاهده نگرد نی ا 2  ستمیطبقه اول س

 یکاهش قابل توجه  2روش شتاب مرتبه    راتیی تغ  بینسبت به ضر   3روش شتاب مرتبه    یخطا   راتیی تغ  بضری  ،  ∆t   شیافزا   ای  -6

 کرد. یصدق نم  2 ستمیطبقه اول س ی موضوع برا نیداشت. البته ا 

اول س-7 طبقه  به روش  راتییتغ  بیضر   نیکمتر   1  ستمیدر  جن  نگزی جن  یهامربوط  س  افتهیارتقا    نگزیو  اول  در طبقه    2  ستمیو 

 بود.  افتهیارتقا  نگزیمربوط به روش جن راتییتغ ب یضر   نیکمتر 

س  -8 دوم  طبقه  روش  راتیی تغ  بیضر   نیکمتر   1  ستمیدر  به  مرتبه    یهامربوط  جن  3شتاب  دوم   افتهیارتقا    نگزیو  طبقه  در  و 

 بود.  یشتاب خط ومارکیشتاب متوسط و ن  ومارکی،ن یتفاضل مرکز  یهامربوط به روش راتیی تغ بی ضر ن یکمتر   2 ستمیس

  ن ی انگیم  نکمتری   ها∆tتمام    ی برا   افتهیارتقاء    نگزیمقاله، روش جن  نیشده در ا   یبررس  یروش عدد  8توان گفت از  یمجموع م  در

  رات یی تغ  یبرا  ایفرض ساده کننده  چی ه  افتهیارتقاء    نگزیو جن  نگزیامر است که در روش جن  نی از ا  یموضوع ناش  نی خطا را داشت. علت ا

  ∆ t  یدر بازه زمان  یاعمال  یرو ین  راتییشود مربوط به تغیکه در نظر گرفته م  یو تنها  فرض  شودینظر گرفته نم  در  ∆t  یشتاب در بازه زمان

و در روش   شودیدر نظر گرفته م  خطی  صورت  به  ∆t  ی( در بازه زمانهیشتاب پا   ای)  روی ن  راتیی تغ  نگزیصورت که در روش جن  نبدی .  است

 . شودیدر نظر گرفته م یمکعب نی اسپلا ی ها یبه صورت منحن راتییتغ نیا  افتهیارتقاء   نگزیجن

  نیدر مورد ا یعدد یهاروش نی دقت ا زانی انجام شود و م یرخطی غ  یهاستمی س یبر رو  ایکار مشابه گرددیم شنهادیدر ادامه پ

 گردد.    یبررس زی ن هاستمیس
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