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In this study, a curved finite element is presented to analyze the natural 

vibration of curved beams within the elastic range, considering the first-

order shear deformation theory of Timoshenko beams to achieve high 

accuracy with fewer elements. The material considered for this element is 

a composite material reinforced with carbon nanotubes (CNT), 

incorporating the effect of aggregation. First, using polynomial functions 

for axial, shear, and rotational deformations of a three-node element, the 

finite element relationships are established, followed by the construction 

of the element stiffness matrix. Then, to simplify the stiffness matrix and 

reduce the degrees of freedom, the middle node of the element is 

eliminated using the static condensation method, ensuring its effect is 

accounted for in the remaining degrees of freedom at the two end nodes. 

This reduces the number of degrees of freedom from 9 to 6. This research 

includes various mechanical, geometric, and boundary configurations to 

evaluate the natural vibration characteristics of these composite beams, 

significantly advancing our understanding of the inherent vibrational 

dynamics of these beams. Finally, numerical examples are examined to 

evaluate the accuracy and capability of this method, and a parametric 

study is conducted to assess the impact of various variables on the natural 

vibration of these beams. 
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  یهاشده با نانولوله تیمرکب تقو  ده یخم یرهای رفتار ارتعاش آزاد ت یعدد یبررس

 ی دو گره  ده یبه کمک جزء خم  یکربن
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 چکیده 
ا خم  کیپژوهش،    نیدر  محدود  بررس  دهیجزء  منظور  طب   یبه  محدوده  دهیخم  یرها یت  یعیارتعاش  گ  با،  کشسان  یدر    فتن ر درنظر 

. ماده در نظر  شودیتر جزءها ارائه مشمار کم  یری به دقت بالا و به کارگ  یابیدست  به منظور  تیر تیموشنکو  مرتبه اول  یبرش  هایتغییرشکل
. ابتدا با درنظر گرفتن  باشدیم 1یشدگجمع اثر( همراه با CNT)  یکربن ی هابا نانولوله شدهتی مرکب تقو یجزء، ماده نیا  یگرفته شده برا 

و به   شودیاجزاء محدود پرداخته م ی سازبه رابطه  یگرهجزء سه کی ی برا یو دوران یبرش  ،یمحور ی هارشکلیی تغ یاچندجمله هیتوابع اول 
  یساز روش تراکم  لهیبوس  ،یدرجات آزاد  یسازو کم  یسخت  سی ماتر  یساز. سپس، جهت سادهگرددیجزء برپا م  یسخت  سیدنبال آن ماتر

م  ،یکیاستات به نحو   یانیگره  م  یجزء  آزاد  گرددیحذف  درجات  در  اثر آن  در نظر گرفته شود.    ماندهیباق  یکه  انتها،  و  ابتدا  دو گره  در 
  ی برا  یمتنوع  یو مرز   یهندس  ،یکی مکان   یها یکربندی شامل پ  قی تحق  نی. ا ابدییکاهش م  6به    9جزء از    یتعداد درجات آزاد  بی ترتنیبد
  ن یدر ا   یذات  یارتعاش  ک ینامیدرک ما از د  شرفتیبه پ   یمرکب است و به طور قابل توجه  ی رهای ت  ن یا  یعیارتعاش طب   ی هایژگیو  یابیارز
قرار خواهند گرفت و با    یروش مورد بررس  نی ا  ییدقت و توانا  یابینشان به منظور ارزسنگ  یعدد  یهانمونه  انی. در پاکندیکمک م  رهایت
 . گرددیم یابیارز  رهایت  گونه  نی ا یعیمختلف بر ارتعاش طب یرهای متغ ری تاث یپارامتر  العهمط
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 مقدمه -1
  بیرا ترک  ییو کارا  ییبایمدرن هستند که ز  یو نوآور  یخیاز آثار تار یبیترک  انگرینما دهیخم ی رهای سازه، ت یمهندس ینهیدر زم

است.   گران را جلب کردهتوجه پژوهش کیعمران و مکان یمهندس ر یمختلف نظ یها در علوم مهندسچندگانه آن ی. کاربردهاکنندیم

 .   است هامناسب آن ارتعاشی رفتار و کم  وزن مقابل  در هاآن یمقاومت بالا هاهساز گونه نی علت استقبال از ا

 نترییو قتتو نتریقیتت از دق یکتت یاستتت.  کرده دایتوسعه پ یلیتحل مهیو ن یمختلف عدد هایروش  ها،رفتار سازه  یعدد  یبررس  یبرا

 جتتزاا نیتت . هتتر چتته تعتتداد اشتتودیم یبندمیتقستت  یروش، دامنه مسئله به تعداد نقاط کتتوچک نیمحدود است. در ا اجزای  روش  ها،روش  نیا

استتتداده  دهیتت خم یرهتتایرفتتتار ت یبررستت  یبتترا یروش عتتدد نیتت از ا یادیتت ز اریبس هایخواهد بود. پژوهش  ترقیقباشد، حل مسئله د  ترشیب

 دهیتت خم یرهتتایت یبتتر کتترنش بتترا یمبتنتت  یکردیرو ،یبا شش درجه آزاد یابا استداده از جزء دو گره  ییصدازادهو رجب  پژندرضایی.  اندکرده

. غوکتتو و ستتاحا در [2]کردنتتد  یمعرف یچیساندو دهیخم یرهایت یرا برا گونسهمی یکرنش خمش  یو همکاران تئور  یربع. بل[1]ارائه دادند  

تحتتت  دهیتت خم یرهایو همکاران رفتار ت ی. اوپادها[3]کردند  یرا بررس یکیاستات یتحت بارگذار دهیخم  یرهایت  یرخطیپژوهش خود رفتار غ

. بنتتان و همکتتاران روش [4]استتتخراک کردنتتد  یادو گره دهیجزء خم یرا برا ییابجاج-رویقرار دادند و روابط ن  یمختلف را مورد بررس  یبارها

محتتدود  یو تنتتدولو روش اجتتزا نوی. ستتاو[5]کردنتتد  یمعرفتت  کشسان یهینظر هیبر پا ییفضا دهیخم یهاو کمان رهایت یبرا  یمحدود  یاجزا

هتتای ی نستتبت دیگتتر روشعملکتترد برتتتر یکتته در مطالعتتات عتتدد ندکرد یکرنش معرف یها با حسگرهانظارت سلامت سازه یمعکوس را برا

 قیتت دق مقتتدارهای ها،بدون گره توانستند با حذف نوستتان یدیبریه دهیخم ریجزء ت یو همکاران با معرف می. ک[6]داشت  موجود در این زمینه

 یمحتتدود معمتتول یبه روش اجزانسبت  یبهبود قابل توج افتهیبدست آمده از نگره توسعه  جیپژوهش، نتا نیکنند. مطابق ا  ینبیشیتنش را پ

 یهتتاحلکردنتتد و راه یرا بررستت  یاصتتدحه یتحت بارهتتا دهیخم یرهایدر ت ییتنش و جابجا یهادانیمدر پژوهشی . تارن و تسنگ [7]دارد  

 یبرشتت  راتییتت بتتا تغ دهیتت خم یرهتتایت یبتترا یقتت یدق یاجزء دو گره دمنی. کوسماتکا و فر[8]دند داارائه  ریمختلف ت یمرز طیشرا یبرا  یقیدق

را  یستتازو دقتتت مدل افتتتهیبهبتتود  دینامیکیو  یکیاستات یهالیها در تحل. روش آنکندیم برطرفرا   یشدگقدل  مشکلاتتوسعه دادند که  

پرداختتته و  یشتتدگو مسائل قدل یعدد یرا توسعه دادند که به خطاها یمحدود یاجزا یسازو همکاران رابطه  ی. توفکچ[9]  دهدیم  شیافزا

 .  [10] دهدینشان م  ریخمش متغ  تیریموجود در مد  یهارا نسبت به روشآن    یبرتر

رفتتتار در  نیاست. درک ا یخارج یروهایسازه بدون حضور ن یعیطب یشامل حرکت نوسان  یکینامید  لیارتعاش آزاد در تحل  لیتحل

 میو افتترا زنبرگتتری. اکنتتدمی کمک هاسازه ترنهیبه یطراح یبوده و به مهندسان برا یاتیح اریها بسطراح یسازه، برا یداریسلامت و پا  یابیارز

و رفتتتار  یعتت یطب یهتتافرکانس قیتت دق ینتت یبشیپ یکتته بتترا ندتمرکتتز داشتتت کنواختی یارهیدا  یرهایت  یکینامید  یسخت  یبر رو  در پژوهشی

 یبتته ابزارهتتا ازیتت ن م،یضتتخ یرهتتایت یبتترا خمیتتده یجزءهتتا یبتتا معرفتت  ییزاده صتتداو رجتتب  پژندیی. رضا[11]است    یاتیها حآن  یکینامید

 یو جتترم بتترا یسخت یهاسیبه دست آوردن ماتر یبرا انگی. وو و چ[12] ندبرطرف کرد  را  رهایاز ت  وعن  نیا  سازیهیشب  یبرا  یقو  یسازمدل

 رییتت روش تغ کیتت . ستتو و همکتتاران [13]ارائه کردند  یجنبش یو انرژ ییجابجا-روین هایبر اساس معادله یروش ،یارهیدا دهیخم  یرهایجزء ت

. [14] دادنتتدتوستتعه  ک،یکلاستت  ریتت مختلف، از جملتته غ یمرز طیبا شرا یمنحن یرهایآزاد ت هایارتعاش لیو تحل  هیتجز  یبرا  یانسیوار  افتهی

 نیتت نشتتان دادنتتد کتته ا دهیتت خم یرهتتایارتعاش آزاد ت لیتحل یمحدود برا یاجزا افتهیو توسعه  یعموم هایکوررا و همکاران با کمک از روش

 ستتتمیارتعتتاش س یو مستتعود یسبحان .[15] دارائه دهن یو کارآمد قیدق یهاحلراه ده،یچیپ یهابا استداده از شبکه یحت توانندمی  هاروش

 لتتتونیمعتتادلات حتتاکم را بتتا اصتتل هم و کردند یبررس یااستوانه یصدحهو روش   یشکل برش  رییتغ  هیرا با استداده از نظر  ییدوتا  ریت-قوس

 .[16]  حل کردند  ات دیدرنسیلاستخراک و با روش مربع

هتتای پژوهش استتت. ای متتورد توجتته قتترار گرفتتتهها به منظور بهبود عملکرد اجزای ستتازههای اخیر استداده از نانوکامپوزیتدر دهه

و پرکننتتده  (Matrix) ایبا استداده از دو بختتش اصتتلی ختتود کتته شتتامل متتاده زمینتته هادهد که آننشان می این مواد  صورت گرفته در مورد

 بخشتتند.گیری بهبتتود میشده بتته کمتتک ایتتن ماتتالص را بتته صتتورت چشتتم ساخته ایعملکرد اجزای سازه ،باشدمی(  Nanofiller)ریزمقیاس  

-یمخروطتت  بتتا مقطتتع (GNP)ی گرافنتت  یهتتاتیو نانوپل CNTبتتا تقویتتت شتتده  مرکتتب یهاارتعتتاش آزاد پوستتته لیتت تحلو همکاران   یسبحان
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 لتتتون،یمرتبه اول انجام دادند. بتتا استتتداده از روش دونتتل و اصتتل هم یشکل برشرییتغ  نظریهرا با استداده از    یچیساندو  یمخروط-یااستوانه

 یعتت یبتتر فرکتتانس طب کانیکیو م یهندس یپارامترها ری( حل و تأثGDQM) افتهیمیتعم یمربعات تداضلمعادلات حاکم را استخراک و با روش 

 افیتت ال ،یمریپل سیشامل ماتر یفازسه تینانوکامپوز ییدو انحنا یهاارتعاش آزاد پوسته  یو مسعود  یسبحان  .[17]  ندکرد  یها را بررسپوسته

معتتادلات حتتاکم بتتا  ،مرتبتته اول یشکل برشتت رییتغ درنظر گرفتن نظریه کردند. با یبررس یلیتحلمهیرا با روش ن  یگرافن  یهاتیو نانوپل  یکربن

 GNP عیتت هندستته، توز ،یسازهمگن ریو تأث دییمطالعه دقت روش را تا نیحل شدند. ا GDQM استخراک و با روش  یاسیچندمق  یسازهمگن

شتتده جدت یرهتتایت ستتتمیس یرفتتتار ارتعاشتت  و همکتتاران یقنتتدهار .[18] کتترد یها را بررستت پوستتته یعتت یبتتر فرکتتانس طب یمتترز طیو شتترا

مکتتان و رییاستتتخراک روابتتط تغ یبتترا مرتبتته اول یشتتکل برشتت رییتغ نظریتتهکردند. آنها از  یبررس CNTبا  شدهتیرا با مواد تقو  یتینانوکامپوز

 یمتترز طی، شتتراCNT عیمطالعه اثرات توز نی. ابه کار بردند ژهیو ریحل مسئله مقاد  یبرارا    GDQMروش    و  شکل استداده کردندرییتغ-تنش

 یرهتتایت یبتتر رفتتتار ارتعاشتت  یحرارتتت  راتییتت تغ ریو همکتتاران تتتأث یمسعود .[19]  کرد  یرا بررس  یعیطب  یهابر فرکانس  یانیم  هیلا  یو سخت

مرتبتته اول،  یشتتکل برشتت  رییتغ هیو نظر GDQMکردند. با استداده از روش  یجداره را بررستک CNTبا  شدهتیتقو مرکب  دهیخمشده  جدت

 ینییپتتا ریتت و در ت شیفرکانس افزا ییبالا ریدما در ت شیکه با افزا یبه طور گذارد،یم ریتأث ستمیرات دما بر فرکانس سییکه تغ  افتندیها درآن

 .[20]  دارند  تیهوافضا و خودرو اهم  عیدر صنا  یساختار یبهبود طراح  یبرا  جینتا  نی. اابدییکاهش م

ت  یاطلاعات  ن،ی شیپ  یهاپژوهش  یبررس مورد  در  از    یرهایگسترده  استداده  به طور خاص  و    ی کی مکان  تی تقو  یبرا  CNTمرکب 

  ن ی مرکب ارائه کرده است. با ا  یهاسازه  یکینامیو د  یکی را در مورد خواص استات  یارزشمند  یها   نشیب  ی. مطالعات قبلکندیها ارائه مآن

  ب ی پژوهش به ترک  نیمختلف وجود دارد. ا  یها  اسیدر مق  CNTشده با    تی تقو  یمنحن  یرهای در درک ما از رفتار ت  ییها  کافحال، هنوز ش

نانو، خوشه    اس یدر مق  CNTاشاره دارد.    ده یخم  ر یت  ت یماده واحد و کاربرد آن در تقو   کیمختلف در    ی ها  اسیخواص مواد مختلف در مق 

در    ماکرو است.  اسیپژوهش در مق   نی به کار برده شده در ا  یا نهیزم  یمزو و ماده  اسیدر مق  CNT  یشدگشده در اثر جمع  لیتشک  یاه

ارتعاش رفتار  حاضر،  تقو   دهیخم  ریت  یپژوهش  جمع  CNTبا    شدهتیمرکب  گرفتن  نظر  در  شرا  CNT  ی شدگبا  مختلف   یگاههیتک  طیدر 

. سپس  دیآیم ت دسه تاناکا  ب-یمور -ی معادل ماالص مرکب با کمک از روش اشلب ی کیمکان ی هاخواهد شد. در قدم نخست، مشخاه ی بررس

.  قرار خواهد گرفت   یمورد بررس  رهایت  گونهنیو جرم، ارتعاش آزاد ا  یسخت  یهاسیمحدود و برپا کردن ماتر  یاجزا   یساز با استداده از رابطه

این پژوهش   برا  دیجد  کردیرو  کیبنابراین،  کارآمد  ت  ینیب شیپ   ی و  آزاد  ارتعاش  در نظر گرفتن    CNT  شده تیتقو   خمیده   ی رهای رفتار  با 

 .  کندمی شنهادیپ  یو هندس یکیمختلف مکان  طیشرا

 مصالح مرکب   سازیهمگن -2

  ن یا  شدگیجمع  ریهمراه با تأث  CNTکه به صورت مرکب با استداده از    کردهمطرح    دهیخم  یرهایت  ی را برا  یا پژوهش ماده  نیا

تقو  نما1است. شکل    شده   تیمواد  ا  یکل  یی ،  استرا نشان    رها یت  نی از  و همکاران  .  داده  اشلببویی  مدول  -یمور -یبا کمک روش  تاناکا 

   . شده استدر این قسمت روابط مربوط به آن نشان داده  .[21]  کردندمحاسبه را مؤثر ماالص همگن   یکشسان و برش

 

 CNTشده با  ت یو جداره تقو کنواخت یمرکب با هسته  ده یخم ر یاز ت   ییشما -1 شکل
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هم  یرو  لرهاینانوف  نی از ا  ایمجموعه  ری از نقاط ت  ی. در بعضستین  کنواختیبه صورت    شهیهم   اینهیبا ماده زم  رهای نانوفل  بی ترک

از آن  کی  و  اندجمع شده برا   شده  ل تشکی  هاخوشه  مدل خوشه  نی ا  ی سازمدل  یاست.  از    2است. شکل    استداده شده  2یاشلب  ای روند، 

 .   داده استنشان  ندهی عنار حجم نمادر  یساندوچ دهیخم ری ت هایرا در جداره لرهاینانوف  یگشدهم جمعیرو ن یاز ا ییشما

 

 ر یدر مقطع ت لرهای نانوف ایجمع شدن خوشه یریتصو شینما -2 شکل

   .ارائه کرد  یحجم کل ی را برا  ریز  یرابطه توانیم لرها،یمسلص شده با نانوف یهاقسمت ی برا

(1 ) c m

t t tV V V= + 

cدر آن  که
tV  حجمCNT  خوشه و  کیرا در داخلm

tV حجم CNT مدول داده است ها را نشان و خارک از خوشه ای نهیماده زم در .

. در  شده استمحاسبه    ری گونه زمعادل خارک از خوشه به  اینهیمؤثر ماده زم  یو برش  یمدول حجم  نی مؤثر خوشه و همچن  یبرش  و  یحجم

 . داده است را نشان   ریدرون ت لرهاینانوف ینسبت حجم cntVروابط   نیا

(2 ) ( )
)

3

3(

jcnt j m

i m

cnt jcnt

V K
K K

V V





 

 

−
=

− +
+ 

(3 ) ( )
]

3

3[1

(1 )

(1 ) (1 )

j

o

cnt j m

m

cnt cnt j

V K
K K

V V

 

  

−
= +

− + −−

−

−
 

(4 ) ( )
)

2

3(

j jcnt m

i m

cnt c jnt

V G
G G

V V

  

 

−
= +

+−
 

(5 ) ( )
]

2

2[1

(1 )

(1 ) (1 )

j j

o

cnt m

m

cnt cnt j

V G
G G

V V

  

   

−
= +

− + −−

−

−
 

(6 ) 
(

)

)

3(

3

m m r r
j

m r

G K k l

G k


+ + −
=

+
 

(7 ) 
( ) ( ) ( )

( ) ( ))

4 2 2 3 2 7 31 4
[ ]

5 3( 3 7 3

m r r m m m m m mm

m r m r m m m r m m

j

G k l G G K G G KG

G k G p G G K m G K


+ + + + +
= + +

+ + + + +
 

(8 ) 
( )( )2 2 31

[ 2 ]
3

r r m

j

m r

r r

m r

k l G K l
n l

G k


+ +
=

+
+

−
 

(9 ) 
( )

( ) ( )

( )( )8 4 3 2 21 2 8
[ ( ]

5 3 7 3 3(
)

)

m r m m m r r rm r
j r r

m r m m r m m r m r

G m G K G l k lG p
n l

G p G G m K G m G k


+ + −
= + + +

+ + +
−

+ +
 

به کلخوشه  ینسبت حجم  ζ  نماد نما  ها نسبت  نماد    )V/cV(  نده یعنار حجم  به کل  درون خوشه  CNT  ینسبت حجم  ψو  ها 

CNT ندهیعنار حجم نما درون )tV/c
tV( س ینو ر ی. ز باشدیم m  وr  است.   کنندهتیو فاز تقو  ای نهیزم  یهمرتبط با ماد ب یدر روابط بالا به ترت

mK    وmG  تقو   یبرا   3ل یکشسان ه  یهاهستند. مدول  اینهی زم  ی ماده  یو برش  ی حجم  یهامدول  ب یبه ترت ،  GPa30=rkبرابر    کننده تیفاز 

 
2 Eshelby 
3 Hill’s elastic moduli 
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GPa1=rm  ،GPa450=rn  ،GPa1=rp    وGPa10=rl  در دسترس قرار    ری ز  وهی موثر ماده مرکب به ش  یبرش  و  ی. سرانجام، مدول حجمباشندی م

 گرفته است. 

(10 ) 
( )

1

1

1 1 1

i

o

o

i

o

K

K
K K

K

K



  

−  
  = +

  
 − − +  

  

 

(11 ) 
( )

1

1

1 1 1

i

o

o

i

o

G

G
G G

G

G



 

  
−  

  = +
  
 − − +  

  

 

(12 ) 
2 3

2 6

o o
o

o o

G K
V

G K

− +
=

+
 

(13 ) 
1

3 3

o

o

V

V


+
=

−
 

(14 ) 
8 10

15 15

o

o

V

V


−
=

−
 

 را محاسبه کرد.  معادل یچگالو پوآسون موثر   بیمدول کشسان موثر، ضر  ری ز  هایبا کمک از رابطه توانیم ت،ی نها در

(15 ) 9

3

GK
E

G K
=

+
 

(16 ) 2 3

2 6

G K

G K


− +
=

+
 

(17 ) eff CNT cnt m mV V  = + 

در نظر گرفته  3kg/m1780( برابرcntρ) لرهایفاز نانوف  یبوده و چگال  یانهی زم یماده هایمربوط به مشخاه m س یرنوی رابطه ز ن یا در

 . شده است

 جزء محدود یسازرابطه -3

مرتبه    برشی  یتغییرشکلها   یشکل با در نظر گرفتن نگره  لیبا مقطع مستط  یسه گره  یا رهی دا  دهیجزء خم  کیپژوهش،    نیدر ا

جزء    نی ا  ی. برا باشدیم  ی دوران  یدرجه آزاد  ک یو    یانتقال  یدو درجه آزاد  ی. هر گره دارا شده است در نظر گرفته    نکوتتیموش  رت تینخست  

ترت  وارتداع، عرض،    ،یمرکز  هیزاو به  نمادها  بیشعاع خم  نما  3است. شکل    شده  یمعرف  Rو    θ  ،h  ،b  یبا  دهنده  جزء    نی ا  یکل  ینشان 

 .باشدیم
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 یدوران یدرجه آزاد کیو  یانتقال  یدو درجه آزاد یدارا ایسه گره ده یاز جز خم  ییشما -3 شکل

  ن ی از ا  کیهر    هیپژوهش، توابع اول  نی. در ا شده استدرنظر گرفته    هیتابع اول  کی  رمکان،ییتغ  یها دانیاز م  کیهر   یابتدا برا   در

ااندرا نشان دادهتوابع    ن یا   20  ی ال  18  های. رابطهشده استفرض    2درجه    یاچندجمله  ها،دانیم دهنده طول  نشان  lروابط پارامتر    نی. در 

 خم است. 

(18 ) 2

0 1 2 3u l l  = + + 

(19 ) 2

0 1 2 3v l l  = + + 

(20 ) 2

0 1 2 3w l l  = + + 

 . است فرض شده  ری به صورت ز یگره  هایمجهول سیها ماتر در آن که

(21 )    1 2 3

T
p   = 

 در دسترس قرار گرفته است.  ریبه صورت ز  [n]  سیمحدود، ماتر یاجزا  یهایسازمنظور استداده از رابطه به

(22 ) 

2

2

2

1 0 0 0 0 0 0

[ ] 0 1 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0

l l

n l l

l l

 
 

=  
 
 

 

در شعاع    یمرکز  هیضرب زاوطول کمان به صورت حاصل  یگذاریو جا  هیاول   رمکانییهر گره در توابع تغ  یبرا   lمقدار    یگذاریبا جا

 . بر پا شده است  ری به صورت ز [g] سی (، ماترL=R.θکمان )
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(23 ) 

2 2

2 2
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2 2
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2 2
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0 0 1 0 0 0 0 0 0
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 

 

 

 

 

 

 
 
 
 
 
 
 =
 
 
 
 
 
 
 

 

 شده است. محاسبه  ر یشکل به صورت ز هایتابع سی ماتر سپس،

(24 )     1.[ ]N n g −= 

(25 ) 
1 2 3

1 2 3

1 2 3

0 0 0 0 0 0

[ ] 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

N N N

N N N N

N N N

 
 

=
 
  

 

 
2 2 2

1 2 32 2 2 2 2 2

3 2 4 4 2
1 , ,

l l l l l l
N N N

R R R R R R     
= − + = − = − + 

توجه به رابطه  یکرنش  ابیدرون  هایاست که از تابع  ازین  یسخت  سی دست آوردن ماتره  ب  یبرا   ی اجزا  یسازجزء استداده شود. با 

  27، همانند رابطه  [B]  س ی(، ماتر26)رابطه    یارهیدا  دهیخم  یهاحاکم بر جزء  یها و کرنش  هارمکانیی تغ  نی ب  یبطه را   از  محدود، با استداده

  wو    u  ،vتوسط     بی بر صدحه جزء به ترت  یحول محور عمود  یو دوران  یشعاع  ،یمماس  رمکانییتغ  وابع. ت[ 12]  گرفته استدر دسترس قرار  

 است.  یتخمشو  برشی ری،محو یکرنشهاانگرینما  بیبه ترت  𝜅و  ε ،γ.  شده است نشان داده 

(26 ) 

1
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(27 )  
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(28 ) 
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 ( ) ( )
4 5 63 2 2 2 3 2

4 24
, ,

l R l l R lR l
B B B

R R R

 
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− − +− +
= = = 

 .   [12]  است کمک گرفته شده  30  یجزء از رابطه یسخت سیماتر  یمحاسبه ی برا

(29 ) 
0 0

[ ] 0 0

0 0

M

AE

D AkG

EI

 
 

=
 
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(30 )   [ ] .[ ].[ ]
T

M

l

K B D B dl=  

بوده و مدول    سیماتر  ]MD[رابطه    نیا  در اA، سطص مقطع جزء  G  ی، مدول برشE  کشسانماده    ب ی و ضر   Iمقطع    ینرسی، ممان 

گرفته  جزء در دسترس قرار   یدر محور مختاات محل 9در   9  سی ماتر ک یبه صورت  [K] ی سخت س یماتر ان،ی. در پاباشندیم k یشکل برش

ااست ن  وستی در قسمت پ  سیماتر  نی .  دستا  داده شده  شانالف  از  ماتر   یابیست. پس  ساده  یسخت   سیبه    ی ندها یفرآ   یسازجزء، جهت 

. به کمک  شده استکاهش داده    6به    9جزء از    یآزاد   های هتعداد درج  ،یانیجزء و حذف گره م  یسخت  س یماتر  یساز با تراکم    ،یمحاسبات

   ه است. بدست آمد ری به صورت ز ی آزاد  تاپس از کاهش درج  یسخت سی ماتر ،یاضیروابط ر 

(31 )      rrr re r

er ee e e

K K d F
K d F

K K d F

     
=  =    

     
 

(32 )       
1 T

eff rr re ee reK K K K K
−

  = −  

  ]effK[  سی . ماتررفته استشده به کار  حذف  یدرجات آزاد   یبرا  e  سیرنوی و ز  یماندن  یدرجات آزاد  یبرا   r  سیرنو یروابط ز  نیا  در

  6  سیماتر  کیبه   یگرهسه دهیجزء خم یسخت سی ماتر ب،ی ترت نیه ا است. ب یآمده پس از کاهش درجات آزاد  دسته ب یسخت س یماتر زین

   است.  ه داده شد شینما  33  رابطهدر   سیماتر  نی . اشده است  ل یتبد 6در 

(33 ) 
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K

 
 
 
 
 
   =   
 
 
 
 
 

 

نما  وست یدر پ  ]effK[  سیماتر   یهاهیدرا ساده  نی است. با توجه به اهداف ا  داده شده  شیالف  جرم    سی از ماتر  یسازمقاله، جهت 

 . است ر یبه صورت ز   یقطر سی ماتر ک یارائه شده  یدرجه آزاد  6جزء  یجرم متمرکز برا  سی . ماترشده است  ییجو متمرکز بهره

(34 )    0.5 x xM A A I A A I=  

 شده است.  محاسبه ریبوده که به صورت ز   xمقطع جزء حول محور  ینرسیممان ا xIماده و  یدهنده جرم حجمنشان ρدر آن  که
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(35 ) 
2

1
x

A

y
I dA

y

R

=

−
 

در دسترس قرار   یدهیخم ر ی ت یعیطب یها فرکانس  ،یمعادلات خط ستمی استاندارد مرتبط با س ژهی و ری با حل مسئله مقاد  ان،یپا در

 .  [ 12]  گرفته است

(36 ) 2 0effM K− = 

 اعتبارسنجی-4

، 2kg/cm 610×2=E یکیمکتتان مشخاتتات یقتتوس دارا نینشان داده شده است. ا الف-4در شکل  گیردارسر کی یارهیقوس دا کی

1k=    3/0و=ν   3و مشخاات هندسی/π=θ ،cm500=R ،2cm8/53=A ،4cm8360=I نیتت ا انتهتتای تتتن بتته 10 قائم متمرکز بار کی باشد.می 

کتته  شتتده استتتآمتتده و مشتتخ  مثال خاص به دست  نیحل اراه انو،یلیستاک هیو قض ی. با استداده از روش کار مجازشده استقوس اعمال  

 چیبتتوده و هتت  قیتت دق انویلیستتتابه دست آمتتده از روش ک جیکه نتا لازم به ذکر است. شده است جادیا  Bدر نقطه    انیراد  512/0برابر با    دورانی

عنوان از فنرهتتا بتته ،یاعمتتال اثتتر بتتار زیتتر ریتت ت استتتاتیکی ایتتنبر رفتتتار  هاگاههیتک سختی  ریتأث  یبررس  یبرا  ها وجود ندارد.در آن  بیگونه تقر

 و yو  xمختاتتات  یهتتادر جهت گاههیتت تک یهتتامنظور در نظر گرفتن واکنش  به  ی. دو فنر انتقالشده استاستداده    ریت  یهاگاههیتک  نیگزیجا

داده متتدل را نشتتان  نیتت از ا یکلتت  شتتمایی ب-4 . شتتکلشده استتتبه کار گرفته  گاههیتک دورانی در نظر گرفتن واکنش  یبرا  یچشیفنر پ  کی

 .است

 

  

 )ب( )الف(

 سازی شده با فنرگاه کشسان مدلگاه گیردار ب( تکیهتن. الف( تکیه 10شمایی کلی از تیر خمیده زیر اثر بار قائم  -4شکل 

. داده استتترا نشتتان  گاهیهای تکیهفنر یمختلف سخت ریبا مقاد جزء 9از  تشکیل شده از ریت  کیدر    Bنقطه    دوران  مقدار  5شکل  

 ،یکمتتتر ستتخت ریکه مقاد داده استبه وضوح نشان  5 برابر است. شکل یو چرخش یانتقال یفنرها یاست که سخت  نیفرض بر ا  ،مثال  نیدر ا

 گاههیتت فنتتر، تک یسخت شیاست. در مقابل، با افزا ریدر ت گاه پایدارعدم وجود تکیه یبه معنا دهمشاه نی. ااندشده  ترشیب  اریبس  دورانمنجر به  

A  در نقطه مقدار دوران  جه،ی. در نتشده است  گیردار  گاههیتک  کیبه    هیشب  شتریبB  کیتت ختتود نزد قیتت بتته مقتتدار دق جیو به تدر یافتهکاهش 

 متریستتانت×لتتوگرمیک 1010 رابتترب یچرخشتت  یفنرها یو سخت متریبر سانت لوگرمیک 1010 رابرب  یلانتقا  یفنرها  یکه سخت  ی. هنگامشده است
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 بتتا مقتتدار دقیتتق ختتود دارد. 3921/0داده است که خطتتایی برابتتر بتتا  نشان  انیراد 5140/0برابر با  دورانینقطه مورد نظر  ،شده است  میتنظ

 باشد.نتایج این مثال نشان داد که ماتریس سختی جزء خمیده به خوبی برپا شده و قابل اعتماد می

 

 گاهی دوران نقطه انتهایی تیر برای مقادیر مختلف سختی فنرهای تکیه -5شکل 

ماالص    یکی . مشخاات مکاناندشده  لیتحل  رداریگ-دارری ساده و گ-ساده  یگاههیتک  ط یشرا  با  یا رهی دا  مین  ر یدو ت  مثالی دیگر،در  

است. مشخاات هندس  یگاههیتک  طیهر دو شرا   یه برا ک  =3kg/m2777ρو    =GPa70E=  ،85/0k=  ،41666/0ν  ری ت  نیا با    ر یت  ی برا  یبرابر 

ب-ساده  گاههیتک برابر  برا  =4m01/0Iو    m75/0R=  ،2m4=A  اساده  تک  ری ت  یو  با    رداری گ-رداری گ  گاههیبا  و    m6366/0R=  ،2m1=Aبرابر 
4m0016 /0I= پنج  1  است. جدول جزء استداده شده  20با   ر ی ت کی بعد اول، از یب  یعیپنج فرکانس طب  افتنی ی است. برا ه درنظر گرفته شد ،

و   زنبرگریو آ  [22]و همکاران    انگی،  [12]   ییزاده صداپژند و رجب  ییرضا  هایپژوهش و پژوهش  نیا  رد(  iλ)فرکانس اول بدون بعد شده  

استنشان    [11]   میافرا مداده  استداده  توانی. همانطور که  ا  شده  مشاهده کرد،  م  نی در  دقت بس  تواندیپژوهش    های فرکانس  ییبالا  اریبا 

 را محاسبه کند.   دهیخم ریت یعیطب

 ( A/EIρ√2.Liω=iλ)  رداریگ-رداریساده و گ-ساده یگاههی تک ط یشرا یبرا ده یخم ر ی اول ت بعدیب یعیپنج فرکانس طب -1 جدول

 گاهیشرایط تکیه  شماره مود  پژوهش حاضر    [12] مرجع    [ 22]  مرجع  [ 11]  مرجع  درصد خطا 

0899/0 280/29 306/29 285/29 264/29 1 

 ساده -ساده 

1021/0 305/33 243/33 321/33 281/33 2 
3197/0 124/67 123/67 202/67 935/66 3 

2162/0 971/79 950/79 049/80 817/79 4 
7822/0 851/107 844/107 169/108 110/107 5 

0799/0 703/36 657/36 716/36 674/36 1 

 گیردار -گیردار
1159/0 264/42 289/42 278/42 228/42 2 
4181/0 233/82 228/82 361/82 930/81 3 
2142/0 491/84 471/84 565/84 328/84 4 
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9079/0 306/122 298/122 722/122 330/121 5 

ابُ  دونب  یعیفرکانس طب  نی اول  یی، همگرا6  شکل از  با پاسخ  نی عد حاصل  آ  هایپژوهش  توسط  آمده  افرا   زنبرگری بدست  را    میو 

با استداده از    ن،ی . همچنشودیم  ترکی نزد  قیبه پاسخ دق   رتی  پاسخ  هاتعداد المان  شیبا افزا  شود،ی. همانطور که مشاهده مداده استنشان  

 دست آورد. ه ب دهیخم ریت یعیفرکانس طب  یبرا  یناسبم هایپاسخ توان یجزء م 25

  
 )ب( )الف(

   ساده-ساده گاهیتکیه  طی. الف( شرا[11] م یو افرا زنبرگر یآ پژوهش و پژوهش نیبدست آمده از ا  دهیخم رینخست ت یعیفرکانس طب ییهمگرا  -6 شکل

 ردار یگ-رداری گ گاهیتکیه طیب( شرا

 های عددینمونه-5

قتترار  یمتتورد بررستت  یمختلدتت  یعتتدد هتتایمختلف، مثال طیدر شرا دهیخم ریت یدرک رفتار ارتعاش یقسمت از پژوهش، برا  نیدر ا

 ماتتالص یکیبا مشخاتتات مکتتان رهیدا مین دهیخم ریت کیبُعد اول،  یب یعیبر پنج فرکانس طب گاهیتکیه طیاثر شرا یبررس ی. براگرفته است

GPa70E=، 85/0k= ،41666/0ν=  3وkg/m2777ρ=  یو مشخاات هندس m75/0R= ،2m4=A  4وm01/0I=  شتتده استتتدر نظتتر گرفتتته .

ایتتن مقتتادیر را بتتا  7و شتتکل  دادهرا نشتتان  گاهیتکیتتهمختلتتف  طیشرا یبرا دهیخم ریت  اول  بُعد  دونب  یعیفرکانس طب  ر پنجدیمقا  2  جدول

-گاهی ستتادهکه مقدار فرکانس طبیعی مود پنجم در شتترایط تکیتته داده استمقایسه مقادیر به دست آمده نشان .  یکدیگر مقایسه کرده است

برابر مقتتدار فرکتتانس طبیعتتی متتود اول بتتوده و ایتتن  67/15و  11/4،  49/3،  05/5آزاد به ترتیب  -ساده و گیردار-گیردار، گیردار-ساده، گیردار

 یعتت یفرکتتانس طب ریکتته مقتتاد افتتتیدر توانیم جیبا توجه به نتاساده بیشترین مقدار را دارد. همچنین، -گاهی گیردارنسبت برای شرایط تکیه

 است:  ریب زیمتداوت به ترت یگاههیتک  طیبا شرا  ریت کی  یبرا

 آزاد-ردار یگ  <ساده  -ساده <ساده  -رداریگ  <  رداریگ -ردار یگ

 ی تیر خمیده گاههی مختلف تک  طیشرا یبرا دهیخم  ر ی بدون بعُد اول ت یعیپنج فرکانس طب مقادیر  -2جدول 

 شماره مود  ساده -ساده گاه ه یتک ردار ی گ-رداریگ  گاه ه یتک ساده -رداریگ  گاه ه یتک آزاد -رداریگ  گاه ه یتک

1271/4 4598/21 0044/26 9739/16 1 

8416/10 8143/37 8846/37 6667/37 2 
8308/28 3861/60 8920/62 5218/56 3 
1789/50 9080/62 2613/65 8322/62 4 
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6882/64 2582/88 6531/90 7411/85 5 
 

 

 ( A/EIρ√2.Liω=iλ) مختلف گاهیهیتک  طیدر شرا دهیخم ریپنج فرکانس اول بدون بعد شده ت - 7شکل 

  3جدول  .  شده استتیر بر فرکانس طبیعی آن، یک مطالعه پارامتری انجام    سطص مقطع  عمقنسبت شعاع به  جهت بررسی تاثیر  

  گاهی مختلف ، در شرایط تکیهآن سطص مقطع بُعد شده تیر برای مقادیر مختلف نسبت شعاع تیر به عمقبدون اولین فرکانس طبیعی مقادیر 

باشد. برای  می =3kg/m2777ρو  =GPa70E=، 85/0k= ،41666 /0νدایره بوده و مشخاات مکانیکی ماالص . این تیر نیما نشان داده است ر

تیر، تیر   سطص مقطع توان دریافت با افزایش نسبت شعاع به عمقمی 8 مطابق شکلاست.  درنظر گرفته شده  ،=m10Rشعاع تیر مقدار ثابت 

کاهش  نازک آن  سختی  و  شده  نتیجهتر  در  است،  پیدا    یافته  نزولی  روند  نیز  تیر  طبیعی  فرکانس  مقدار  سختی،  کاهش  است با    . کرده 

که با افزایش نسبت شعاع به عمق سطص مقطع تیر از    شدهگیری  این چنین نتیجه  3همچنین، با توجه به مقادیر نشان داده شده در جدول  

تیر خمیده حدود    15به    5مقدار   بٌعد  طبیعی بدون  اولین فرکانس  مقدار  این نسبت،  برابر کردن  استککاهش پیدا    89 و سه  این    .رده 

 . ردگاهی مختلف عنوان شده داآزاد بیشترین مقدار را در بین چهار نوع شرایط تکیه-گاهی گیردارکاهش برای شرایط تکیه

 ده یخم ر یت متنوع  یگاههیتک  طیشرا یبرا  ر یشعاع به عمق سطح مقطع ت های مختلفنسبت به ازای  دهیخم ریبدون بعُد ت یعیفرکانس طب اولین ر یمقاد -3جدول 

 ر ی ت  سطص مقطع نسبت شعاع به عمق  ساده -ساده گاه ه یتک ردار ی گ-رداریگ  گاه ه یتک ساده -رداریگ  گاه ه یتک آزاد -رداریگ  گاه ه یتک

5376/72 5747/515 5411/679 9812/366 5 
4358/50 9273/363 6535/482 4284/257 6 
0841/37 1019/270 6493/359 3124/190 7 
4083/28 1981/208 9715/277 3123/146 8 

4555/22 2844/165 0980/221 9421/115 9 
1952/18 3473/134 9663/179 1153/94 10 
0418/15 3258/111 2862/149 9100/77 11 

6427/12 7401/93 8081/125 5522/65 12 
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7752/10 0083/80 4495/107 9156/55 13 
2931/9 0836/69 8275/92 2570/48 14 
0972/8 2511/60 9952/80 0704/42 15 

 

 

 ( λi=ωi.R√I/A) مختلف گاهیهیتک ط یدر شرا دهیخم  ر ی بدون بعد شده ت ین فرکانس طبیعیاول  تاثیر نسبت شعاع به عمق تیر بر  -8شکل 

ACI-  نامهنییاست. بر اساس آ   استداده شده  ای نهیزم  یساخت ماده  ی برا  3kg/m2777  یبا چگال  یاز بتن معمول  ، یدر مثال بعد

رابطه    318–08 از  بتن  کشسان  مدول  مگاپاسکال    c=4700√f’cEمقدار  حسب  مبر  اشودیمحاسبه  در  مقاومت  نشان   ’cfرابطه    نی.  دهنده 

با استداده از    درنظر گرفته شده   0/ 3  ماالص برابر با   ن ی ا  ی پواسون برا  ب ی. ضر [23] ام است  28بتن در روز    ای نمونه استوانه  یفشار  است. 

 آورد. دست ه ب  اینهی زم یماده یرا برا یحجم و یمدول برش ر یمقاد توانیم 38و   37  یها رابطه

(37 ) 
2(1 )

m

E
G


=

+
 

(38 ) 
3(1 2 )

m

E
K


=

−
 

  ی عیفرکانس طب  نی( بر اولψ)   ندهیدرون عنار حجم نما CNTها به کل  درون خوشه  یهاCNT  یاثرات نسبت حجم  ،این مثالدر  

درنظر گرفته شده    اینهیزم  ی( انجام شده است. مادهζ)  ندهیها نسبت به کل عنار حجم نماخوشه  یمختلف کسر حجم  ریمقاد  یبه ازا   ریت

نشان دهنده این    9شکل    است.  آورده شده  4در جدول    ری مشخاات ت  ریمگاپاسکال بوده و سا  21مقاومت مشخاه    ابتن ب  ر،یت  ن یا  ی برا

می ارائه شده  باشد.موضوع  استمشاهده    ،مطابق نمودارهای  مقدار خوشه  شده  افزایش  با  ماده زمینهکه  در  مدول  ها  مدول    کشسانای،  و 

گاهی عنوان  . این نتیجه برای چهار حالت شرایط تکیهکرده استو در نتیجه آن مقدار فرکانس طبیعی تیر افت پیدا  برشی تیر کاهش یافته  

 . استشده یکسان 

 متغیرهای درنظر گرفته شده برای تیر خمیده  -4جدول 

 متغیر  مقدار 
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12 /0 cntV 
π θ 
75/6 R 

10 R/h 

 

  

 )ب(  )الف(

  
 )د( )ج(

  ط یشرا، ج( رداریگ-رداری گ گاهیتکیه ط یب( شرا  ،ساده-ساده گاهیتکیه طیالف( شرا (A/EIρ√2.Liω=iλ)  بعدبر اولین ارتعاش طبیعی بی ψتاثیر  -9 شکل

 ساده-گاهی گیردارتکیه  طیشراآزاد و د( -گیردار گاهیتکیه

 ی ریگجهینت-6

 ی دوران یدرجه آزاد  کی و  ی انتقال ی با دو درجه آزاد  یلیبا مقطع مستط یگره  3  دهیجزء خم ک یپژوهش  ن یبه طور خلاصه، در ا 

  ن ی محدود ارائه شد. در ا  یآن با استداده از روش اجزا  یساز متراکم شده و رابطه  یدرجه آزاد  6جزء    کیبه    یانیدر هر گره، با حذف گره م
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رفتار استاتیکی و    ،ینمونه عدد  دواست. در ادامه با استداده از حل    لحاظ شده  موشنکو یت  ری ت  کردی با استداده از رو  ولجزء، اثر برش مرتبه ا

  ن یا  دهدیبوده که نشان م   1  ری بدست آمده ز  جی نتا  ی. خطا رفت یانجام پذ   یسنجقرار گرفته و صحت  یمورد بررس  دهیخم  ریارتعاش آزاد ت

جزء    ن یا   یکه نشان از برتر   دیرس  ییبالا  ار یبه دقت بس   توانیداد که با تعداد جزء اندک م  اننش  ییهمگرا  لیاست. تحل  نانیجزء قابل اطم 

از حد   شیب  یا و رفتار سخت سازه ییو غشا یمانند قدل شدن برش ینقا  چیه  هاشیآزما جی موجود دارد. تمام نتا ی هاراه حل  ری نسبت به سا

 که:  دهدیپژوهش نشان م  نی ا جیمختلف انجام شده است. به طور خلاصه، نتا گاهیتکیه طیچهار شرا  یبرا   هایسازمدل. دهدیرا نشان نم

بیشترین فرکانس طبیعی و تکیه-گاه گیردارگاهی مختلف، تکیهدر بین شرایط تکیه -1 آزاد دارای کمترین  -گاه گیردار گیردار دارای 

 باشد. فرکانس طبیعی می

به ترت-رداری ساده و گ-رداری گ  ردار،ی گ-ردار ی ساده، گ-ساده  یگاههیتک  ط یمود پنجم در شرا  ی عیمقدار فرکانس طب -2 ،  5/ 05  بی آزاد 

طب  67/15و    11/4،  3/ 49 فرکانس  مقدار  و    یعیبرابر  بوده  اول  میمود  مشاهده  که  طور  برا  نیاشود  همان    ط یشرا   ینسبت 

 مقدار را دارد.  نیشتر ی بساده -ردار ی گ یگاههیتک

بعد   دونبرای یک تیر با فرض ماده همگن، تاثیر نسبت ارتداع به عمق تیر بر اولین فرکانس طبیعی ب با انجام یک مطالعه پارامتری -3

 کند. دهد که با افزایش نسبت شعاع به عمق تیر، فرکانس طبیعی تیر کاهش پیدا مینتایج نشان میتیر خمیده بررسی شد. 

بدون    یعیفرکانس طب  نینسبت، مقدار اول  نی و سه برابر کردن ا  15به    5از مقدار    رینسبت شعاع به عمق سطص مقطع ت  شی با افزا -4

چهار   ن یمقدار را در ب نی شتریآزاد ب-ردار ی گ ی گاههیتک طیشرا ی براکاهش  ن ی که ا  کندیم دا یکاهش پ 89  حدود  ده یخم ر یبٌعد ت

 مختلف عنوان شده دارد.  یگاههیتک طینوع شرا 

ها به  دورن خوشه  CNT  دارهایمق  ینسبت حجم  ریتاث  ،اینهیبه عنوان ماده زم  یبا در نظر گرفتن بتن معمول  ای دیگر،در مطالعه -5

نما  CNT  لک حجم  عنار  در  اول  دهیموجود  طب  نیبر  حجم  درهایمق  یبرا  دهیخم  ریت  بعدیب  یعیفرکانس  نسبت   ی مختلف 

به   CNTتوان نتیجه گرفت، با وجود اینکه با بررسی این مطالعه می مورد مطالعه قرار گرفت.  ندهیها به حجم عنار حجم نماخوشه

ها باعث افت  ها و تشکیل خوشهشدگی بیش از حد آناما جمع  ،گیردمورد استداده قرار میکننده در ماالص تیر  تقویتفاز  عنوان  

 شود. سختی ماده و در نتیجه آن کاهش فرکانس طبیعی می

با    تی تقو  خمیده  ی رهای ت  یکینامی را در مورد رفتار د  یارزشمند  یها نشی پژوهش ب  نی ا  قی دق  لیو تحل  هیتجز -6 تحت    CNTشده 

مرکب در    یها و عملکرد سازه  یطراح  ی سازنهی به  ی را برا  نهیزم  یقیدرک عم   ن یمتنوع ارائه کرد. چن  یو هندس  یکیمکان   طیشرا

 .   کندیفراهم م یمهندس یها سراسر حوزه
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20 10 40 200 20 600 10

24 10 10 100 10

eff
AGk AEGR k AEGR k AG R k E I E I EGIk EGIk EGIk G Ik

K
AEGR k AG R k E I EGIk EGIk G Ik

 −  +  +  +  + −  +  + + 
=

 +  +  +  + +  

 15-پ
( )

( )

2 4 2 2 2 2 2 4 2 2 4 2 2 2 2

35 2 4 2 2 2 2 2 2 4 2 2 2

4 10 5 10 4 50 600 10

12 10 10 100 10

eff
AGk AEGR k AG R k E I E I EGIk EGIk EGIk G Ik

K
AEGR k AG R k E I EGIk EGIk G Ik

 −  +  −  +  +  − − 
=

 +  +  +  + +  

 16-پ

( )

2 2 4 2 6 2 3 4 3 4 2 2 4 2 2 2 6 2 2 2 2

3 2 3 4 3 2 2 2 2 4 2 2 2 2 2 2

36 2 4 2 2 2 2 2 2 4 2 2 2

10 16 360

10 240 24 2400 240

24 10 10 100 10

eff

A EG R k A G R k AE GIR k AEG IR k AEG IR k

AG IR k E I E GI k E GI k EG I k
K

R AEGR k AG R k E I EGIk EGIk G Ik

 −  +  +  −  + 
 
 +  −  −  − −  =

  +  +  +  + +  
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 17-پ

( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( )

( )( )( )

2 2 2 4 2 2 2 2 2 2 2 2

22 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 4 2 2 2

44

50 10 2800 10 10 160 10

10 1000 10 40 10

40 10

1200

eff

AEG R k E Gk E E Gk AGR k EI GIk EGk E Gk

A AGR k EI GIk E E Gk AGR k EI GIk E Gk E Gk

AG R k E Gk AGR k EI
K

E

 −   + +  +  + +  +   +
 
 
 
  + +  −  +  + +  − −   +
 
 
 
  + −   +
 

=
( )( )2 2 2 210 10R E Gk AGR k EI GIk  +  + + 

 

 18-پ

( ) ( )( )( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( )( )( )
( )( )

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 4 2 2 2

45 2 2 2 2

50 10 60 10 10 10 40

10 10 40 10

120 10 10

eff

AEG R k E Gk E E Gk E Gk AGR k EI GIk E E Gk E Gk

A

AGR k EI GIk E Gk E Gk AG R k E Gk AGR k EI
K

ER E Gk AGR k EI GIk

   + + −  +  + +  − +  −
 
 
 
  + +  − +  +  + −   +
 =

 +  + +  

) 19-پ )
( )

2 4 2 2 2 2 2 2 2 2 2 4 2 2 2 2

46 2 4 2 2 2 2 2 2 4 2 2 2

3 20 10 80 200 3 20 600 10

24 10 10 100 10

eff
AGk AEGR k AEGR k AG R k E I E I EGIk EGIk EGIk G Ik

K
AEGR k AG R k E I EGIk EGIk G Ik

  −  +  +  − +  −  + + 
=

 +  +  +  + +  

 20-پ

( )

2 2 6 2 2 2 4 3 2 3 2 3 4 2 6 2 4

2 2 2 2 4 2 2 2 2 2 3 3 2

55 2 4 2 2 2 2 2 2 4 2 2 2

64 40 10 3 40

840 84 400 2400 40

24 10 10 100 10

eff

AE GR k AEG R k AG R k E I E GIk E GIk

A

E GIk EG Ik EG Ik EG Ik G Ik
K

R AEGR k AG R k E I EGIk EGIk G Ik

  +  +  +  +  − 
 
 
 +  +  −  + +  =

  +  +  +  + +  

) 21-پ )
( )

2 4 2 2 2 2 2 4 2 2 4 2 2 2 2

56 2 4 2 2 2 2 2 2 4 2 2 2

6 10 5 110 6 50 600 10

12 10 10 100 10

eff
AGk AEGR k AG R k E I E I EGIk EGIk EGIk G Ik

K
AEGR k AG R k E I EGIk EGIk G Ik

−  −  +  −  −  +  − − 
=

 +  +  +  + +  

 22-پ
( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( )( )( )
( )( )

2 2 2 4 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 4 2 2 2

66 2 2 2 2

50 10 1000 10 80 10 2 35

10 10 40 10 40

1200 10 10

eff

AEG IR k E Gk AEG R k AGR k EI GIk E E Gk AGR k EI

AGR k EI GIk E Gk AGR k EI AG R k E Gk AGR k EI
K

ER E Gk AGR k EI GIk

 −   + −   + +  +  +  +
 
  + +  +  +  −  − +   −
 =

  +  + +  

 

 
  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 


