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In this paper, the dynamic response of a rigid square foundation on an elastic 

half-space was investigated. In order to consider the kinematic soil structure 

interaction, massless foundation is assumed. In this research, a rigid square 

foundation was subjected to oblique incident harmonic SH waves. Taking into 

account the characteristics of the wave, including the obliquity of the wave, which 

is described by two parameters including the angle of incident wave with the 

vertical direction and the angle of impact of the wave with the foundation edge in 

the plan, the analysis of the effect of the soil foundation kinematic interaction was 

studied. The impedance functions as well as the foundation input motion 

including the torsional and horizontal motions of the foundation were then 

calculated. Boundary element method was used for the dynamic analysis of the 

foundation. The weak and strong singularity in governing integral equations were 

investigated. The results showed that changes in the vertical and horizontal angle 

of the incident wave have an important effect on the dynamic foundation 

response, and in particular, non-vertical waves reduce the translational motion 

compared to free field motion and also cause additional torsional motion in the 

foundation. The obtained results were expressed in terms of impedance functions 

as well as horizontal and torsional motions of the foundation versus the 

dimensionless frequency. Also, in simple cases, the results were compared with 

the results in literature and an acceptable agreement was observed. The results 

show the vertical and horizontal angles of incident waves can influence the 

foundation response. As vertical angle increases, the foundation response 

becomes further away from the free field response, and at higher frequencies, its 

value decreases and approaches to zero. With the increase of the horizontal 

angle, the horizontal displacement also decreased. The results are shown in 

dimensionless frequency graphs. 
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تحت امواج مایل کی الاست  یفضا م ین  یروصلب بر   مربعی  هایشالوده  یکینام یپاسخ د
SH  با روش المان مرزی  

 * 2عباس اسلامی حقیقت  ، 1فروغ اشکان
 دانشکده مهندسی عمران، دانشگاه ارومیه، ارومیه، ایران  دانشجوی دکتری،  -1

  دانشکده مهندسی عمران، دانشگاه ارومیه، ارومیه، ایران   استادیار گروه مهندسی عمران، -2

 چکیده 
منظور در نظر گرفتن گرفت. بهموردبررسی قرار  ی صلب بر روی یک نیم فضای الاستیکشالوده مربع کی دینامیکیمقاله پاسخ  نیدر ا

تحقیق شالوده مربعی صلب در معرض امواج اندرکنش سینماتیکی خاک و سازه، لازم است شالوده بدون جرم فرض شود. در این 

زاویه  ازجمله مایلیت موج ورودی که با دو پارامتر شاملموج  یهایژگیبا در نظر گرفتن و در نظر گرفته شد.SHهارمونیک و مایل
 تحلیل اثر اندرکنش و تجزیه شود،توصیف می ورودی موج با راستای قائم و همچنین زاویه برخورد موج نسبت به ابعاد شالوده در پلان

شالوده شامل حرکات افقی  ی بهحرکت ورودسپس ابع امپدانس و وت ابتدا بدین ترتیب .قرار گرفت مطالعه مورد شالودهخاک و  سینماتیکی
شد. بدین منظور ناسرگی  ی استفادهروش المان مرز از شالوده دینامیکیتحلیل  و تجزیه منظوربه .گردید محاسبهو پیچشی شالوده 

تغییرات زاویه قائم و افقی موج ورودی تأثیر که  دادنشان  ضعیف و قوی موجود در معادلات انتگرالی حاکم مورد بررسی قرار گرفت. نتایج
نسبت به حرکت میدان آزاد گردیده و  طور خاص، امواج غیر قائم باعث کاهش حرکت انتقالیداشته و به شالوده یکینامیپاسخ دمهمی بر 

توابع امپدانس و نیز جابجایی افقی و پیچشی شالوده  در قالب آمدهدستبه جینتا .گردنددر عوض باعث ایجاد پیچش اضافی در شالوده می
مشاهده  قبولیقابل تطابقشدند و  سهیمقا فنی اتیموجود در ادب جیبا نتا های حاصلشدند. همچنین یافته انیببعد در برابر فرکانس بی

باشند. با افزایش زاویه قائم، پاسخ شالوده از پاسخ میدان آزاد دهنده تاثیر زوایای قائم و افقی بر روی پاسخ شالوده مینتایج نشان .گردید
افقی نیز جابجایی افقی کاهش شود. با افزایش زاویه های بالاتر مقدار آن کاهش یافته و به صفر نزدیک میشود و در فرکانسدورتر می

 اند.بعد نشان داده شدههایی در فرکانس بییافته و نتایج بصورت نمودار
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 مقدمه -1

طراحی  بینانه دری واقعهالیتحلمنجر به که  ای بودهازجمله مسائل ژئوتکنیک لرزهسازه  وخاک  دینامیکی ندرکنشا

منبع تحریک به دو گروه  اساستوان بر را می شالوده وخاک  دینامیکی اندرکنش یطورکل. بهگرددمیهای مهندسی عمران سازه

تحریک شده و امواج از بارهای خارجی در مسائل تشعشع، شالوده توسط نمود.  بندیتقسیم 2و مسائل تشعشع1پراکندگیمسائل 

گیرد. ای مورد بررسی قرار میدر مسائل پراکندگی، پاسخ شالوده تحت اثر امواج لرزه .گردندیمشالوده به سمت توده خاک منتشر 

ورودی  امواجمحاسبه سختی دینامیکی یا توابع امپدانس شالوده، زیرمجموعه مسأله تشعشع و ارزیابی حرکت ورودی به شالوده تحت 

ی هاجوابتوان مسأله پراکندگی قلمداد نمود. با فرض رفتار الاستودینامیک مصالح توده خاک، می عنوانبهتوان لف را میمخت

است که معادله حاکم بر رفتار الاستودینامیک  ذکرقابلمناسبی برای توابع امپدانس و نیز حرکت ورودی به شالوده به دست آورد. 

توابع امپدانس در حوزه فرکانس  ازآنجاکهباشد. مل سه دسته معادلات اساسی، تعادل و سازگاری میکوشی بوده که شا-معادله ناویر

کوشی باید با فرض هارمونیک بودن منبع تحریک تحلیل گردد. بر این اساس، حرکت ورودی به شالوده -شوند، معادله ناویرمطرح می

 دیل فوریه آنرا تبدیل به پاسخ زمانمند نمود.و به کمک تب آمدهدستبهتحت امواج نیز در حوزه فرکانس 

 نیگزیجا میراگرفنر و یکسری توان با یمشالوده را  ریخاک ز محاسبه توابع امپدانس این مزیت را دارد که توده نامحدود 

 به کمکشوند. تعبیه می نمود. در حالت کلی این فنر و دمپرها در جهات مختلف افقی، عمودی، چرخشی و پیچشی در زیر شالوده 

 ارتباط داد.نظیر  و دوران پیچشی هاچرخش، هاتغییر مکانلنگرها و پیچش اعمالی به شالوده را با  ،نیروها توانمی توابع امپدانس

در . استوار است شالوده یتبر اساس فرض صلب شالودهو  خاک نیب یکینامیاکثر مطالعات اندرکنش د است که ذکرقابلهمچنین 

ارتباط بین  هاآنکمک بوده اقدام نمود و به 3که معرف توابع نرمی هاآنتوان به محاسبه وارون ضمن بجای محاسبه توابع امپدانس می

 ها و نیروهای متناظر را برقرار نمود. جابجایی

محاسبه  منظوربه یلیتحل یهااستفاده کرد. روش یمختلف یو عدد یلیتحل یهاتوان از روشیتوابع امپدانس م یابیارز یبرا

 شوند.خاک مطرح می تینهایب مهین وهمگن  توده یبر رویا مدور  ینوار هایشالودهساده مانند  هایهندسهشالوده با توابع امپدانس 

 جیاست که نتا ذکرانیاست. شا شدهی[ معرف2] 5اوین نی[ و همچن1] 4وستمن و لوکو توسط یسطح ینوار شالوده یبراتحلیلی  جینتا

بالا بعد بیدر محدوده فرکانس  ژهیوبهو  گرید یهانسبت پواسون یبراحاصله  جینتا بوده و قیدق0.5نسبت پواسون یتنها برافوق 

استفاده  کیسکوالاستیو طیمح یرومربعی بر  شالوده نرمیتوابع  یابیارز یبرا نیتابع گر یکسری از محققین از روش. ستین قیدق

 مین تودهواقع بر مربع صلب  یهایپ یموثر برا یحرکات ورود زیتوابع امپدانس و ن [4] 6در همین راستا میتا و لوکو [.3] نمودند

توابع امپدانس استفاده از مدل  ی دیگر برای محاسبههاکیتکنازجمله . دادند ارائهبعد برحسب فرکانس بی را کیالاست یفضا

اکثر مطالعات . است شدهاستفادهی مدور سطحی و مدفون هاشالودهباشد. از این روش برای محاسبه امپدانس می [5] 7یمخروط

 آن راتوان شالوده نیز می یهندس اشکال ریسا یراباشد. البته بهای ساده همچون دایره و مربع میشالوده با پلانصورت گرفته برای 

و  کوبوریتوسط تقریبی  شرو نیا معادل تقریب زد و بطور تقریبی از نتایج آنها استفاده نمود. هم مساحتبا یک دایره یا مربع 

. همچنین توابع امپدانس و نیز حرکت ورودی به شالوده شده است استفاده یلیمستط یهایپ نرمیتوابع  محاسبه یبرا [6] 8همکاران

 [8] نازک هیروش لا و یالمان مرز ترکیبی روشو نیز  [7]در اثر انتشار امواج مختلف با روش انتگرال مرزی بر پایه توابع گرین 

تواند بر روی توابع امپدانس و حرکت ورودی به شالوده تأثیر امل متعددی میتوسط محققین مختلف موردبررسی قرار گرفته است. عو

های شالوده مدفون ی بر روی این پارامترها دارد. همچنین تماس ناقص بین دیوارهاملاحظهقابلی شالوده تأثیر شدگمدفونگذار باشد. 

است که وجود شالوده مجاور نیز توابع امپدانس و حرکت  تصورقابل. همچنین [9]باشدو خاک اطراف نیز از دیگر عوامل تأثیرگذار می

نیز بستگی دارد.  هاآنشدگی . این تأثیر بالطبع به فاصله دو شالوده و نیز سطحی یا مدفون[10]ورودی به شالوده را تغییر دهد 

اند. مالکی و همکاران توسط امپدانس پرداختههای آزمایشگاهی به بررسی نحوه تغییرات توابع مدل کمکبهبرخی از محققین نیز 

ی را مورد بررسی قرار دادند. نتایج آنها نیز سطح یهاپی یبر تابع امپدانس افق یمختلف هندس یهااثر جنبههای آزمایشگاهی، مدل

در ادامه تحقیقات  .[11]است  گذارریبر توابع امپدانس تأث یتوجهطور قابلبه ی پی در خاکفرورفتگعمق نسبت نشان داد که 
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. انتخاب رفتار خطی [12]آزمایشگاهی،  بررسی تاثیر اندرکنش سینماتیک به کمک آزمایشات بزرگ مقیاس نیز صورت گرفته است 

ای شدید نیز توسط برخی محققین برای محاسبه توابع امپدانس و ی رفتار غیرخطی خاک تحت امواج لرزهسازمدلمنظور معادل به

بر شالوده  واقع. همچنین برخی محققین تمرکز خود را به پاسخ سازه [12]است  قرارگرفته مورداستفادهشالوده حرکت ورودی به 

گرفته تا تأثیر ها صورتای نیز با نصب سنسورها در ساختمان. فعالیتهای گسترده[13،14و15]ای مختلف گذاشتند تحت امواج لرزه

زمین بود میدان آزاد ملاحظه نمایند. در این تحقیقات، تأکید اصلی برروی وجود طبقه زیراندرکنش خاک و سازه را نسبت به حرکت 

گرفته در این تا اختلاف حرکت ورودی به شالوده و حرکت میدان آزاد را بهتر نمایان سازد. مرور نسبتا جدیدی بر فعالیتهای صورت

آمده، اثر پیشنهاد شد که بر اساس برازش آنها با نتایج میدانی بدست . در همین راستا روابط ساده ریاضی[16]باشد زمینه موجود می

افزاری پرداختند و برای سازی نتایج میدانی با نتایج نرم. برخی محققین نیز به مدل[17و18]اندرکنش سینماتیکی را بیان نمایند 

 .[19]تطبیق بهتر نتایج، رفتار غیر خطی خاک را وارد مدلسازی کامپیوتری نمودند 

عامل اصلی اختلاف بین پاسخ میدان آزاد و حرکت ورودی به شالوده، همان سختی شالوده و اثر سینماتیک اندرکنش خاک 

. با توجه به اهمیت این قضیه، [16،17،18و19]باشد که از نقطه نظر کاربردی در مراجع مختلفی به آن اشاره شده است و سازه می

ورودی به شالوده و نیز محاسبه توابع امپدانس آنها از دیرباز مورد توجه محققین مختلف قرار گرفته و های عددی حرکت سازیمدل

در چند سطر قبل به مراجع اصلی در این زمینه اشاره گردید. اما نوآوری موجود در این تحقیق، محاسبه حرکت ورودی به این نوع 

های باشد. برای نشان دادن تأثیر زوایای ورودی به شالوده، شالودهمی SHمواجها با دو متغیر مایلیت قائم و افقی برای اشالوده

دهد که شود. نتایج نشان میگیرد و نتایج در قالب حرکات افقی و پیچشی شالوده بیان میسطحی مربعی صلب مورد بررسی قرار می

با راستای شالوده مربعی عاملی کاملا تأثیرگذار در پاسخ ورودی به شالوده داشته و نیز ماکزیمم  SHتفاوت آزیموت انتشار موج 

 پاسخ مشاهده شده به ابعاد شالوده و فرکانس ورودی موج بستگی دارد.

 روش المان مرزی  -2

معادلات  روش از معادلات الاستودینامیک حاکم و محاسبه و ارزیابی پاسخ حاصله، استفادهیک روش حل برای بررسی 

 ی دارد.فردمنحصربهمزایای  هاروشدر مقایسه با دیگر برای حل مسائل الاستودینامیک  باشد. استفاده از این روشمی مرزی انتگرال

ی دقیق و ساده سازمدلنیز و بندی مش نظرکاهش ابعاد مساله ازنقطه بالطبعبندی صرفا مرز مسأله و مش ،روش اینایای مزازجمله 

طور به نهایتناشی از انتشار امواج به توده بی شرایط تشعشع کهیطوربهباشد، مینامحدود  یهاطیمحبرای 

گیرد. صورت می مرزی المانتکنیک  به کمکحل عددی معادلات انتگرال مرزی . مسأله ارضا شده است بندیفرمول در اتوماتیک

از نیروهای حجمی، معادله  نظرصرف. با باشدمی مرزی معادلات انتگرالروش المان مرزی یک تکنیک قدرتمند برای تحلیل عددی 

زیر  صورتبهتوان با استفاده از قضیه متقابل بتی بعدی همگن، الاستیک و همسانگرد را میانتگرال مرزی حاکم برای یک محیط سه

 [:20] به دست آورد

 

      (1 ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), ,ij j ij j j ij

s s

c u p u ds p u ds        + =  

به ترتیب جابجایی و  jpو  ju،ضریب پرشcنقطه مشاهده بر روی مرز است. همچنین پارامتر مبدا ودهنده نقطه نشان  که در آن

)باشد. همچنین مساحت بر روی مرز می نمو dsترکشن نقاط روی مرز و ),iju   و( ),ijp  های اساسی هارمونیک بوده که حل

در یک محیط نامحدود چشمهشده در نقطه ای هارمونیک اعمالتحت یک واحد بار نقطهجابجایی و ترکشن را در نقطه مشاهده 

 : شودصورت زیر بیان میبعدی بههای اساسی جابجایی و ترکشن برای مسائل سهدهند. حلنشان می
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(2) 

, ,

1

4
ij ij i ju r r 



  = −  

2
1 2

2 2 2 2, , , , , , ,4 2

cp r r r
p r n r n n r r r r rij i j ij j i j i i j i jr r r r r n r n r ncs

     
 



 
                 
        
   

       
= − − − + − + − − −

      

 

(3) 

22 2

2 2 2 2 2
1

ps

i ri r

cc
p ps s s

p

c cc c ce e

r i r r c r i r r




   

−−

 − 
= − + − +  

    
 

22 2

2 2 2 2 2

3 33 3
1 1

ps

i ri r

cc
p ps s s

p

c cc c ce e

r i r r c r i r r




   

−−

  
= − + − − +  

    
 

 (4) 
( )2 /pc   = +  

sc



=  

 
 

 

s, وو فاصله بین نقاط چشمه و مشاهده rکه در آن pc c به ترتیب فرکانس و سرعت انتشار امواج فشاریp و برشیs باشد. می

توان با بعدی را میکه در آن معادله انتگرال مرزی سه باشندضرایب لامه میودلتای کرونکر و ijدانسیته محیط وهمچنین

در اینجا المان سطحی چهارضلعی با انتخاب  ها تحلیل نمود.ی سطحی و انتخاب مناسب گرههاالمانگسسته سازی مرز به یکسری 

این المان ثابت بوده بدین مفهوم که جابجایی و ترکشن در کلیه نقاط المان ثابت  است. شدهگرفته در نظریک گره در داخل آن 

به  هاانتگرال و برای محاسبه شدهنوشتهزیر  صورتبه( برای هر نقطه مرزی 1محاسباتی، معادله انتگرالی ) نظرازنقطهماند. می

 [: 20] شودمختصات محلی برده می

(5)        
1 1

nElems nElems
T Te e

q q ij e ij e

e eSe Se

c u p N dS u u N dS p 

= =

      
   + =      

      
   

 

(6 ) 
   

1

1

T T

ij e ij

Le

p N dL p N J d 

−

   =     

   
1

1

T T

ij e ij

Le

u N dL u N J d 

−

   =     

بردارهای ستونی شماره گره و qکه در آن eu و ep  های گرهی و بردارهای ترکشن در هر المان جابجایی دهندهنشانبه ترتیب

باشند. همچنینباشد که برای المان چهارضلعی ثابت تک گرهی، هریک از این بردارها شامل یک عضو میمی N  ابیدرون بردار ،

nElems های سطحی مرزی وتعداد المانesمساحت المانe.به مختصات محلی در  هاانتگرالانتقال است که با  ذکرقابل ام است
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ی موجود در سیستم مختصات محلی و با استفاده از روش هاانتگرال تیدرنهاشود. در انتگرال ظاهر میJ(، ترم ژاکوبین6معادله )

 آید:گاوس استاندارد محاسبه گردیده و دستگاه معادلات زیر به دست می

     (7)      F u G p=  

 که در آن Fو Gتأثیر و بردارهایهای ضرایب ماتریس  uو p های واقع بر سطوح به ترتیب شامل جابجایی و ترکشن همه گره

*های اساسیی حلریگانتگرالباشند. با مرزی می

iju وijp های ماتریسدرایههای مختلف، کلیه بر روی المانF وG  به دست

را  آمدهدستبههای مرزی، دستگاه مختصات خطی در گره های معلوم و مجهولو ترکشن هاییجابجاآید. پس از تنظیم مجدد می

است که پس از حل مسأله و محاسبه مقادیر  ذکرقابلهای مجهول در مرز حل نمود. ها و ترکشنی برای جابجاییراحتبهتوان می

در معادله qcضریب پرش است یکاف کار نیاتوان به دست آورد. برای مجهول مرزی، پاسخ هر نقطه از دامنه را نیز در صورت نیاز می

 ( برابر یک قرار داده شود.5)

  های ناسره انتگرالبررسی  -3

های ضرایب تأثیری قطری ماتریسهاترممحاسبه  F و Gیی است که نقاط چشمه و هاالمانگیری در ، مستلزم انتگرال

-حلی انتگرالی شامل هاترمصفر گردیده و در  r. بنابراین با انطباق نقاط چشمه و مشاهده، فاصلهاندشدهواقعمشاهده در یک المان 

*های اساسی جابجایی و ترکشن یعنی

iju وijp ی هاالمان( برای هر یک از 5معادله ) ازآنجاکهدهد. رخ می هاانتگرال، ناسرگی در

ی مرزی هاالمانهای مرزی نقش نقاط چشمه را خواهند داشت، لذا در هر یک از شود، بنابراین هر یک از گرهگرفته می در نظرمرزی 

 باشد.شامل ناسرگی ضعیف و قوی می هایناسرگآید. ضمنا این می به وجودناسرگی 

الف(، -1شکل )موجود، مطابق  ناسرگی در انتگرالرفع برای باشد. ( دارای ناسرگی ضعیف می5طرف راست معادله انتگرالی )

گردد. سپس با مثلث داخلی افراز می 4نقطه چشمه در داخل المان را به چهار رأس المان وصل کرده و درنتیجه المان چهارضلعی به 

ب( مانند المان چهارضلعی برخورد کرده -1شکل )مطابق های مثلثی انتقال انتگرال به مختصات محلی، به هر یک از المان

بجای انجام انتگرال بر روی یک المان  که گره چهارم بر گره چشمه یعنی نقطه داخلی المان منطبق باشد. بدین ترتیبطوریبه

[ و 21] 1این تکنیک توسط لاچاتشود. ها باهم جمع میشده و حاصل آنهای مثلثی انجامبر روی المان چهارضلعی، چهار انتگرال

rباشده و r[ ارائه گردید. این محققین نشان دادند که با استفاده از این روش، ژاکوبین موجود در انتگرال محلی از مرتبه22] 2منگ

*حل اساسی موجود در مخرج

iju ها با روش درنهایت کلیه انتگرال گردد.شود و این امر باعث حذف ناسرگی انتگرال میساده می

شده و بدین ترتیب اعضای قطری ماتریس گیری گوس استاندارد محاسبهانتگرال G شوند. محاسبه می 

های نیز با ترم qc( از نوع ناسرگی قوی است. علاوه بر آن، ضریب پرش 5انتگرال موجود در طرف چپ معادله انتگرالی )

قطری ماتریس  F باشد. این تکنیک حرکت جسم صلب میشود. روش متداول برای مواجهه با این ناسرگی، استفاده از جمع می

شود. البته استفاده از حرکت جسم صلب مختص تکنیک بر این اصل استوار است که حرکت جسم صلب، باعث ایجاد ترکشن نمی

توجه را در حالت هارمونیک نیز بکار برد. با  توان آنشود، میمسائل استاتیکی است، اما با توجه به توضیحاتی که در ادامه آورده می

به سمت صفر r اند، بنابراین وقتی فاصلههمراه باهم ظاهرشده rو (، همواره3( و )2به اینکه در روابط هارمونیک یعنی معادلات )

کند و این به سمت صفر میل میتوان فرض کرد که کند و متناظرا میبه سمت صفر میل میrکند مثل این است کهمیل می

ناسرگی موجود در  دیگر،عبارتکند. بهها به حل استاتیکی میل میبدان معناست که حل دینامیکی در حالت ناسرگی انتگرال

 
1 Lachat 
2 Mang 
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اتیکی و دینامیکی یکسان بوده و ضریب پرش در هر دو حالت یکسان است. بنابراین حل اساسی ترکشن استاتیکی را های استانتگرال

بار هم بار از حل اساسی ترکشن دینامیکی تفریق نموده و بر اساس توضیحات فوق این قسمت دیگر ناسرگی ندارد و سپس یکیک

رقرار است. ضمنا حل اساسی ترکشن استاتیکی که برای تحلیل مسائل جمع شده که برای این قسمت تکنیک حرکت جسم صلب ب

 باشد:صورت زیر میگیرد بهمورداستفاده قرار می SHمربوط به موج هارمونیک 

(8) 
( )

( ) ( ), , , , , ,2

1
1 2 3 1 2

8 1
ij ij i j i j j i

r
p r r r n r n

r n
  

 

 −  
   = − + − − −    −  

  

 

 
 المان مثلثی هر یک با چهار گره: )الف( افراز المان چهارضلعی به سه المان مثلثی )ب( چهار  1شکل

 

 واقع بر توده همگن خاک صلب  محاسبه توابع امپدانس شالوده مربعی -4

به شود. همچنین های سطحی و مدفون محسوب میروش المان مرزی ابزاری قدرتمند برای محاسبه توابع امپدانس شالوده

در ابتدا نحوه محاسبه توابع امپدانس  است. محاسبهقابلاین روش، پاسخ شالوده تحت انواع مختلف امواج حجمی و سطحی  کمک

 شود.های صلب و در ادامه محاسبه حرکت ورودی به شالوده آورده میشالوده

شود. نیروهای وارد بر یک شالوده صلب شامل های دینامیکی شالوده در حوزه فرکانس مطرح میامپدانس یا سختی توابع

های متناظر نیز شامل سه جابجایی انتقالی و سه دوران حول محورهای اصلی بوده و جابجایی zوx ،yسه نیرو و سه لنگر در جهات 

6ماتریس به کمکباشد. می 6 شود:زیر بیان می صورتبههای هارمونیک توابع امپدانس، رابطه بین دامنه نیروها و جابجایی 

(9) 

{
 
 

 
 
𝐹𝑥
𝐹𝑦
𝐹𝑧
𝑀𝑥

𝑀𝑦

𝑀𝑧}
 
 

 
 

=

[
 
 
 
 
 
 
𝐾𝐻𝐻𝑥(𝑎0) 0 0 0 𝐾𝐻𝑀(𝑎0) 0

0 𝐾𝐻𝐻𝑦(𝑎0) 0 −𝐾𝐻𝑀(𝑎0) 0 0

0 0 𝐾𝑉𝑉(𝑎0) 0 0 0

0 −𝐾𝑀𝐻(𝑎0) 0 𝐾𝑀𝑀𝑥(𝑎0) 0 0

𝐾𝑀𝐻(𝑎0) 0 0 0 𝐾𝑀𝑀𝑦(𝑎0) 0

0 0 0 0 0 𝐾𝑇𝑇(𝑎0)]
 
 
 
 
 
 

{
 
 

 
 
∆𝑥
∆𝑦
∆𝑧
𝜃𝑥
𝜃𝑦
𝜃𝑧}
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,هایاندیس ,M V HوT های ؤلفهم به ترتیب معرف راستاهای افقی، قائم، چرخشی و پیچشی هستند. بنابراین 

, , , ,HM TT MM VV HHK K K K K  ؤلفه. همچنین مباشدمیبه ترتیب معرف سختی پی در جهات افقی و قائم و چرخشی و پیچشی-

های 
HMK و 

MHK  محورهای  کهیدرصورتباشند. کوپل می باهممعرف ترکیب جابجایی افقی و چرخش شالوده بوده کهx y− در

  xبا لنگر حول محور yنیروی افقی در راستایو نیز  yبا لنگر حول محور xصفحه شالوده قرار داشته باشد، نیروی افقی در راستای

که مثلا خمش اعمالی به شالوده  یطوربهکوپل بوده  باهم، برش و خمش حول محورهای اصلی شالوده گریدعبارتبهگردد. کوپل می

شود، بعضی که در ماتریس توابع امپدانس مشاهده می طورهمانگردد. همچنین علاوه بر دوران باعث ایجاد لغزش افقی شالوده نیز می

هایؤلفهطور خاص اگر به مباشد. بههای این ماتریس صفر میاز مولفه
VVK و 

TTK سطری و  هایؤلفهدر ماتریس توجه شود، دیگر م

باشد. این بدان معناست که نیروی قائم و جابجایی متناظر آن و همچنین پیچش شالوده و زاویه ستونی این اعضا برابر صفر می

باشد. در حالت کلی، توابع امپدانس به فرکانس و ضریب پواسون و هندسه ها مستقل میپیچشی متناظر آن نسبت به دیگر مولفه

بعد بی ماتریس امپدانس وابسته به فرکانس هایؤلفهمکلیه الت پی مربعی صلب سطحی، شالوده بستگی دارد. در ح
0a  بوده که

 شود:زیر تعریف می صورتبه

(10) 0

s

B
a

c


= 

های ماتریس توابع امپدانس یک عدد است که هر یک از مولفه ذکرقابلباشد. معرف نصف بعد شالوده مربعی میBکه 

تواند رفتار بنابراین توده خاک می باشد.خاک می تشعشعی میرایی دهندهنشان امپدانس تابع موهومی باشد که قسمتمختلط می

بینهایت خاک، توده بینهایت یا نیمهکاملا الاستیک داشته باشد و فاقد هرگونه میرایی مصالح یا هیسترسیس باشد اما به علت وجود 

نیرو و  نفاز بودمعرف هم توابع امپدانسمقدار حقیقی  درهرحالموج منتشر شده را در قالب میرایی تشعشعی مستهلک نماید. 

 نظرازنقطه. جابجایی موجود استبین نیرو و  90ناز به میزافف لادهد که یک اختمی نها نشاآن طجابجایی بوده و مقدار مختل

ها معرف میرایی آن طشود و مقادیر مختلمی یسازهینر شبفقادیر حقیقی توابع امپدانس معرف سختی سیستم بوده که با فیزیکی، م

افقی در صفحه شالوده و نیز سختی پیچشی های ، سختیSHدر اثر انتشار امواج ازآنجاکه .شودمی یسازسیستم بوده و با دمپر مدل

 گردند:زیر تعریف می صورتبهو  شدهدادهنشان  2ها در قالب فنر و دمپر، در شکل شوند، نمایش این مولفهشالوده فعال می

 

(11)                                                                                                                                                        HHx hhx hhxK K i C= +                                                                                                                            

(12)                                                                                                                                                        HHy hhy hhyK K i C= +                                                                                                                           

  (13)                                                                                                                                                     TTK K i C = +               

و  kو  yمعرف سختی و میرایی افقی در جهت hhycو hhykو xمعرف سختی و میرایی افقی در جهت hhxcو hhxkکه به ترتیب

c باشند.معرف سختی پیچشی و میرایی پیچشی می 
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 ی زمین و شالوده با فنر و دمپرسازهیشب: پلان 2شکل 

 

) ای دلخواه از شالودهبا توجه به صلب مفروض دانستن شالوده، تغییر مکان هر نقطه )u وابسته به شش حرکت جسم صلب ،

( )u بوده که توسط ماتریس تبدیلD گیرد: این ارتباط و وابستگی صورت می 

     (14) u Du= 

)برای یک شالوده مربعی با مرکزیت Dماتریس تبدیل )0 0 0, ,x y z آید:زیر به دست می صورتبه 

 (15 ) 

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

0 0

0 0

0 0

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

z z y y

D z z x x

y y x x

 − − −
 

= − − − 
 − − − 

 

توسط  جادشدهیاتوسط جسم صلب با کار  جادشدهیاهمچنین طبق رابطه کار مجازی در محاسبه نیروی گرهی المان، کار 

 گردد:شود و رابطه زیر بین نیروها حاصل مینقاط گرهی برابر در نظر گرفته می

(16) 1F D F−= 

 باشد.نیروی وارد بر شالوده صلب می Fشود ونظر گرفته مینیرو در هر نقطه از پی در Fکه در آن

 واقع بر توده همگن خاک صلب   محاسبه حرکت ورودی به شالوده مربعی -5

قرار دارد.  SHدهد که تحت امواج ورودیرا نشان میyو xبا اضلاعی در راستای مربعیصلب  شالودهیک الف( -3شکل )

xو برای این نوع امواج جهت ارتعاش ذرات عمود بر صفحه  شدهدادهجهت انتشار امواج در این شکل نشان  z باشد. مطابق اشکال می

و Vج(، مایلیت امواج ورودی در صفحه قائم )نما( و صفحه افقی )پلان( را با دو پارامتر-3ب( و )-3)
H توان نشان داد. می

بوده  yمنتشر شده و جابجایی ذرات آن در راستای xموج در صفحه افقی در راستای شودیمج( مشاهده -3که در شکل ) طورهمان

 توان بیان نمود:را با روابط زیر می SHسازد. بر اساس توضیحات فوق، پاسخ میدان آزاد موجمیHزاویه xو جهت انتشار با راستای
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(17)  ( ) ( )0 2

0

sin cos sin cos

0 0 2

0

sin sin

cos cos

0 0

V V s V V s

H H

ik x z c t ik x z c t

H H

u x

u y A e A e

u z

   

 

 
 − − + − − − − −

− −     
     

= +
     
          

 

(18)  cos sin 0

sin cos 0

0 0 1

H H

H H

x x

y y

z z

 

 

     
      = −
     
          

 

  

(19)  
0 2

s

k k
c


= =  

 

0uاعداد موج ورودی و انعکاسی و 2kوSH،0kسرعت انتشار موج برشی scفرکانس موج ورودی، که در آن  x،0u y 0وu z  به

باشد که با می شدهمنعکسدامنه موج ورودی و 2Aو0Aهمچنین باشد.می zوx،yدر راستای SHپاسخ میدان آزاد موج بیترت

توان نشان داد که در پاسخ میدان آزاد حاصله، زاویه و دامنه امواج ورودی و اعمال شرط صفر بودن ترکشن در سطح نیم فضا، می

 باشد. یکسان می شدهمنعکس

 
 SH)ج( پلان انتشار موج ورودی  SH)ب( نمای انتشار موج ورودی   ادر نیم فض : )الف( هندسه پی 3شکل

 

   نحوه انجام محاسبات -6

مسأله  حلو با  شدهدادههای مختلف به شالوده صلب جابجایی است یکافبرای محاسبه توابع امپدانس شالوده مربعی، 

های حاصله در زیر شالوده، مقادیر مختلف توابع امپدانس را محاسبه نمود. همچنین پاسخ کل گیری از ترکشنتشعشع و با انتگرال

توان به دو قسمت شامل پاسخ میدان آزاد و پاسخ میدان پراکنده تقسیم نمود. بر اساس روابط را می SHمحیط ناشی از انتشار موج

روش المان  به کمکو سپس پاسخ میدان پراکنده  شدهمحاسبهروابط تحلیلی  به کمکدر فوق، ابتدا پاسخ میدان آزاد  شدهیمعرف
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تهیه گردیده که کلیه محاسبات فوق را ] R2021b ] 23ی متلب سینوبرنامهای در محیط منظور برنامه . بدینگرددیممرزی محاسبه 

شود. المان مربعی یکسان افراز می 225و مطابق شکل زیر به  شدهگرفته در نظر 2mانجام دهد. در اینجا یک پی مربعی با بعد طول 

بعد البته در ادامه نتایج بر اساس پارامتر بی
0a ارائه خواهد شد و انتخاب این بعد مشخص برای شالوده صرفا برای سادگی محاسبات

نشان  هاالمانگذاری نیز از ده نقطه گوسی استفاده گردید. همچنین در این شکل نحوه شماره هاانتگرالباشد. برای محاسبه می

ی حاصله دارد و لذا همین تعداد المان برای انجام هاجوابتأثیر ناچیزی در  هاالماناست که افزایش بیشتر  ذکرقابلاست.  شدهداده

و شماره  شدهگرفته در نظر، یک گره در مرکز هر المان مربعی هاالمانباشد. با توجه به ثابت فرض کردن نوع محاسبات بهینه می

صرفا نحوه  4، در شکل هاالمانی و گره بندی گذارشمارهمنظور وضوح بهتر در به خواهد بود. هاالمانها همانند شماره گره

 است. شدهدادهی داخل آن نشان هاالمانی گره بندی اطراف شالوده مربعی و همچنین هاالمانی گذارشماره

 
  صلبمربعی  یپ پلان مش بندی و نقاط گرهی : 4شکل

 

 صحت سنجی نتایج -7

بینهایت، الاستیک و همگن خاک درنظرگرفته شده قسمت، مسأله شالوده سطحی مربعی صلب بر روی توده نیمه این در

بعداست. در ابتدا توابع امپدانس برای محدوده فرکانس بی
0a  شده و با نتایج موجود در تاریخچه مقایسه محاسبه 4تا  0در محدوده

 24 ، 3( مقادیر حقیقی و موهومی تابع امپدانس افقی با نتایج یکسری از محققین مقایسه گردیده است ]5کل )شده است. ابتدا در ش

کاملا مشهود است. همچنین در مورد قسمت موهومی، نتایج  ]25و 3[[. تطابق کامل نتایج حاصله در قسمت حقیقی با مراجع 25و 

ایش حاصله حد پایین نتایج دیگر محققین بوده و با افز
0a ماکزیمم خطای نسبی در این حالت شود. تطابق بیشتری مشاهده می

طور که مقایسه شده است. همان ]3[نیز با نتایج مرجع   نتایج توابع امپدانس قائم، خمشی و پیچشی باشد.درصد می 5% حدود

حال  باشد. با اینهای حقیقی و موهومی این نتایج کاملا باهم سازگار میشده، روند تغییرات قسمتنشان داده 8و  7، 6های شکل

مشاهده  11% حدودتطابق مناسب در توابع امپدانس خمشی و پیچشی وجود داشته اما در تابع امپدانس قائم، بیشترین تفاوت 

گردد. در اینجا نیز در مقادیر بالاتر یم
0aگیرد. ذکر این نکته نیز ضروری است که روش استفاده در ، انطباق بیشتری صورت می

شود. ضمنا توابع گرین جابجایی و بندی میبر اساس روش توابع گرین بوده و در این روش نیز صرفا ناحیه زیر شالوده مش ]3[مرجع 

باشند. درهرحال روش توابع گرین نیز یک روش باشد که در شرایط مرزی نیز صادق میترکشن، همان حل اساسی این پارامترها می

 سیار نزدیکی با روش المان مرزی دارد.شود که قرابت بعددی مرزی محسوب می
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 : امپدانس قائم برای پی مربعی سطحی 6شکل امپدانس افقی برای پی مربعی سطحی:  5شکل

  
 :  امپدانس پیچشی برای پی مربعی سطحی 8شکل : امپدانس چرخشی برای پی مربعی سطحی 7شکل

به سمت شالوده مربعی صلب، نتایج حرکت ورودی به شالوده نیز با  SHامواجسنجی نتایج حاصل از انتشار منظور صحتبه

به ترتیب جابجایی افقی و دوران پیچشی شالوده صلب نسبت به  10و  9های نتایج موجود در تاریخچه مقایسه گردیده است. در شکل

بعدفرکانس بی
0a 0برای حالت  [ 27و  26] آورده شده است. نتایج حاصله با نتایج مراجعH 0و = , 45 ,90V مقایسه گردیده  =

در  مورداستفادهی ثابت بوده و روش هاالمانهمان روش موجود در این تحقیق یعنی المان مرزی با   [26]است. روش محاسباتی مرجع 

صرفا تا مقدار  [26]باشد برای حالات محدود زوایای ورودی، نتایج موجود در مرجع روش توابع گرین می،  [27]مرجع 
0a  1.5برابر 

ای، مقایسه نظرازنقطهتواند نشان دهد. موجود بوده و لذا صرفا شاخه صعودی در مقدار پیچش و شاخه نزولی در مقدار جابجایی افقی را می

در  ی حاصل نسبت به جابجاییهاجواب . در اینجا باشند.سازگار می باهمروند تغییرات هر یک از پارامترهای جابجایی و پیچش، کاملا 

یلیتبا هر زاویه ما SH، نرمالایز شده است. البته برای موج حاصل از میدان آزاد xراستای محور
V،  مقدار ماکزیمم پاسخ میدان آزاد

 باشد. می 2همراه برابر عدد ثابت 

0Vنتایج حاکی از آن است که در حالت 9در شکل  یافته و این میزان ، جابجایی افقی نسبت به پاسخ میدان آزاد کاهش

کاهش با افزایش زاویه تابش ورودی 
V بیشتر است. ضمنا روند نزولی برای مقادیر بیشتر ،

0a، طور شده است.  همچنین همانمتوقف
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0Vر حالت شود، دمشاهده می 10که در شکل  یافته و برای مقادیر بالاتر ، در ابتدا دوران پیچشی افزایش
0a  روند نزولی

 گردد.می

دیگر بسته به مقدار عبارتبه 
V،  ی میانی هامحدودهپیچش در

0aترین مقدار را داراست. البته در اینجا نیز نتایج ، بحرانی

در تاریخچه تا  شدهارائه
0 1.5a دهند. بوده و لذا صرفا روند نزولی در جابجایی و روند صعودی در پیچش وارد بر شالوده را نشان می =

0Hخاصهمچنین باید توجه داشت که در حالت  0Vو =  شودیم، علاوه بر انطباق نتایج بر هم، از این نمودارها چنین استفاده =

و صفر یعنی همان  1 بیترت بهاندرکنش سینماتیکی وجود نداشته و مقدار جابجایی و دوران نرمالایز شده  گونهچیهکه در این حالت 

لایه نازک صورت گرفته است  -نیز مقایسه روش موجود با روش ترکیبی المان مرزی 12و  11باشند. در شکل پاسخ میدان آزاد می

در فاصله دور و در انتهای مدل قرار دارد. همچنین  بسترسنگدر این مراجع،  مورداستفادهاست که در روش  ذکرقابل. البته [8و12]

انطباق خوبی بین نتایج خصوصا در مقادیر کم فرکانس  درهرحالاست.  شدهگرفتهدرصد برای توده خاک در نظر  5میرایی مصالح 

رادیان در نصف بعد شالوده ضرب  برحسبپیچش  ،12دیگر اینکه در محور قائم در شکل  ذکرقابلگردد. نکته بدون بعد مشاهده می

[، ابعاد شالوده مربعی برابر یک درنظرگرفته شده و لذا 8و12]در مراجع  ازآنجاکه نیبنابراباشد. پارامتر طول می برحسبگردیده و 

  شده در این مراجع، ابتدا در مقدار نیم ضرب شده و سپس برای مقایسه آورده شده است.مقادیر پیچش ارائه

  

0: جابجایی افقی برای پی مربعی سطحی 9شکل
H

 0: دوران پیچشی برای پی مربعی سطحی 10شکل =
H

 = 

  

45: جابجایی افقی برای شالوده مربعی سطحی 11شکل 90,
V H
 = 45سطحی: دوران پیچشی برای شالوده مربعی  12شکل = 90,

V H
 = = 
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  نتایج -8

، به بررسی میزان جابجایی و پیچش شالوده مربعی صلب و بدون جرم پرداخته Vو Hدر اینجا با تغییر پارامترهای  

0Vشود. در ابتدا حالت انتشار موج ورودی قائم یعنیمی مقادیر جابجایی افقی برای موج  14و  13گیریم. شکل می در نظررا  =

90با زوایای مختلف SHورودی ,60 ,45 ,30 ,0H در این حالت اندرکنش سینماتیکی وجود نخواهد  ازآنجاکهدهد. را نشان می=

بعد داشت، پاسخ شالوده صلب سطحی متناظر با پاسخ میدان آزاد بوده و لذا مستقل از ابعاد شالوده و فرکانس بی
0a باشد. می

باشد )شکل می 2(، همواره برابر yآزیموت راستای انتشار امواج )محور، پاسخ جابجایی در راستای عمود بر SHهمچنین برای موج

0V(. اما برای محاسبه پاسخ جابجایی در حالت13 در  2مقدار دامنه ثابت  استی کافشالوده مربعی،  𝑦و در راستای ضلع  =

)در 2تصویر کنیم یعنی عدد yرا در راستای yراستای  )cos H  (. بنابراین با افزایش14ضرب گردد )شکل
H شاهد کاهش ،

90Hرود، در حالت حدیانتظار می طور کههمانخواهیم بود.  yپاسخ جابجایی در راستای ، پاسخ جابجایی افقی میدان آزاد کلا =

در پاسخ میدان آزاد برای حالت  ازآنجاکهباشد. ضمنا برابر صفر می yبوده و دامنه جابجایی هارمونیک در راستای xدر راستای

0V برابر صفر بوده و به جهت اختصار از آوردن نمودار پیچشی برای شالوده متصور نیست، مقادیر پیچش شالوده  گونهچیه، =

 شده است. نظرصرفمربوطه 

0Vدر ادامه نتایج پاسخ جابجایی و دوران برای حالت  30 آورده شده است. نتایج در حالتV و مقادیر مختلف   =
H 

90یعنی ,60 ,45 ,30 ,0H شود، اندرکنش مشاهده می 15که در شکل  طورهمانآورده شده است.  16و  15ی هاشکلدر  =

موج در  برخوردسینماتیک شالوده صلب، باعث کاهش پاسخ جابجایی افقی نسبت به میدان آزاد گردیده و همچنین با افزایش زاویه 

0صفحه پلان  90H = 90Hو در حالت  افتهیکاهشیی افقی جابجا، مقدار  → نیز معرف پیچش  16رسد. شکل به صفر می =

0شالوده بوده که با افزایش زاویه برخورد  45H = و با توجه به  افتهیکاهشدرصد  21مقدار پیچش ماکزیمم، حداکثر تا  →

45مربعی بودن شالوده و تقارن موجود، با افزایش بیشتر زاویه برخورد  90H = و مقادیر  افتهیشیافزامقدار پیچش مجددا  →

0پیچش  ,90H 30و نیز  = ,60H  شوند. بر هم منطبق می =

45، مقادیر پاسخ جابجایی و پیچش برای 17در شکل ,60 ,90V است. در  شدهدادهنشان  Hو نیز مقادیر مختلف  =

30Vنیز روند کاملا مشابه با  هااگرامیداین  شیب روند نزولی پاسخ جابجایی افقی  Vطور خاص با افزایش شود. بهمشاهده می =

1.2Zنسبت به میدان آزاد بیشتر شده است. همچنین در کلیه حالات، مقدار ماکزیمم پیچش ثابت و حدودا برابر  B  باشد و می =

45Vکماکان مقادیر  مقدار ماکزیمم پیچش در  Vشود، با افزایش که مشاهده می طورهمانباشد. می هاجوابپوش پایین کلیه  =

45Hبندی نتایج برای نیز جمع 19و  18ی هاشکلافتد. بعد کمتر اتفاق میفرکانس بی  دهد.را نشان می Vو مقادیر مختلف  =
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0برای   yراستای محور جابجایی افقی در:  13شکل
V
 و مقادیر مختلف   =

H
 

 

0برای  yراستای محور  : جابجایی افقی در 14شکل
V
 و مقادیر مختلف   =

H
 

  

30برای  yراستای محور  : جابجایی افقی در 15شکل
V
 30برای  z: پیچش حول محور  16شکل =

V
 = 
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45الف و ب:   zو پیچش حول محورyراستای محور : جابجایی افقی در 17شکل
V
 60،  ج و د:  =

V
 90،  ه و ز:   =

V
 = 

 

  

45: جابجایی افقی برای پی مربعی سطحی18شکل
H

 45: دوران پیچشی برای پی مربعی سطحی19شکل =
H

 = 
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  یریگجهینت -9

موردبررسی قرار گرفت. صلبیت  SHهای مربعی سطحی تحت موجدر این تحقیق توابع امپدانس و پاسخ وردی به شالوده

گردد. میدان جابجایی ناشی شالوده مربعی باعث اندرکنش سینماتیکی و تغییر در پاسخ جابجایی افقی و ایجاد پیچش در شالوده می

با دو زاویه  SHاز انتشار امواج
V و H گردد. بطور کامل مورد بررسی قرار گرفت و نتایج حاصل بصورت زیر خلاصه می 

0Vدر حالت  -1  دهد. پاسخ شالوده مربعی صلب با پاسخ میدان آزاد هماهنگ نبوده و اندرکنش سینماتیکی رخ می

تواند بیان شود. پاسخ شالوده با افزایش زاویه بعد میفرکانس بی برحسب هاگرافکلیه 
V ، از پاسخ میدان آزاد فاصله

 41/1شود. این یعنی پاسخ شالوده برای زاویه ورودی صفر مقدار ثابت صفر نزدیک میهای بالاتر به گرفته و در فرکانس

𝜃𝑉دارد و برای زاویه ورودی = 90
 شویم.     ، با افزایش فرکانس به مقدار صفر نزدیک می∘

در حالت  -2
V ثابت و با افزایش

H  شاهد کاهش بیشتر جابجایی افقی نسبت به حرکت میدان آزاد هستیم. مقدار

𝜃𝑉جابجایی افقی برای  = 0
کند ولی با افزایش زاویه صورت خطی کاهش پیدا میبه ∘

V  تغییرات از حالت خطی

𝜃𝐻های بالاتر هستیم. جابجایی افقی برای خارج شده و شاهد نزول بیشتری در فرکانس = 90
باشد. همواره صفر می ∘

0H همچنین پوش ماکزیمم پیچش مربوط به دیاگرام 45Hو پوش مینیمم پیچش مربوط به دیاگرام = = 

 . باشدیم

با دامنه واحد و در زوایای موردبررسی و آنالیز  SHدر اثر انتشار موج جادشدهیاطراحی، ماکزیمم پیچش  نظرازنقطه -3

1.2Zحساسیت صورت گرفته، با رابطه B   با بعد  جادشدهیا، پیچش ماکزیمم گریدعبارتبهباشد. می محاسبهقابل

شالوده رابطه معکوس دارد. در حالت 
H ثابت و با افزایش

V و همچنین ماکزیمم  افتهیکاهش، پاسخ جابجایی افقی

 دهد.بعد کمتر رخ میپاسخ پیچش در فرکانس بی
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