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The use of cross spheres in the design and manufacturing of the pressure body of 

subsurface vessels has been of interest. In this article, stress and stability analysis 

of a Booth lemniscate shell of revolution under external pressure and various 

geometric imperfections is investigated. First, by introducing Booth Lemniscate 

shells, this widely used geometry is created without discontinuity and stress 

concentration. Stress analysis of these shells for different shape coefficients has 

been done using membrane stress theory. Using Python programming language 

and scripting in Abaqus software, the geometric equations related to the 

generating curve of shells with different shape coefficients were created and the 

stress field resulting from external pressure was calculated. By comparing the 

results obtained from the analytical solution and the finite element numerical 

solution, a proper match between the results is observed. Considering the 

importance of geometric shape defects in the post-buckling behavior of revolution 

shells, Booth lemniscate shells have been considered under the influence of 

various types of primary geometric shape defects, including axial and local 

symmetric ringing and shape defects resulting from the superposition of linear 

buckling modes. The reduction of the buckling strength of the shells has been 

investigated in the form of knockdown factor, and the highest impact was related 

to the shape defects resulting from the mode shape and the lowest was related to 

the local shape defects. The results show that the middle region of the shell is 

more sensitive to buckling, and the calculation of the knockdown factor shows 

that the critical load value decreases with the increase in the dimensions of the 

shape defect, and as the size of the shape defect increases, the slope of the 

knockdown factor graph decreases. 
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 در  مود شکل  از  حاصل  و  محلی  رینگی، هندسی هایشکل  نقص  تاثیر پارامتری بررسی

 بوث  لمنیسکات  دوار  هایپوسته  پایداری سازه  و کمانش   تحلیل
 3جور    یمحمد حسن  لادیم   ، 2دهقان  یمهد، *1یاریبهروز شهر

 ران یمالک اشتر، اصفهان، ا  یدانشگاه صنعت  ک،ی مکان  یمجتمع دانشگاه  ار،یاستاد  -1

 ران یمالک اشتر، اصفهان، ا  یدانشگاه صنعت  ک،یمکان   یپژوهشگر، مجتمع دانشگاه -2

 ران یمالک اشتر، اصفهان، ا  یدانشگاه صنعت  ک،یمکان  یمجتمع دانشگاه  ،ییهوا  یهاسازه -هوافضا  یکارشناس ارشد مهندس  -3

 چکیده 
 ل یتحل ق،یتحق نیمورد توجه بوده است. در اهمواره  دریاح سط های زیرسازهو ساخت سازه بدنه  یمتقاطع در طراح هایاستفاده از کره

 یمورد بررس یخارج کیدرواستاتیمختلف تحت فشار ه یهندس هاینقص شکل  یبوث دارا سکاتیدوار لمن هایپوسته یداریتنش و پا
 لی. تحلشودیم جادیو تمرکز تنش ا یوستگیهندسه پرکاربرد بدون ناپ  نیا ،بوث سکاتیدوار لمن هایپوسته یمعرف ا. ابتدا بردیگیقرار م

انجام شده است. با استفاده از زبان  یتنش غشائ یشکل مختلف و با استفاده از تئور بیضرا یبرا سکاتیدوار لمن هایتنش پوسته 
شکل مختلف  بضرای با هامولد پوسته  یمربوط به منحن یافزار آباکوس، معادلات هندسدر نرم یسینو پتیو اسکر تونیپا یسنویهبرنام

المان محدود،  یو حل عدد یلیحاصل از حل تحل جینتا سهیمحاسبه شده است. با مقا یتنش حاصل از فشار خارج دانیو م دهیگرد جادیا
 هایدوار، پوسته هایپوسته کمانشدر رفتار پس یهندس هایشکل صنق تی. با توجه به  اهمگرددیمشاهده م جینتا نیتطابق مناسب ب

 یحاصل از برهم نه هایو نقص شکل یمحل ،یمتقارن محور ینگیشامل ر هیاول یهندس هایانواع نقص شکل ریتحت تاث وثب سکاتیلمن
شده است که  یبررس شکست بضری قالب در هادر نظر گرفته شده است. کاهش استحکام کمانش پوسته یکمانش خط یشکل مودها

نتایج نشان  بوده است. یمحل هایآن مربوط به نقص شکل نیود و کمترز شکل محاصل ا هایمربوط به نقص شکل یریرپذیتاث نیشتریب
دهنده آن است که با افزایش تر است، همچنین محاسبه ضریب شکست نشانکمانش حساسدهد که ناحیه میانی پوسته نسبت به می

 شود.ند شیب نمودار ضریب شکست کمتر میشویابد و هرچه ابعاد نقص شکل بزرگتر میابعاد نقص شکل مقدار بار بحرانی کاهش می

و پس  کمانش  ،ی استحکام لی تحل ، ییتنش غشا یتئور  ،یهندس هایشکل نقص  ،بوث  سکات یدوار لمن هایپوسته  :کلمات کلیدی

 کمانش. 
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 مقدمه -1
 ی فرصت نیچن. کندیم فراهم را دهیچیپ  اشکال با پوستهسازه  یطراح امکان یمحاسبات یهاروش و مدرن ساخت یندهایفرآوجود 

 پیشرفته صنایع در نازک جدار های. پوستهکندیم فراهم را هااین سازه رمعمولیغ  یهاهندسه از یناش یساختار یایمزا از استفاده امکان

 همچنین و فضایی هایسازه  زیرسطحی، هایسازه  در  گسترده به صورت مختلف  هایمدل در  فلزی  نازک هایپوسته  دارند. این فراوانی کاربرد

 از هاپوسته  این  پایداری  بررسی کاربرد گسترده، این  به  توجه  گیرند. بامی  قرار اریبردبهره  مورد  مایعات ذخیره فشار و مخازن  ساخت  در

های های مولد در پوسته به منحنیتوان با شکل دادن را می فشارهای تحت در بدنه قاومت کمانشافزایش م .است برخوردار فراوانی اهمیت

دیگر، استفاده یک روش . سازی استاستفاده از ابزارهای بهینه  هااشد و یکی از آنتواند متفاوت بمی ها در این موردرویکرد .بدست آورددوار 

-1اند ]مرغی در آن تجزیه و تحلیل شدههای تخمتوان یافت که پوستهمقالاتی را می .شوندکه در طبیعت یافت می ای استاشکال بهینه  از

 لانگان وهیم هیپا بر یشکل با ییهاپوسته یرو یتجرب و یعدد یهال یتحل و هیتجز از حاصل جیانت 2018در سال  [4] همکاران و ژانگ[. 3

  سون یج کرد. لیتحل و هیتجز را ینیکاس یضیبای مبتنی بر [ پوسته ۵] 2018را مورد بررسی قرار دادند. همچنین ژانگ در سال  کره هیشب

 هر در ی دوارهاپوسته رفتار د.حت بار خارجی را بررسی کرنوعی پوسته خاص شبه کره تاستحکام و پایداری  201۵[ در سال ۶ی ]مگنوک و

 پارامتر  نیا ریتأث .دارد یبستگ یگاوس ءانحناعلامت  به که کند رییتغ یتوجه قابل زانیم به است ممکن کمانش از بعد و کمانش محدوده دو

 کمانش[ 9بلاچات ] 2002است. در سال  مورد بررسی قرار گرفته 201۶[ در سال 8و  توسط چانگ ] 2009[ در سال 7جیسون ] توسط

انجام داد و به بررسی مزایای پوسته با انحنا گوسی مثبت  یتئور و گاهیشیآزما با نتایج سهیمقای را در خارج فشار تحت یالوله یهاپوسته 

 2008دند. در سال ی را بررسی کرخارج فشار تحت یالوله پوسته کیالاست شکمان[ 10جیسون و مگنوکی ] 2007پرداخت. در سال 

[ در 12و مشکلات آنها را مورد بررسی قرار دادند. پن و کویی ] فشار تحت مخازن یسازنهیبه و یداریپا مقاومت[ 11بلاچات و مگنوکی]

[ در سال 13] لوینسکی و سیچی مگنوکی، ی را انجام دادند.خارج فشار تحت یکرو بدنه یینها مقاومت و کمانش بر یمرور 2010سال 

 و مقاومت 2018[ در سال 14را بررسی کردند. همچنین مگنوکی] فشار تحت مخازن یهاکلاهک کمانش و استحکام مشکلات 2018

ای به در مقاله 2020[ در سال 1۵و جیسون ] ی را بررسی کرد. سووینسکیااستوانه  فشار برای یک مخزن یمعمول ریغ کلاهک   کی کمانش

 ن ی همچن  و کیکلاس یااستوانه یهاستهپو بارا  لیتحل و هیتجزینسکات بوث پرداخته و نتایج بررسی استحکام و پایداری پوسته لم

[ به بررسی تئوری و تجربی اثرات انواع خاص عیوب متقارن محوری  1۶و ماگریدج ] تنیسون 1971در سال  کردند. سهیمقا یکرو یهاپوسته 

[ و 17خیمنز ] های تئوری داشتند.بینیپیشد، نتایج تجربی مطابقت خوبی با ای تحت فشار محوری پرداختنهای استوانه بر کمانش پوسته 

  وب ی ع ریشده بود، تأث دییتأ  قیدق یهاشیآزما قیمحدود که قبلاً از طر یاجزا لیو تحل هیبا استفاده از تجز 2017همکارانش در سال 

نش یک رویکرد طراحی [ و همکارا18واگنر ] 2019ر سال کردند. د یرا بررس یتحت فشار خارج یکرو یهابر بار کمانش پوسته  یهندس

های متقارن و همکارانش به بررسی نقص شکل [19ها ارائه کردند. در همین سال اسمایل ]عددی ساده برای بار بحرانی کمانش در پوسته

کمانش  2020در سال  [20]ژانگ و همکاران محوری و محلی بر بار بحرانی و محاسبه ضریب شکست در یک پوسته خاص پرداختند. 

های متقاطع را مورد بررسی قرار دادند. بدنه فشار مورد نظر از اتصال سه قطاع کروی به یکدیگر تشکیل شده اخته شده از کرهپوسته س

دل مقایسه ای تقویت شده رینگی با حجم معااست. نتایج حاصل از تحلیل کمانش پوسته موردنظر با نتایج تحلیل کمانش یک پوسته استوانه 

کمانش یک استوانه هیبرید  2020در سال  [21]قاسمی و سلیمانی . ای نشان داده شده استبه پوسته استوانهشده و برتری آن نسبت 

فلز تحت فشار هیدرواستاتیکی را با استفاده از روش تحلیلی و بسط سری فوریه و روش گالرکین مورد بررسی قرار دادند. پس از -کامپوزیت

ارن ساخته شده از مواد پیچشی یک تیر غیر منشوری با مقطع جدار نازک متق-کمانش جانبی [22]سلطانی و همکاران  2021سال  آن و در

های بحرانی کمانش پوسته بار 2021[ در سال23. عباسی و همکارانش ]مدرج تابعی و تحت بارگذاری عرضی را مورد مطالعه قرار دادند

به بررسی کمانش  2022[ در سال 24ه داخل را به وسیله روش اجزا محدود بررسی کردند. سارمیلا ]ب رو کروی حاوی یک نقص شکل گود

به بررسی  2022[ در سال 2۵ژو و همکاران ] ای کامپوزیتی دارای سوراخ در سطح پوسته به روش اجزا محدود پرداخت.های استوانهپوسته 
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النهاری آن داری قوس باشد تحمل بار های مخروطی که منحنی نصفه پوستههای مخروطی پرداختند و نشان دادند ککمانش پوسته 

 بالاتری دارند.

مرغی شکل و همچنین تاثیر درزهای های تخمبه بررسی تجربی و عددی کمانش پوسته  2022 [ در سال2۶مکارانش ]ه ژانگ و

-بدنه فشار بیضوی با ضخامت متغیر )پلهدیده کمانش یک پ  2023در سال  [27]تانگ و همکاران ها پرداختند. جوش بر کمانش این پوسته 

های تولید شده به روش هیدروفرمینگ تشکیل شده است. با هدف بیضوی مورد نظر از اتصال حلقه ای( را مورد بررسی قرار دادند. بدنه فشار

ر هیدرواستاتیک قرار گرفته است. فو و های تست تحت فشااستخراج مودهای تخریب و استحکام نهایی سازه بدنه فشار موردنظر، نمونه

ها ارائه یت شده با انحنای متغیر، روشی جدید برای طراحی این پوستههای تقوبا بررسی کمانش پوسته 2023[ در سال 28همکاران ]

 کردند. 

شد که  گرفته اساسبر این انتخاب . این شودتعیین می 1بوث لمنیسکات شکل پوسته براساس منحنی ریاضی به نام این تحقیق  در

از مقالات طور که . همانمثبت یا منفی داشته باشدگوسی نای تواند انحکنند، پوسته میبسته به برخی از پارامترها که منحنی را توصیف می

 ده پس از در محدو نکته بعدی اینکه ممکن استو  ای مقاومت کمانش بالاتری داردنسبت به پوسته استوانه ها این پوسته  شود،برداشت می

 پایدارتری را از خود نشان دهد. کمانش رفتار

( اشاره نمود MIS) 2های متقاطعتوان به عنوان جایگزینی مناسب برای هندسه کرهدوار می هایاز موارد کاربرد این گونه از پوسته 

های متقاطع سنتی از فرایند ساخت کره [. در29( که از دیرباز در سازه بدنه شناورهای زیرسطحی مورد استفاده قرار گرفته است ]1)شکل

( که خود عاملی برای ایجاد تمرکز تنش و بر هم زدن 2شود )شکلاستفاده میجوشکاری و نیز رینگ تقویتی در نقطه اتصال دو کره 

وث و ضریب شکل های دوار لمنیسکات بپیوستگی کانتور تنش در سازه بدنه شناور خواهد بود. حال آنکه این عیب با استفاده از پوسته 

 گردد.مناسب مرتفع می

 
[. 29] : بدنه فشار شناور زیرسطحی با دو کره متقاطع1شکل  

 
1 Booth lemniscate 

2 Multiple Intersecting Spheres 
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 [.29های متقاطع ]: پارامترهای هندسی بدنه فشار با کره2شکل 

مین  تض را ایلبه و جلوگیری از اثرات  موضعی عدم تمرکز تنش لمینسکات بوث و پیوسته پوسته  یکنواخت، انحنای علاوه بر این

 استفاده با فقط پایداری تحلیل و تجزیه .شودکمانش محدود میقبل از ، توصیف تحلیلی به حالت ء پوستهپیچیدگی انحنا دلیل به .کندمی

 ها است.سازه پایداری تحلیل و معمول برای تجزیه روش یک که شودمی انجام محدود المان روش از

 های لمینسکات بوث پوسته  هندسی توصیف-2
با معادله زیر بیان  y) (x ,تواند در سیستم مختصات دکارتی دو بعدیمی که چهار است ای درجهصفحهیک منحنی ینسکات بوث مل

 :شود

(1) 2 2 2 4 2 2 4 41
( ) 2 4 (1 )

2
x x x      = − + + − + 

 

 دهد:های آن به دست میاز ویژگیدر سیستم مختصات قطبی اطلاعات بیشتری  یهندسمعادله توصیف با این حال، 

(2) 2 2 2( ) cos sinp     = + 

 شکل  . پارامتراست γمتناسب با ضریب اندازه (، تغییرات شکل منحنی 2) مطابق با معادلهشکل هستند.  پارامتر λاندازه و  ضریب γ که

0 1  دهد. برایمی تغییر را منحنی کلی هندسه λ =1  ،( 2) از معادله به سادگی کند کهمییک دایره را توصیف  لمینسکات بوث

 تبدیل  دایره دو به منحنی λ →0 برای که حالی در شود.از انحنای پوسته حول محور مختصات کاسته می λ کاهش با .شوداستنتاج می

 .است هدش ارایه 3شکل در λ پارامتر مختلف مقادیر ( برای2معادله ) اساس بر نمونه اشکال. شوندمی متصل( 0،0) نقطه در که شود،می

بوث  آن به کهای بدنه شود.می گرفته نظر در مولد برای سازه جدار نازک تحت فشار  یک عنوان به  لمینسکات بوث، تحقیقدر این 

، . نکته مهم آنکهتوان با در نظر گرفتن چنین منحنی سطحی به دست آوردمی است که هاییشکلآن انواع  شود. دلیلمی گفته  3اوالوید

 
3 Booth ovaloid 
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کند. برایدوار تغییر میاین پوسته  گوسی، انحنای λ شکل رامتربسته به پا
1

1
2

    گوسی منحنی محدب است، بنابراین انحنای

(. زمانیکهK>0) مثبت است
1

2
  (.01K=(0)، انحناء مولد پوسته لمینسکات به دلیل رابطه زیر برابر صفر است )=

(3)  
2

2

( )
( 0) 0

d x
x

dx


= = 

 (. برای0K=) باید صفر باشد 0x=گوسی برای انحنای در این حالت که دهد ( نشان می3رابطه )
1

0
2

  انحنای مقادیر 

  ر شتبی در هستند. اگرچه مقعر موضعی صورت به ییهاپوسته  چنین(. K<0)شود منفی می x مختصات کوچک نسبتاً مقادیر برای گاوسی

های لمینسکات، حجم محاط شده توسط پوسته مورد نظر برای بررسی تاثیر پارامتر شکل بر پایداری پوسته  .مانندمی باقی محدب هاقسمت

ای شود. طبق روابط موجود در ریاضیات پایه، حجم حاصل از دوران منحنی صفحه در پارامترهای شکل مختلف ثابت در نظر گرفته می

( )x :برابر است با 

(4) 2

0
2 ( )V x dx



 =  

 (:4که با حل انتگرال رابطه )

(۵) 
3

3 2 1 2

2

1 1
ln( 1)

3 2 2 1
V


   



− −

−

 
= + + + − 

− 
 

 شود:( نتیجه می۶به صورت رابطه ) 𝛾بنابراین برای بدست آوردن یک حجم ثابت برای پوسته دوار لمینسکات، ضریب اندازه 

(۶) 
3

2 1 2

2

1 1
ln( 1)

3 2 2 1

V 
   

 

− −

−

   
= + + + −  

−   

 

34.19Vدر این تحقیق، حجم پوسته  m= شود که معادل حجم کرهدر نظر گرفته می( 1=ای λ  با ضریب اندازه )ی

1000 mm 0.2 یشود، محدودههایی که انحناء مولد پوسته بسیار زیاد میاست. به منظور حذف حالت = 1.0  غییرات برای ت

 نشان داده شده است.  3هایی از آن در شکلشود که نمونهپارامتر شکل در نظر گرفته می

 
پارامتر شکل مختلف های لمنیسکات بوث با : انحناء مولد در پوسته 3شکل  
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 تئوری تنش غشایی -3

 برای  غشایی تنش تئوری که درک فرض توانمی آن، انحنای شعاع کوچکترین با مقایسه در پوسته فرض ناچیز بودن ضخامت با

 ( است:7مطابق رابطه )  Pخارجی بار پوسته، تحت  . نیروهای داخلیاست استفاده قابل ایپوسته  چنین

(7) 2
2 2 1 2

1

1 1
(2 ) ,

2 2

R
N PR N PR

R
= − − = −  

و  1Rکه 
2Rآیند:( بدست می8ت رابطه )صورباشند، که بهدو شعاع اصلی انحناء در پوسته می 

(8) 

3

2 2 2 2
2

1 2 2 2
2 2 2

2 22 3

1

( ( ) ( ))1

( )
( ) 1 ( ) 4 (1 )

( ) ( )

x x g x
R

x x x
g x g x

x g x




 



 
 

+ = −
  

− − −  
  

 

(9) 2 2 2

2 2( ) ( )R x x g x= +  

 که:

(10) 2 2 2 4 4

1 4 (1 )g x   = − +  

(11) 
2 2

2

1

(1 )
1

( )
g

g x

 −
= −  

 :از عبارتند غشایی تنش حالت در اصلی هایتنش

 1 2
1 2,

N N

t t
 = =  

 ( است:13رابطه )صورت به  ایصفحه تنش حالت میزز درتنش معادل فون  .ت استضخامت پوسته لمینسکا tکه 

(13) 2 2

1 1 2 2eq    = − +  

 :آیدبدست می (14)رابطه ( 12)و ( 7) و معادلات( 13)با استفاده از معادله 

(14) 
eq

P

t
 =  

 

 .باشد( می1۵)مطابق رابطه  که در آن 

(1۵) 2 2 2

1 1

3 ( 3)
2

R R R

R R
 = + −  

 ضریب با متناسب eq معادل تنش کهاین به توجه با
P

t
تنش پوسته  تحلیل و تجزیه .است ترساده  تحلیل و تجزیه است، 

 cylR محیطی شعاع ای بااستوانه  پوسته  در (cylفون میزز ) معادل تنش .استاندارد است ایاستوانه های پوسته  به شبیه بیشتر لمینسکات

2جایگزینی با cylR R=  و 
1R → ( 13در معادله) آیدمی بدست. 

(1۶) 3

2
cyl cyl

P
R

t
 =  

 :شودمعرفی می( 17بی بعد به صورت رابطه ) تنش معادل
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(17) eq

eq

cyl





=  

 یا به عبارتی:

(18) 2 2 2

1 1

3
3 ( 3)

2
eq

cyl

R R R

R R R
 = + −  

 آید:( بدست می19منحنی مولد بوث اوالوید از رابطه ) طول 

(19) 2

0
1 ( )

d
S dx

dx

 
= +  

افزار آباکوس از ولید هندسه دقیق پوسته دوار لمینسکات بوث در نرمردید، در این تحقیق برای تطور که قبلًا اشاره گهمان

ها )رابطه( به کد پایتون تهیه شده برای تحلیل تنش نویسی استفاده شده است. در این راستا معادلات مربوط به هندسه پوسته اسکریپت 

یل تنش و کمانش خطی استخراج گردیده است. برای تحلیل، تکرار نتایج مربوط به تحل فه گردیده و با ایجاد حلقههای لمینسکات اضاپوسته 

0.3متر در نظر گرفته شده و از سه پارمتر شکل مختلف میلی 8ضخامت پوسته  = ،0.6 0.9 و = ه شده است. بار اعمال استفاد =

5فشار خارجی یکنواخت شده 
2 10 ( )P Pa=   و خواص مکانیکی پوستهE=200 GPa   پاسکالν=0.3  باشد.می 

های دارای نقص شکل نیز با تهیه یک کد پایتون به روش گفته شده بار بحرانی کمانش همچنین برای بررسی کمانش پوسته 

𝜆متر و با پارامتر شکل میلی 8ای با ضخامت ه ها از پوستاستخراج گردیده است. برای بررسی نقص شکل = استفاده شده است. پوسته  0.9

6 تحت فشار خارجی یکنواخت
2 10 ( )P Pa=   و خواص مکانیکی آنE=200 GPa   پاسکالν=0.3  باشد.می 

0.6پارامتر شکلبا هدف بررسی میزان دقت محاسبات و نیز تضمین استقلال نتایج از مش، پوسته لمینسکات با  و الگوریتم  =

نشان داده شده است. در  ۵ها در شکل( مورد بررسی قرار گرفته است. رفتار همگرایی نتایج با افزایش چگالی المان4)شکل  4مش سوییپ

 شود.( استفاده می20محاسبه میزان خطای نسبی از رابطه )

(20) RelativeError(%) 100
present solution exact solution

exact solution

−
=   

 

 

 
 اوالوید بندی شده از پوسته دوار بوث : مدل شبکه 4شکل

 
4 Sweep 
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𝝀: همگرایی نتایج برای پوسته دوار لمینسکات )5شکل = 𝟎. 𝟗.) 

افزار المان محدود برای از نرم  حاصلای، تنش معادل مستخرج از تحلیل با تئوری غشائی و تنش در ادامه و در یک بررسی مقایسه 

از آن است که تطابق مناسبی بین نتایج حاصل ارایه گردیده است. مشاهدات حاکی  ۶رامتر شکل مختلف در شکلهای لمینسکات با پاپوسته 

 از حل تحلیلی و عددی وجود دارد. 

ای با دو سر بسته شده، کروی و پوسته استوانه ای بین تنش در پوسته برای درک بهتر از میزان تنش در پوسته لمینسکات، مقایسه 

 نشان داده شده است. ۶کره در یک بارگذاری برابر است و در شکل برابر بیشترین تنش 3است. بیشترین تنش استوانه  انجام گرفته 

 

 
 های بوث اوالوید بر حسب طول منحنیبعد در پوسته : تنش معادل بی6شکل

 تحلیل کمانش خطی -4
بوث پرداخته شده است. نظر به های لمینسکات های ساخته شده از منحنیستهدر این بخش از مقاله، به بررسی پایداری پو

ها استخراج روابط تحلیلی فرم بسته کمانش و خصوصاً ارضاء شرایط مرزی عملاً غیر ممکن است. پیچیدگی هندسه این قسم از پوسته 

د استفاده شده است. های بوث اوالویافزار آباکوس جهت استخراج بار بحرانی کمانش خطی پوسته نرم Buckleن مقاله از حلگر بنابراین در ای

گذاری کد المان محدود مورد نظر برای پوسته کروی که روابط تحلیلی برای آن موجود است، توسط این تیم لازم به توضیح است که صحه 

ی بین تحلیل المان محدود و حل تحلیلی کمانش کره صورت گرفته است. فرمول دقیق ااست. برای این منظور، مقایسهتحقیقاتی انجام شده 

 [:30باشد ]کمانش خطی کره تحت فشار خارجی به صورت زیر می

(21) 
2

2

2

3(1 )
cr

E h
P

R
=

−

 
 
 
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در نظر گرفته  3/0برابر  ضریب پواسون vمیلی متر و  1000شعاع کره برابر  Rمیلی متر،  8ضخامت پوسته برابر  hکه در این رابطه، 

15.49 شده که نهایتا با جایگذاری
cr

P MPa= شود. سپس در نرم افزار آباکوس یک کره را مدل سازی کرده و مقدار بار بحرانی حاصل می

𝑃𝑐𝑟بدست آمده، برابر با  = 15.42 𝑀𝑃𝑎 حل عددی آن در نرم افزار  شود که تطابق خوبی بین حل تحلیلی کره وباشد. مشاهده میمی

های دوار توان به بررسی کمانش پوسته عددی در نظام حل کمانش خطی می آباکوس وجود دارد. اکنون با حصول اطمینان از الگوریتم حل

 لمنیسکات پرداخت. 

0.2های لمینسکات بوث برای محدوده پارامتر شکل نتایج حاصل از تحلیل کمانش خطی و بار بحرانی پوسته 0.85  و 

 ارایه گردیده است. 7متر در شکلمیلی 8ضخامت 

 

 
 : بار بحرانی کمانش پوسته بوث اوالوید در پارامترهای شکل مختلف. 7شکل

 

( بسته به شکل مودهای سازه در a…lهای مختلفی از تغییرات بار بحرانی کمانش )گردد، طیفمشاهده می 7طور که در شکل همان

نشان دهنده عدد موج در شکل مود  N6در آن نماد  باشد کهمی [N6, AS]دارای علامت اختصاری  aگرفته شده است. برای مثال، طیف نظر 

گردد. شکل برای نمایش تقارن محوری در شکل مود استفاده می Sبیان کننده شکل مود نامتقارن سازه است. از نماد  ASاول سازه و نماد 

شود، مقدار بار بحرانی می طور که در شکل مشاهدههمانقابل مشاهده است.  8ای کمانشی بیان شده، در شکل همود مربوط به طیف 

کمانش پوسته لمنیسکات نه تنها وابسته به پارامتر شکل است بلکه بسته به شکل مود کمانشی ایجاد شده )متقارن و نامتقارن( تغییراتی در 

 د.باشگردد که کمترین باربحرانی کمانش مربوط به شکل مودهای متقارن میهده میبار بحرانی کمانش پوسته موردنظر مشا
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های بوث اوالوید در پارامترهای شکل  : شکل مود کمانش پوسته 8شکل

 مختلف. 

سازه در  های دوار، یکی از بهترین راهکارها در راستای افزایش مقاومت به کمانشهای رینگی در سازه بدنه پوستهاستفاده از تقویت 

های دوار لمینسکات بوث، تاثیر آن باشد. لذا در ادامه با در نظر گرفتن تقویت رینگ میانی برای پوسته برابر فشار هیدرواستاتیک خارجی می

 cm 10×3ای از تقویت رینگی مقطع مستطیل به ابعاد نمونه 9های مورد نظر مورد بررسی قرار گرفته است. در شکل ری پوسته بر پایدا

 متصل به پوسته نشان داده شده است.

طور که از  همانارایه گردیده است.  10های تقویت شده مورد نظر، نتایج مربوطه در نمودار شکلپس از انجام تحلیل کمانش پوسته

همچنین  نمودار قابل مشاهده است، افزودن رینگ تقویتی میانی باعث افزایش بار بحرانی کمانش، کاهش طیف شکل مودهای کمانش و 

های مختلف مود کمانشی پوسته توان طیف می 11تغییرات یکنواخت بار بحرانی در پارامترهای شکل مختلف گردیده است. در شکل

 ده را ملاحظه نمود.لمینسکات تقویت ش

 
 : مدل پوسته لمینسکات تقویت شده با رینگ میانی.9شکل
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 یت شده در پارامترهای شکل مختلف.: بار بحرانی کمانش پوسته بوث اوالوید تقو 10شکل

 

 
 های بوث اوالوید تقویت شده در پارامترهای شکل مختلف.: شکل مود کمانش پوسته 11شکل

 بحرانی کمانش و ضریب شکست محاسبه بار -5
شده است.  ها با دو نقص شکل محلی و رینگی پرداختهدر این بخش از مقاله به محاسبه بار بحرانی کمانش غیر خطی این پوسته

مسیر تعادل افزار آباکوس استفاده شده است. در تحلیل رفتار غیرخطی سازه، نقاط خاصی از در نرم Static Ricksبرای این منظور از حلگر 

. در نقاط حدی، مماس بر مسیر تعادل افقی است و از نقاط دوشاخگی دو یا ۶و نقاط دوشاخگی ۵ای دارند. ازجمله نقاط حدیاهمیت ویژه

جایی یکتا نیست و دراصطلاح سازه کند. لازم به یادآوری است که در این نقاط بحرانی رابطه بین نیرو و جابهند مسیر تعادل عبور میچ

جوید. این مقاله در ها دوری میکنترل است. این نقاط ازلحاظ مهندسی اهمیت بسزایی دارد زیرا نقاطی هستند که اغلب طراح از آنغیرقابل

 
5 Limit Points 
6 Bifurcation Points 
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روش تکرار  مسیر تعادل سازه و نقاط بحرانی آن را مشخص نماید.  افزار اجزاء محدود آباکوسدر نرم 7که با استفاده از تحلیل ریکز  نظر دارد

وجوی خطی برای هاست. در این روش از فرایند جست های غیرخطی حاکم بر رفتار سازهروشی معمول در حل معادله 8رافسون -یوتنن

 9آنکه این روش قادر به عبور از نقاط حدی در مسیر تعادل نیست. روش قدرتمند طول کمانشود. حالفاده میافزایش سرعت همگرایی است

رود، با ترکیب نموهای بار و تغییر مکان قادر به حل مسائل نقاط د شده و به دنبال مسیر قطعی تعادل پیش میکه در آن حل تکراری مقی

 ها استفاده شده است. خوبی در تحلیل رفتار کمانشی پوستهبه آباکوسافزار نرمحدی است. این روش در الگوریتم ریکز در 

( 22کدنویسی پایتون استفاده شده، برای ایجاد نقص شکل در بستر کد پایتون از معادله )با توجه به اینکه برای انجام این تحلیل از 

نشان داده شده است، حول محور پوسته نقص شکل  12که در شکل (22استفاده گردیده است. با دوران منحنی ایجاد شده توسط معادله )

این دو نوع نقص شکل نشان داده شده  13که در شکل  شودمی رینگی و با دوران آن حول خطی عمود بر پوسته نقص شکل محلی ایجاد

 است.

(22 ) 1 cos( )
2 x

x
w

l

  
= − + 

 
 

 

 .باشدنصف طول منحنی می xlعمق منحنی و   که

 

 
 نقص شکل. یجادا ی( برا22شده توسط معادله ) یجادا ی: نصف منحن12شکل

 

 

 
7 Riks 
8 Newton–Raphson 
9 Arc Length 
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 های محلی)چپ( و رینگی)راست(.: نمایی از نقص شکل13شکل

نشان داده شده است،  14شکل پلاستیک در-آل در حالت الاستیک و الاستیکبار بحرانی کمانش محاسبه شده برای هندسه ایده

استخراج شده است. برای محاسبه بار بحرانی باید حداکثر ضریب تناسب بار را در بار اعمالی به پوسته  10نتایج به صورت ضریب تناسب بار 

 باشد ضرب کرد.می P=2 Mpaکه در اینجا 

(23) ( )crP P LPF=   

اند. نتایج در  نشان داده شده  1۵سه ناحیه مختلف محاسبه شده است. این سه ناحیه در شکل بار بحرانی کمانش در نقص شکل رینگی در 

 ارائه گردیده است.    1۶نمودار شکل

 
𝝀های رینگی در پوسته با پارامتر شکل  های ایجاد نقص شکل : محل15شکل = 𝟎.   3و  2، 1)نقاط قرمز ( نامگذاری شده از چپ به راست با ناحیه شماره  𝟗

 

 
 باراعمالی(.  P=200Mpa: ضریب تناسب بار استخراج شده برای سه ناحیه مذکور)16شکل

باشد. در قدم بعد در ناحیه شماره تر میدر برابر کمانش نسبت به دو ناحیه دیگر حساس 1ناحیه شماره  1۶با توجه به نتایج شکل 

اند، که از ه صورت ضریبی از ضخامت پوسته در نظر گرفته شدهها بهایی با اندازه مختلف ایجاد شده است. نقص شکلنقص شکل 1

 
10 Load Proportional Factor 
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و برای نقص  1های محلی در ناحیه شماره اند. همین مراحل نیز برای نقص شکلر برابر ضخامت ایجاد شدهصفر)بدون نقص شکل( تا چها

به صورت جفت شده با هم به عنوان   ها، شکل مودهاها انجام شده است. در نقص شکل حاصل از شکل مودهای حاصل از شکل مودشکل

ضریب شکست  24ها با توجه به فرمولمحاسبه بار بحرانی برای هر کدام از نقص شکلاند. بعد از نقص شکل اولیه به کل پوسته اعمال شده

آل. نتایج این قسمت در هبرای پوسته بدست آمده است، که برابر است با مقدار بار بحرانی کمانش تقسیم بر بار بحرانی کمانش در حالت اید

 .قابل مشاهده است 17شکل

(24) 
perfect

P
Knockdown factor

P
=  

 

 
های های حاصل از شکل مود: ضریب شکست برای انواع نقص شکل محلی، رینگی و نقص شکل17شکل 

 (5،6( و )3،4(، )1،2)

 بندیگیری و جمع نتیجه -6
ها در برابر فشار هیدرواستاتیک خارجی کات بوث، استحکام و رفتار کمانشی آنهای دوار لمینسدر این تحقیق ضمن معرفی پوسته

بررسی دقیق قرار گرفت. در همین راستا، معادلات هندسی لمینسکات بوث به عنوان منحنی مولد یک پوسته دوار در نظر گرفته شده مورد 

تئوری تنش غشایی و برقراری ارتباط بین میدان تنش و پارامترهای  گیری ازها قرار گرفته است. با بهرهو مبنای تولید این نوع از پوسته 

گذاری نتایج حاصل از حل تحلیلی از قابلیت ها از طریق کدنویسی در نرم افزار متلب انجام شد. با هدف صحهش پوسته هندسی، تحلیل تن

های لمینسکات در و معادلات مربوط به هندسه پوسته افزار المان محدود آباکوس استفاده شدهاسکریپت نویسی )در بستر پایتون( در نرم

گردد. پس از آن و از تحلیل، نتایج با حل تحلیلی مقایسه شده است که تطابق خوبی بین نتایج مشاهده می سازی شده و پسافزار، مدلنرم

نیز شکل مودهای مربوطه در دو حالت تقویت شده  های دوار بوث اوالوید وافزار المان محدود، بار بحرانی کمانش پوستهبا استفاده از نرم

 :یر پارامترهای شکل مختلف بر آن مورد بررسی قرار گرفته است. نتایج بدست آمده گویای آن استرینگی و بدون تقویت استخراج و تاث

ات یکنواخت بار بحرانی در که افزودن رینگ تقویتی میانی باعث افزایش بار بحرانی کمانش، کاهش طیف شکل مودها و همچنین تغییر -

 گردد. پارامترهای شکل مختلف می

ها و همچنین محاسبه های حاصل شکل مودنتایج بررسی بار بحرانی کمانش برای سه حالت دارای نقص شکل رینگی، محلی و نقص شکل-

تر است، همچنین محاسبه ضریب شکست برای این سه حالت نشان دهنده آن است که که ناحیه وسط پوسته نسبت به کمانش حساس
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یابد و هرچه ابعاد نقص شکل بزرگتر افزایش ابعاد نقص شکل مقدار بار بحرانی کاهش می دهنده آن است که باضریب شکست نشان 

 شود.شوند شیب نمودار ضریب شکست کمتر میمی
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