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This paper is devoted to investigating the effect of applied torsional moment on 

the out-of-plane behavior of horizontally curved beams (HCBs) subjected to the 

excitation induced by a moving mass. As the mass travels along the top surface of 

HCBs, a torsional moment will be introduced into the system due to the 

eccentricity of the in-plane centrifugal action with respect to the shear center of 

the HCB section. The differential equations governing the HCB-moving mass 

system are first established considering the effect of mass inertia, Coriolis and 

centrifugal forces, and then numerically solved within the transition matrix 

approach. Thereafter, a parametric study is conducted to evaluate the influence 

of radius of curvature and central subtended angle of HCB, as well as the mass 

and velocity of the moving object. In general, with an increase in the values of 

radius of curvature and subtended angle of HCBs, a decreasing effect in the 

response of the system is observed. Moreover, a general magnifying effect is 

essentially experienced due to an increase in the mass and velocity of the moving 

object. As the results suggest, the magnifying effect of the induced torsional 

moment due to the in-plane centrifugal force is at most six percent for the results 

studied herein. For long-span HCBs, the torsional effect can be deemed as 

insignificant on the out-of-plane response of HCB-moving mass systems. In 

conclusion, it is indicated that considering the contribution of the torsional 

moment can offer a more realistic response estimation regarding the dynamics of 

HCBs acted upon by a moving inertial load. 
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جرم  کیدر صفحه افق تحت تحر دهیخم یرهایتدینامیکی پاسخ  یمطالعه پارامتر

 یچشیلفه لنگر پؤبا در نظر گرفتن م متحرک
 *،3علیرضا خالو، 2، محمدعلی فیوضات 1هاتف عبدوس

 رانیتهران، ا ف،یشر یدانشگاه صنعتدانشکده مهندسی عمران،  ،یدکتر یدانشجو -1

 استادیار، دانشکده مهندسی عمران، دانشگاه صنعتی شریف، تهران، ایران-2

 استاد، دانشکده مهندسی عمران، دانشگاه صنعتی شریف، تهران، ایران-3

 چکیده
-بر پاسخ دینامیکی خارج از صفحه تیرهای خمیده در صفحه افق و متکی بر بستر ویسکور پیچشی از لنگدر این مطالعه، به اثرات ناشی 

شود که تحت تحریک جرم متحرک قرار دارند. ابتدا در معادلات تعادل دینامیکی حاکم بر تیرهای خمیده در صفحه الاستیک پرداخته می
کوریولیس و نیروی مرکزگر لحاظ شده، و سپس بر اساس روش ماتریس انتقال حل عددی آن  افق، اثرات ناشی از اینرسی دورانی، شتاب

تحلیلی این پژوهش بر اساس مطالعات موجود در ادبیات فنی ارزیابی شد که مؤید عملکرد مطلوب آن در ارائه شده است. دقت مدل نیمه
است. در بخش مطالعات پارامتری، به چگونگی تأثیر شعاع انحنای  از صفحه تیرهای خمیده در صفحه افق برآورد پاسخ دینامیکی خارج

جایی خارج از صفحه و لنگر خمشی اشاره شد. با مشاهده تیر و زاویه مرکزی آن، و نیز جرم و سرعت جسم متحرک بر طیف پاسخ جابه
ارج از صفحه و لنگر خمشی حداکثر روند جایی خطیف پاسخ، در حالت کلی، با افزایش شعاع انحنا و زاویه مرکزی تیر، مقادیر جابه
کند. در انتها، به جایی و لنگر بیشتری را تجربه میکاهشی داشته است. همچنین، با افزایش جرم و سرعت جسم متحرک، سیستم جابه

پیچشی مقایسه  منظور تعیین میزان اثرگذاری مؤلفه لنگر پیچشی بر پاسخ دینامیکی سیستم، طیف پاسخ در حالت با و بدون اثر لنگر
جایی و لنگر خمشی تیرهای تواند بیشینه جابهدرصد می 5و  6شدند که بر اساس مقادیر بررسی شده در این مقاله، به ترتیب حداکثر تا 

ستم تری از رفتار دینامیکی سیبینانهتواند ارزیابی واقعخمیده در صفحه افق را افزایش دهد. در نتیجه، در نظر گرفتن لنگر پیچشی می
 تری را به همراه آورد.جرم متحرک داشته باشد و موجبات تحلیل و طراحی ایمن-تیرخمیده

-تیرهای خمیده در صفحه افق، جرم متحرک، لنگر پیچشی، پاسخ دینامیکی، مطالعات پارامتری، بستر ویسکو :کلمات کلیدی

 الاستیک.
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 مقدمه -1

ای در ای منحصربفرد از اهمیت ویژهعملکرد سازههای خمیده در صفحه افق با توجه مزایای معماری و امروزه استفاده از المان

آهن و مترو، و نیز برخی از وسائل و تجهیزات شهربازی ها، خطوط راهها، ورودی و خروجی رمپ بزرگراهمهندسی عمران برخوردار است. پل

های استاتیکی و دینامیکی حاکم بر المانای مطرح هستند. با توجه به پیچیدگی روابط تعادل های سازهبه عنوان کاربردهایی از این المان

های زیادی همراه بوده و ارزیابی دقیق عملکرد ها با پیچیدگیخمیده در صفحه افق نسبت به مقاطع مستقیم، تحلیل و طراحی این المان

معطوف داشته، بررسی رفتار روزی که توجه پژوهشگران را به خود های وارده دشوار خواهد کرد. یکی از مسائل بهآنها را تحت بارگذاری

تحت بارگذاری دینامیکی ناشی از تحریک جسم یا اجسام متحرک است. در اثر حرکت اجسام  1دینامیکی تیرهای خمیده در صفحه افق

جرم و ، شود که با توجه ابعاد مقطع و شعاع انحنای سازهمتحرک در صفحه افق، نیروی مرکزگرایی در معادلات تعادل دینامیکی ظاهر می

توجهی را ایجاد نماید و عملکرد دینامیکی المان خمیده را تحت تأثیر قرار دهد. تواند لنگر پیچشی قابلسرعت جسم متحرکِ روی آن می

تواند به یک طراحی غیرایمن منجر لذا، عدم شناخت کافی نسبت به اثرگذاری نیروهای وارده به یک المان سازه و در نظر نگرفتن آنها می

 ها به حداقل برسد.  تر رفتار واقعی سازهتواند با بررسی دقیقاین مهم می شود و

ها، تیرهای مستقیم و ها، جرثقیلبار متحرک بر پاسخ دینامیکی کابل بیشتر مطالعات موجود در ادبیات فنی پیرامون بررسی تأثیر

به بسیاری از آنها اشاره شده است. این در حالی است که مطالعات  [2] 1و مقاله مروری اویانگ [1] 3فِرایبا 2نگاشتصفحات بوده که در تک

ای خمیده در صفحه افق تحت اثر نیروی متحرک صورت گرفته که در ادامه به برخی از مهمترین های سازهنسبتاً محدودتری بر روی المان

 شود. نیروی متحرک پرداخته می-مراجع و دستاوردهای آنها در برآورد پاسخ دینامیکی سیستم تیر خمیده

دهانه ساده و های با به عنوان یکی از اولین مراجع در تعیین پاسخ دینامیکی پل 1660در سال  [3] 6و شور 5روش تقریبی تَن

اثر ثابت بستر ارتجاعی و زاویه مرکزی  1602در سال  [1] 0و بِرَنن 2شود. ونگخمیده در صفحه افق تحت بار متحرک با شدت ثابت یاد می

های ارتعاش آزاد و فرکانس 1668و  1600های های طبیعی خارج از صفحه تیرهای خمیده بررسی نمودند. همچنین، در سالرا در فرکانس

در  [2]و همکاران  12ارزیابی شد. کنگ [5،6] و همکاران 11ایساتوسط  18رناکو پاست 6وینکلرطبیعی تیرهای خمیده متکی بر بسترهای 

های طبیعی و مقادیر ویژه تیرهای خمیده در صفحه افق را توانستند فرکانس DQM13با استفاده از روش تفاضلات مربعی  1666سال 

های ای پلهای اعوجاجی را در عملکرد دینامیکی مقطع جعبهاثرات تغییرشکل 1660در سال  [0]و همکاران  11محاسبه کنند. هوانگ

های فرکانسبر مبنای روش سختی دینامیکی، حل دقیقی از   1666در سال  [6] 16و جما 15خمیده در صفحه افق لحاظ نمودند. هوسان

با استفاده از روش حل عددی  2888در سال  [18]و همکاران  12لیطبیعی تیرهای تیموشکنوی خمیده در صفحه افق پیشنهاد دادند. 

و  10یَنگ گاهی مختلف مطالعه نمودند.ر صفحه افق و متکی بر بستر وینکلر را با شرایط تکیهکوتا، پاسخ ارتعاش آزاد تیرهای خمیده درانگ

 حل تقریبی برای تیرهای خمیده در صفحه افق و تحتبا در نظر گرفتن یک مود ارتعاشی، توانستند یک راه 2881در سال  [11]همکاران 

آهن مدفون را تحت های راهرفتار دینامیکی ریل 2883در سال  [12] 28و متریکین 16تحریک ناشی از بار متحرک ارائه کنند. شامالتا
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گیری با استفاده از روش انتگرال [13] 22و چیانگ 21مودند. در همان سال، ووصورت تحلیلی مطالعه نتحریک ناشی از بار متحرک قطار به

  نیومارک توانستند اثر مؤلفه اینرسی را در پاسخ ارتعاش خارج از صفحه تیرهای خمیده دایروی در نظر بگیرند.

های خمیده در صفحه افق و با مقطع با تعریف ضریب بزرگنمایی دینامیکی برای پل 2882در سال  [11]و همکاران  23نالاسیوام

-توجه شعاع انحنا در عملکرد پلبه اثرات قابل [15]موسوی ، خالو و کافی 2882ای، رفتار دینامیکی آنها را ارزیابی نمودند. در سال جعبه

ماتریس سختی دینامیکی در همان سال  [16]و همکاران  21کیم های توانی،با استفاده از سریهای خمیده در صفحه افق اشاره داشتند. 

  2811ر سال د [12] 26و آکورت 25چلیم تیرهای جدارنازک خمیده در صفحه افق و متکی بر بسترهای وینکلر و پاسترناک را ارائه دادند.

 صورت عددی ارزیابی نمودند.و به 22پاسخ استاتیکی و ارتعاش آزاد تیرهای خمیده و متکی بر بستر الاستیک را بر مبنای توابع مکمل

روش انتگرال دوهامل، حل تحلیلی رفتار دینامیکی خارج توانستند با استفاده از  2813در سال  [10]و همکاران  20همچنین، لی

حل تحلیلی، پاسخ با ارائه یک راه  2815در سال  [16] 38و انگ 26دای های خمیده را ناشی از اثر بار متحرک ارائه دهند.از صفحه ریل

ی دینامیکی خارج از صفحه تیرهای خمیده و متکی بر بستر وینلکر را تحت اثر بارهای متمرکز متحدالفاصله و بر مبنای توابع مثلثاتی ارزیاب

پاسخ دینامیکی تیرهای خمیده متکی بر بستر پاسترناک را تحت تحریک مثلثی در وسط  2812در سال  [28]و همکاران  31کوتلونمودند. 

آهن خمیده در صفحه افق ناشی از عبور بارهای هارمونیک در دامنه های راهمشخصات دینامیکی ریلدهانه ارزیابی نمودند. در همان سال، 

 شد. ارزیابی  [21]و همکاران  32توسط دا انی و فرکانسیزم

 گاهی متحدالفاصلهفنرهای تکیهبر های خمیده در صفحه افق و متکی رفتار دینامیکی ریل 2810در سال  [22] و همکاران 33لیو

-یک حل تحلیلی سه انجام شد، 2810که در سال  [23] 35و رن 31همچنین، در پژوهش لیرا تحت بارگذاری هارمونیک مطالعه کردند. 

بعدی و نسبتاً کامل از رفتار تیرهای خمیده تحت بارگذاری ناشی از نیروی متحرک پیشنهاد شد که در آن تأثیر پارامترهای کلیدی در نظر 

ینامیکی خارج از صفحه تیرهای های اینرسی جرم متحرک را در پاسخ داثر مؤلفه 2828در سال  [21] عبدوس و همکارانگرفته شده است. 

جایی خارج از صفحه و خمیده در صفحه افق لحاظ نمودند و روابطی رگرسیونی و کاربردی جهت تخمین ضرایب بزرگنمایی دینامیکی جابه

های تحلیلی پاسخمودها، حل نیمه و تعامد 32با استفاده از روش گالرکین [25]و همکاران  36، لو2822لنگر خمشی ارائه دادند. در سال 

ارائه و بر اساس آن، روابط حاصل را با هی ساده را گابرنولی خمیده در صفحه افق و با شرایط تکیه-ارتعاش اجباری و آزاد تیرهای اویلر

 آهن در یک مسیر خمیده در صفحه افق تعمیم دادند. درنظرگرفتن اندرکنش چرخ قطار و ریل راه

در هیچ یک از مطالعات موجود، تأثیر مؤلفه پیچشی بر پاسخ دینامیکی تیرهای خمیده در دهد که بررسی ادبیات فنی نشان می 

. لذا، در این پژوهش مد نظر است تا اثر این لنگر خارجی بر رفتار دینامیکی تیرهای تحت اثر جرم متحرک مطالعه نشده استصفحه افق 

شرح زیر جایی خارج از صفحه و نیز لنگر خمشی ارزیابی شود. در این راستا، ساختار مقاله بهخمیده در صفحه افق بر اساس مقادیر جابه

 30شود. در فصل سوم، حل مسئله بر اساس روش ماتریس انتقالبندی حاکم بر مسئله اشاره مییات و فرمولاست. در بخش دوم به فرض

شود. در فصل پنجم، با انجام تحلیلی پیشنهادی بر اساس مطالعات پیشین در فصل چهارم انجام میسنجی مدل نیمهشود. صحتبیان می
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چگونگی تأثیر پارامترهای شعاع و زاویه مرکزی تیر و نیز جرم و سرعت جسم متحرک در تحلیلی، به نیمه مطالعات پارامتری بر روی مدل

 ای از نتایج ارائه خواهد شد. شود و در فصل ششم خلاصهجرم متحرک اشاره می-خمیده تغییر رفتار دینامیکی سیستم تیر

 بندی مسئلهفرضیات و فرمول -2 

دهد که شرایط را نشان می Lو طول  φ، زاویه مرکزی R، یک تیر خمیده با مقطع یکنواخت در صفحه افق و با شعاع 1شکل 

. تحریک دینامیکی [11،26]های ساده بوده و فاقد دوران پیچشی در نواحی انتهایی تیر است گاهمرزی آن در هر دو انتها بر اساس تکیه

تیر روی سطح فوقانی تیر در حال حرکت است. همچنین،  0Vبوده که با سرعت ثابت  Mوارده، ناشی از حرکت جسمی به جرم متمرکز 

به  rcو  rk به ترتیب بیانگر سختی و میرایی بستر ارتجاعی در راستای قائم، و نیز ycو  ykالاستیک بوده که -خمیده متکی بر بستر ویسکو

گرد بوده که در آن محور رت دستگاه راستصوباشند. سیستم مختصاتی تعریف شده بهترتیب به عنوان نماینده سختی و میرایی پیچشی می

x نیز محورهای  در طول تیر و مار بر محور عبوری از مرکز سطح مقطع وy  و z به ترتیب محورهای قائم و افقی در مقطع تیر هستند که به

منظور شوند. در ادامه، بهجایی و دورانی تعریف می( به ترتیب به عنوان درجات آزادی جابهzθ ,y θ ,x θ( و )z,uy ,ux uتبع آن،                     )

 شوند: بندی مسئله، مطابق با هندسه مفروض و تحریک دینامیکی اعمال شده، فرضیات زیر لحاظ میفرمول

 ( مسیر حرکت جرم روی سطح فوقانی تیر خمیده فاقد اصطکاک است؛1)

 ؛[21]( در تمام مدت حرکت، تماس کامل بین جسم و تیر برقرار بوده و امکان جداشدگی آن از روی تیر وجود ندارد 2)

 ؛[22]شود نظر میصرف 36( از اثر اعوجاج پیچشی3)

 ؛   [25]برنولی برای تیرها برقرار است -( فرض اویلر1)

 ؛[21]شود نظر میهای برشی صرف( از اثر تغییرشکل5)

 

 
 های ساده تحت تحریک جرم متحرک.گاهالاستیک و با تکیه-بر بستر ویسکو : شکل شماتیک تیر خمیده در صفحه افق متکی 1شکل

 

جایی صورت همبسته بوده و درجات آزادی آن، جابهمعادلات تعادل حاکم بر رفتار خارج از صفحه تیرهای خمیده بر صفحه افق به

باشند. جزئیات مربوط به روند اثبات معادلات تعادل استاتیکی حاکم بر تیرهای خمیده در ، میxθ، و دوران پیچشی، yuاز صفحه،  خارج

های دینامیکی ناشی از آورده شده است. حال، با اعمال فرضیات مطرح شده و نیز افزودن مؤلفه [20]صفحه افق در مقاله ینگ و همکاران 
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صورت زیر بازنویسی نمود توان بهجرم متحرک را می-حرکت جرم متحرک، معادلات تعادل دینامیکی حاکم بر سیستم تیر خمیده

[16،21،20]: 

(1) 
2 4 2 22 2

02 4 2 2 2 2

d1 1
[ ]

d

y y y y yx x

z y y y

u u u u uGJ
EI k u c M g x V t

R R R tt x x x x t

 
 

         
              

              

 

(2) 
2 22 2

0 02 2 2 2

1
[ ]

y yx x x xz
o r x r

u uEI
I GJ k c T x V t

R R R tt x x x

   
  

      
          

          

 

به ترتیب ممان اینرسی حول  oIو  zI ،Jشتاب جاذبه،  gمدول الاستیسیته و مدول برشی مقطع،  Gو  Eجرم واحد طول تیر،  μکه در آن، 

2بیانگر تابع دلتای دیراک بوده و δچگالی تیر خمیده هستند.  ρ، ثابت پیچشی و ممان اینرسی قطبی مقطع و zمحور  2d / dyu t مشتق ،

 :[21]( است 3کامل مرتبه دوم نسبت به زمان بوده که تعریف آن بر اساس رابطه )

(3) 
2 2 2 2
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پیچش متمرکز ناشی از خروج از مرکزیت مؤلفه نیروی مرکزگرا در حد فاصل تراز فوقانی مقطع تیر  0T ،2همچنین مطابق شکل 

 شود:( محاسبه می1و از رابطه ) [26،38]، بوده aخمیده نسبت به مرکز برش آن، 

 

 

 : مؤلفه لنگر پیچشی اعمال شده به مقطع تیر خمیده ناشی از حرکت جرم متحرک.  2شکل
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از  یناش یهامؤلفهسختی و میرایی پیچشی و همچنین اثر ،  0T(، اثر مربوط به پیچش متمرکز 2( و )1قابل ذکر است در روابط )

الذکر های تاثیرگذار در این روابط در مراجع فوقاند و اثر مربوط به سایر مؤلفهتوسط نگارندگان در نظر گرفته شده جرم متحرک ینرسیا

همچنین لازم به ذکر است که معادلات دینامیکی درون صفحه و خارج از صفحه تیرهای خمیده غیرهمبسته  بندی شده است.بیان و فرمول

. همچنین، اعمال لنگر پیچشی تغییری در [31] تواند مستقل از رفتار درون صفحه ارزیابی شودبوده، و به تبع آن، رفتار خارج از صفحه می

 . باشدمعادلات تعادل درون صفحه تیرهای خمیده ایجاد نخواهد کرد و لذا روش حل مسئله صرفاً متکی بر درجات آزادی خارج از صفحه می
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 روش حل مسئله  -3

های شناخته شده در حل مسائل دینامیکی مربوط به تحریک ناشی از جرم روش جداسازی متغیرها به عنوان یکی از روش

گاهی حاکم بر مسئله از توابع مناسب در برآورد پاسخ سیستم که در آن بر اساس شرایط تکیهباشد متحرک بر روی تیرهای خمیده می

گاهی مفصلی برای دو شود. با توجه به معادلات حاکم بر ارتعاش خارج از صفحه تیرهای خمیده در صفحه افق و شرایط تکیهاستفاده می

 :[16،25،31،32]توان از بسط سینوسی استفاده نمود انتهای تیر می
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که در آن، yiT tو xi t جایی خارج از صفحه و دوران پیچشی مود یافته دامنه متناظر با جابهبه ترتیب بیانگر توابع تعمیمi- ام تیرهای

گیری در طول تیر خمیده و (، و سپس انتگرال2( و )1( در معادلات تعادل اصلی، معادلات )6( و )5خمیده هستند. با جایگذاری معادلات )

معادله  N 2صورت دستگاهی ازمطرح نمود که بهتوان فرم ماتریسی زیر را برای معادلات تعادل حاکم با استفاده از خاصیت تعامد مودها، می

 های عددی متداول حل خواهند شد. دیفرانسیل معمولی بوده که ضرایب آن تابع زمان هستند و با استفاده از روش
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)در رابطه فوق، )tM،( )tCو ،( )tKهای معادل برای جرم، میرایی و سختی سیستم و نیزبه ترتیب ماتریس( )tF بیانگر ماتریس نیروهای

آورده  [21] های فوق در مقاله عبدوس و همکارانهای ماتریسوارده به سیستم است. جزئیات بیشتر مربوط به نحوه محاسبه و مقدار درایه

به منظور حل برخی از های ماتریس نیرو اعمال شده است. شده، با این تفاوت که تغییرات لازم متناظر با تأثیر مؤلفه لنگر پیچشی در درایه

و این موضوع روند   استفاده شود 18حالتفضای از نمایش های دینامیکی، متداول است معادلات پیچیده، مانند معادلات حاکم بر سیستم

بخشد. از این ویژگی برای تیرهای خمیده در صفحه افق نیز استفاده شده که فرم کلی آن های کامپیوتری تسهیل میحل عددی را در برنامه

  :[18–33]( است 0برای معادله دیفرانسیل مرتبه اول مطابق رابطه )
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شود که بر مبنای آن، (، از روش ماتریس انتقال استفاده می0منظور حل عددی رابطه )است. به N2ماترس همانی از مرتبه  Iکه در آن، 

)بردار )tZ صورت زیر تعریف شده است: به 

(12) 
0

0 0( ) ( , ) ( ) ( , ) ( )d
t

t
t t t t t     Z Ψ Z Ψ Q 

(، شرایط اولیه در زمان12در معادله )
0t تعیین و سپس ماتریس

0( , )t tΨ  به عنوان ماتریس انتقال با ابعاد مناسب انتخاب شده

)1های بعدیتوان شرایط اولیه گامهای زمانی به اندازه کافی کوچک، میاست. سپس با انتخاب گام )kt   را بر اساس وضعیت نهایی مرحله

)قبل از آن )kt  توان نوشت:نظر گرفت. لذا میدر 

(13) 1

1 1 1( ) ( , ) ( ) ( , ) ( )d
k

k

t

k k k k k
t

t t t t t   


    Z Ψ Z Ψ Q 

)( یک معادله تفاضلی در دامنه زمانی بوده که برای بردار حالت13شود، رابطه )طورکه مشاهده میهمان )tZ  .بیان شده است

 :[36]صورت زیر تقریب زد توان ماتریس انتقال را بههمچنین، با دقت مناسبی می

(11) 1 1( , ) exp[( ) ( )]k k k k kt t t t t   WΨ 

 :[36]( فرم کلی زیر را خواهد داشت 12با ادامه این روند گام به گام، معادله )

(15) 1

1 1 1( ) ( , ) ( ) ( , ) ( ) ( )k k k k k k k kt t t t t t t t
      Z Z QΨ Ψ I W 

 شود. مقاله، ارزیابی می 1سنجی، در بخش عملکرد آن بر اساس صحت اطمینان ازپس از مشخص شدن روند حل عددی، 

 تحلیلیسنجی مدل نیمهصحت -4

روش پیشنهادی مبتنی بر تحلیلی تیرهای خمیده تحت بارگذاری ناشی از جرم متحرک، پاسخ به منظور بررسی صحت مدل نیمه

به عنوان  [11،32] شود. در این راستا، مدل تحلیلی ینگ و همکاراننتایج مطالعات تحلیلی موجود در ادبیات فنی مقایسه می این مطالعه با

درجه، تحت اثر  38متر و زاویه مرکزی  21سر ساده خمیده در صفحه افق به طول  سنجی انتخاب شده که در آن، یک تیر دومبنای صحت

 6مقطع تیر استفاده شده توسط ینگ و همکاران،  کیلومتر بر ساعت قرار دارد. مساحت 18تن و سرعت  6/26بار متحرک متمرکز به جرم 

باشد. همچنین، مدول الاستیسیه و مدول متر به توان چهار می 13/2و  25/10به ترتیب  zو  yمترمربع و ممان اینرسی آن حول محورهای 

خمیده تحت اثر بارگذاری  گیگاپاسکال است. با در نظر گرفتن مشخصات هندسی و مکانیکی تیر 03/13و  28/32برشی مقطع به ترتیب 

تحلیلی این مطالعه جایی خارج از صفحه در وسط دهانه تیر به عنوان پاسخ سیستم بر اساس رابطه تحلیلی ینگ و نیز مدل نیمهوارده، جابه

ه تا امکان ( ترسیم شده است. لازم به ذکر است که پاسخ بر اساس مشارکت اولین مود ارتعاشی در نظر گرفته شد3محاسبه و در شکل )

 سنجی فراهم شود. مقایسه معنادار در فرایند صحت

تحلیلی ارائه شده در این مطالعه مطابقت بالایی با پاسخ تحلیلی ینگ و همکاران دارد و شود، مدل نیمهطور که مشاهده میهمان

از صفحه حداکثر سیستم، دامنه و فاز ورود بار به تیر خمیده و نیز خروج از آن را  جایی خارجخوبی مقادیر کلیدی نمودار مانند جابهبه

رود نتایج حاصل از مطالعات پارامتری این پژوهش از دقت مطلوبی برخوردار باشد و بتوان از آن در بینی نموده است. لذا، انتظار میپیش

 نمود.  تحلیل و طراحی تیرهای خمیده تحت تحریک جرم متحرک استفاده
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جایی بر مبنای مقایسه مقادیر جابه [11،32]تحلیلی ارائه شده بر اساس مدل تحلیلی ینگ و همکاران سنجی مدل نیمه: صحت 3شکل

 خارج از صفحه در وسط دهانه تیر خمیده.

 

 مطالعات پارامتری -5

( شعاع انحنای 1ها، مطالعات پارامتری بر اساس متغیرهای اثرگذار )سنجی و حصول اطمینان از دقت مطلوب پاسخاز صحتپس 

-شود. همچنین، پارامترهای مربوط به بستر ویسکو( سرعت جرم انجام می1( جرم جسم، و )3( زاویه مرکزی تیر خمیده، )2تیر خمیده، )

ها که در مطالعات پیشین به آنها استناد شده، انتخاب شده است. با توجه بندی مشخصی از خاکطبقه الاستیک مقادیری ثابت و بر اساس

در خطوط  متداولبوده که به عنوان یکی از مقاطع  UIC-60کاربردی بودن مطالعات این پژوهش، مقطع تیرهای خمیده از نوع  و به اهمیت

 ( آورده شده است.1این مقطع که در روند محاسبات از آنها استفاده شده، در جدول ) شود. مشخصات موردنیازحمل و نقل ریلی شناخته می

 
 

 .UIC-60 [41]: مشخصات مقطع ریل  1جدول

 واحد کمیت نماد متغیر

 مترمربعسانتی A 28/26 سطح مقطع

 کیلوگرم بر متر μ 21/68 جرم واحد طول

 کیلوگرم بر مترمکعب ρ 2058 چگالی

 گیگاپاسکال E 218 مدول الاستیسیته

 گیگاپاسکال G 22/08 مدول برشی

 1متر به توان سانتی z  zI 3/3830ممان اینرسی حول محور

 1متر به توان سانتی oI 6/3558 قطبیممان اینرسی 

 مترسانتی a 16/12 خروج از مرکزیت نیروی مرکزگرا

 

مشخصات هندسی و دینامیکی متغیرهای اثرگذار در رفتار تیرهای خمیده تحت تحریک جرم متحرک که در مطالعات پارامتری از 

 آنها استفاده شده، در جدول زیر خلاصه شده است. 
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 شده در مطالعات پارامتری.مشخصات متغیرها و مقادیر استفاده:  2جدول

 مرجع واحد کمیت نماد متغیر جزء سیستم دینامیکی

 تیر خمیده
 [12،13] متر R 388-288-188 شعاع انحنا تیر

 [21،31] درجه φ 68-15-38 زاویه مرکزی تیر

 جسم متحرک
 [21،11] تن M 15-18-5 جرم جسم

 [12،13] متر بر ثانیه 0V 68-8 سرعت جسم

 الاستیک-بستر ویسکو

 [21،15] کیلونیوتن بر مترمربع yk 3126 سختی بستر ارتجاعی

 [21،15] کیلونیوتن ثانیه بر مترمربع yc 15/2 بستر ارتجاعیمیرایی 

 [16،22] کیلونیوتن بر رادیان rk 3/110 سختی پیچشی 

 [16،22] رادیان بر ثانیه نیوتون rc 862/0 میرایی پیچشی

 

های روش حل عددی پیشنهادی، درنظرگرفتن تعداد مودهای دینامیکی ناکافی در برآورد پاسخ به عنوان یکی از محدودیت

پیرامون تعیین تعداد  [31] و فیوضات و همکاران [21]سیستم است. بر اساس تحلیل حساسیت انجام شده توسط عبدوس و همکاران 

تواند برآورد مطلوبی، با دقت حداکثر تا دو مود اول می 28مودهای دینامیکی مؤثر در رفتار تیرهای خمیده در صفحه افق، در نظر گرفتن 

مود، تغییرات محسوسی در پاسخ  28، از پاسخ واقعی سیستم به همراه داشته باشد و با افزایش تعداد مودها بیشتر از (81/8)دقت رقم اعشار 

مود  28مطالعه با در نظر گرفتن ها در این سیستم ایجاد نخواهد شد. لذا با استناد به این موضوع، محاسبات مربوط به تمامی پاسخ

دینامیکی اول صورت گرفته است. پس از معرفی و تعیین کمیت پارامترهای مطرح شده، مقادیر آنها در برنامه کامپیوتری جایگذاری شده و 

ئه خواهد جایی خارج از صفحه و نیز لنگر خمشی بر حسب تغییرات سرعت جسم متحرک اراصورت طیف پاسخ، تغییرات جابهخروجی به

توان تحلیلی پیشنهادی این مطالعه، میهای مهم روش نیمهالذکر، به عنوان یکی از مزیتشد. لازم به ذکر است که در کنار محدودیت فوق

به سرعت همگرایی بالای روش حل عددی و نیز هزینه محاسباتی نسبتاً کم آن با توجه به محدود بودن تعداد مودهای دینامیکی در نظر 

 ه شده اشاره نمود. گرفت

شوند که در آنها به ترتیب، در قالب سه گروه مختلف ارائه می (، نمودارهای مربوط به طیف پاسخ6( تا )1های )در ادامه و در شکل

ر ( جرم جسم متحرک به ازای تغییرات سرعت آن نشان داده شده است. در ه3( زاویه مرکزی تیر، و )2( شعاع انحنای تیر، )1تغییرات )

اند، در آنها چین ترسیم شدههایی که با خطهای توپر بیانگر پاسخ سیستم با در نظرگرفتن مؤلفه لنگر پیچشی بوده و منحنینمودار، منحنی

توان پیرامون تأثیر مؤلفه لنگر پیچشی و پارامترهای ها مینظر شده است. لذا با مقایسه این دو گروه از منحنیاز اثر لنگر پیچشی صرف

 اثرگذار در پاسخ سیستم اظهارنظر نمود. 

 جایی خارج از صفحه طیف پاسخ جابه -1-5

 بررسی اثر شعاع انحنا 
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 درجه 15تن و زاویه مرکزی  18)ب( جرم  درجه 38تن و زاویه مرکزی  15جرم  )الف(

 
 درجه 68تن و زاویه مرکزی  5)ج( جرم 

 جایی خارج از صفحه تیرهای خمیده در صفحه افق.: بررسی تأثیر شعاع انحنای تیر بر جابه 4شکل

 

-از صفحه وارده به تیر کاهش می جایی خارجتوان دریافت که با افزایش شعاع تیر، مقادیر جابهبا مشاهده نمودارهای گروه اول می

دهد. لازم به ذکر است که های کمتری رخ میجایی سیستم به ازای سرعتصعود طیف پاسخ جابهیابد. همچنین، با کاهش شعاع قوس تیر، 

درجه و تحت  38متر، زاویه مرکزی  188جایی خارج از صفحه در حالت با و بدون اثر لنگر پیچشی در تیر خمیده به شعاع بیشترین جابه

درصدی مؤلفه لنگر  6و نشانگر تأثیر حدوداً  باشندمتر میمیلی 86/02و  12/02تن رخ داده و این مقادیر به ترتیب حدوداً  15تحریک جرم 

 جایی حداکثر سیستم است.  پیچشی بر جابه

 بررسی اثر زاویه مرکزی 
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 متر 288تن و شعاع  18)ب( جرم  متر 188تن و شعاع  15)الف( جرم 

 
 متر 388تن و شعاع  5)ج( جرم 

 جایی خارج از صفحه تیرهای خمیده در صفحه افق.مرکزی تیر بر جابه : بررسی تأثیر زاویه 5شکل

 

از صفحه کاهش  جایی خارج، مقادیر جابه5با افزایش زاویه مرکزی تیرهای خمیده در یک شعاع ثابت، بر اساس نمودارهای شکل 

شود تا حدی که در تیرهای خمیده با طول می یابد. با افزایش زاویه مرکزی تیر از شدت تأثیر لنگر پیچشی در پاسخ سیستم کاستهمی

 باشد. جایی سیستم کمتر از یک درصد میمتر، اثر آن در تغییرات جابه 388بیشتر از 

 بررسی اثر جرم جسم 
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 درجه 15متر و زاویه مرکزی  288)ب( شعاع  درجه 38متر و زاویه مرکزی  188)الف( شعاع 

 
 درجه 68 متر و زاویه مرکزی 388)ج( شعاع 

 جایی خارج از صفحه تیرهای خمیده در صفحه افق.: بررسی تأثیر جرم جسم متحرک بر جابه 6شکل

 

از صفحه تیرهای خمیده  جایی خارجتوان دریافت که با افزایش جرم جسم متحرک، مقادیر جابهمی 6بر اساس نمودارهای شکل  

که با افزایش سرعت، طوریج، برای تیرهای با دهانه بلند، اثرات دینامیکی جرم متحرک ناچیز بوده، به-6افزایش یافته است. مطابق شکل 

 شود.جایی خارج از صفحه تیرهای خمیده مشاهده نمیتغییرات محسوسی در جابه

 طیف پاسخ لنگر خمشی  -2-5

 شود: لنگر خمشی تیرهای خمیده در صفحه افق از رابطه زیر استفاده میمنظور تعیین به

(16) ( )x
z z yM EI u

R


  

 به ترتیب اثر شعاع انحنا و زاویه مرکزی تیر و نیز جرم جسم متحرک بر لنگر خمشی ارائه شده است. 1-5در ادامه، مانند بخش 

 بررسی اثر شعاع انحنا 
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 درجه 15تن و زاویه مرکزی  18)ب( جرم  درجه 38زاویه مرکزی تن و  15)الف( جرم 

 
 درجه 68تن و زاویه مرکزی  5)ج( جرم 

 : بررسی تأثیر شعاع انحنای تیر بر لنگر خمشی تیرهای خمیده در صفحه افق. 7شکل

 

 188تر بوده و به ازای شعاع با کاهش شعاع تیرهای خمیده، اثرات ناشی از جرم متحرک در مقادیر لنگر خمشی حداکثر محسوس

کند و سرعت متناظر با شروع آن بر اساس نمودارهای شده تجربه میمتر، سیستم رفتار دینامیکی شدیدتری را نسبت به سایر موارد بررسی

اثر لنگر  متر بر ثانیه است. همچنین، بیشترین لنگر خمشی ایجاد شده در مقطع در حالت با و بدون 38و  28، 18ترسیمی به ترتیب 

تن حاصل شده و این مقادیر به ترتیب حدوداً  15درجه و تحت اثر جرم  38متر، زاویه مرکزی  188پیچشی در تیر خمیده به شعاع 

 درصدی مؤلفه لنگر پیچشی بر حداکثر لنگر خمشی سیستم است.   5و بیانگر تأثیر حدوداً  باشندمتر میمیلی 135/22و  385/23

 کزیبررسی اثر زاویه مر 
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 متر 288تن و شعاع  18)ب( جرم  متر 188تن و شعاع  15)الف( جرم 

 
 متر 388تن و شعاع  5)ج( جرم 

 : بررسی تأثیر زاویه مرکزی تیر بر لنگر خمشی تیرهای خمیده در صفحه افق. 8شکل

 

یابد که نشانگر لنگر خمشی تیر کاهش میبا افزایش زاویه مرکزی تیرهای خمیده و متعاقباً افزایش طول آن، مقادیر حداکثر 

 موضعی بودن تأثیر دینامیکی بار متحرک بر پاسخ سیستم است. 

 بررسی اثر جرم جسم 
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 درجه 15متر و زاویه مرکزی  288)ب( شعاع  درجه 38متر و زاویه مرکزی  188)الف( شعاع 

 
 درجه 68متر و زاویه مرکزی  388)ج( شعاع 

 تأثیر جرم جسم متحرک بر لنگر خمشی تیرهای خمیده در صفحه افق.: بررسی  9شکل

 

توان دریافت که با افزایش جرم جسم متحرک، مقادیر حداکثر لنگر خمشی تیر افزایش یافته می 6بر اساس نمودارهای شکل 

 است. در تیرهای خمیده با طول زیاد )شعاع و زاویه مرکزی زیاد(، تغییرات سرعت تأثیر ناچیزی بر رفتار دینامیکی سیستم دارد و به عبارت

 داشت.   دیگر، تیر خمیده عملکردی مشابه تیرهای مستقیم خواهد

 بندی مطالعه پارامتری جمع -3-5

بر اساس بخشی از مطالعات پارامتری انجام شده در این مطالعه ارائه شد و در آن تأثیر پارامترهای  2-5نمودارهای بخش 

شی، به ازای تمامی جایی خارج از صفحه و لنگر خمدینامیکی سیستم ارزیابی گردید. لذا به منظور تکمیل این مطالعات، مقادیر پاسخ، جابه

آورده شده که دو ستون آخر آن بیانگر درصد اختلاف پاسخ ناشی از تأثیر مؤلفه لنگر پیچشی در پاسخ  3مقادیر بررسی شده در جدول 

جایی و دینامیکی تیرهای خمیده در صفحه افق تحت تحریک ناشی از جرم متحرک است. بر اساس مقادیر این جدول، درصد اختلاف جابه

 لنگر خمشی با افزایش طول تیر )افزایش شعاع و زاویه مرکزی تیر( و نیز کاهش جرم جسم کاهش یافته است. 
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 : بررسی تأثیر مؤلفه لنگر پیچشی بر پاسخ دینامیکی خارج از صفحه تیرهای خمیده در صفحه افق. 3جدول

 پارامترهای دینامیکی مسئله
 بیشینه پاسخ با درنظرگرفتن

 لنگر پیچشی  

بیشینه پاسخ بدون در نظرگرفتن 

 لنگر پیچشی
درصد 

 *اختلاف
 جاییجابه

)%( 

درصد 

 *اختلاف

 لنگر خمشی 

)%( 
 جرم )تن( زاویه مرکزی)درجه( شعاع )متر(

 جاییجابه

 متر()میلی

 لنگر خشمی 

 )تن متر(

 جاییجابه

 متر()میلی

 لنگر خشمی 

 )تن متر(

188 

38 

5 086/2 821/2 656/2 612/1 00/1 16/1 

18 681/38 812/0 661/26 663/2 18/2 11/1 

15 121/02 385/23 856/02 135/22 11/6 82/5 

15 

5 123/6 616/8 322/6 618/8 25/2 11/1 

18 121/13 626/1 216/12 638/1 82/3 21/2 

15 260/31 556/1 111/33 183/1 68/3 36/3 

68 

5 265/1 310/8 263/1 616/8 30/1 21/2 

18 622/18 665/8 358/18 21/8 82/3 01/2 

15 182/16 801/1 201/15 812/1 22/3 15/3 

288 

38 

5 252/1 315/8 621/1 312/8 02/1 82/1 

18 505/18 668/8 332/18 658/8 36/2 61/1 

15 226/16 823/1 656/15 835/1 26/3 12/3 

15 

5 113/2 822/8 806/2 821/8 18/1 35/8 

18 325/5 161/8 266/5 100/8 12/1 20/1 

15 332/18 321/8 860/18 311/8 68/2 68/2 

68 

5 113/1 838/8 136/1 838/8 53/8 82/8 

18 811/3 861/8 811/3 861/8 88/1 80/8 

15 828/5 8612/8 622/1 626/1 61/1 21/8 

388 

38 

5 118/2 822/8 800/2 822/8 86/1 83/8 

18 308/5 162/8 226/5 162/8 00/1 11/8 

15 316/18 321/8 838/18 321/8 86/3 15/8 

15 

5 208/1 821/8 222/1 821/8 81/8 81/8 

18 521/2 813/8 528/2 813/8 85/8 86/8 

15 868/1 865/8 806/1 861/8 86/8 15/8 

68 

5 656/8 886/8 656/8 886/8 82/8 81/8 

18 616/1 810/8 610/1 810/8 85/8 83/8 

15 005/2 822/8 002/2 822/8 11/8 86/8 
       

  ×188 رابطه درصد اختلاف:* 

 پاسخ با مؤلفه لنگر پیچشی -پاسخ بدون مؤلفه لنگر پیچشی
 = درصد اختلاف 

 

  پاسخ با مؤلفه لنگر پیچشی
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 گیرینتیجه -6

ناشی از لنگر پیچشی در رفتار خارج از صفحه تیرهای خمیده در صفحه افق تحت تحریک ناشی در این مطالعه، اثرات دینامیکی 

 شود:ترین نتایج حاصل از این پژوهش در قالب موارد زیر بیان میاز جرم متحرک ارزیابی شد. مهم

در ابتدا، معادلات تعادل دینامیکی خارج از صفحه تیرهای خمیده تحت اثرات اینرسی جرم متحرک و با در نظر گرفتن مؤلفه  (1)

 لنگر پیچشی به عنوان یک نیروی خارجی بازنویسی شد. 

حت بارگذاری تحلیلی رفتار تیرهای خمیده تگاهی و تعداد مودهای دینامیکی کافی، حل نیمهبا در نظر گرفتن شرایط تکیه (2)

 وارده بر اساس روش ماتریس انتقال ارائه شد. 

تحلیلی بر مبنای مطالعات پیشین در ادبیات فنی ارزیابی شد که مؤید دقت بالای سنجی، عملکرد مدل نیمهدر فرایند صحت (3)

 روش مطرح شده در این پژوهش است.

نیز جرم و سرعت جسم متحرک، مطالعات پارامتری انجام با در نظر گرفتن پارامترهای اثرگذار شعاع و زاویه مرکزی تیر و  (1)

جایی حداکثر خارج از شد که بر اساس نتایج آن، در حالت کلی، با افزایش شعاع و زاویه مرکزی تیر خمیده، مقادیر جابه

-می جایی و لنگر خمشی بیشتری را تجربهصفحه و لنگر خمشی کاهش یافته و با افزایش جرم جسم متحرک، سیستم جابه

 کند. 

توان دریافت که تأثیر مولفه لنگر پیچشی ترسیم شده و نیز مقادیر حاصل از مطالعات پارامتری می های پاسخبا مقایسه طیف (5)

جایی درصد مقادیر جابه 5و  6تواند به ترتیب تا در تیرهای با دهانه کوتاه )شعاع و زاویه مرکزی کمتر( بیشتر بوده و می

 خمشی را افزایش دهد.  از صفحه و لنگرخارج 

متر، اثرات دینامیکی ناشی از جرم متحرک تقریباً ناچیز بوده و اثر  388در تیرهای خمیده در صفحه افق و با شعاع بیشتر از  (6)

توان برای تحلیل تیرهای خمیده با شعاع باشد. به عبارت دیگر، میافزایش سرعت در تغییر پاسخ دینامیکی محسوس نمی

 طول استفاده نمود.متر، از روابط مربوط به تیرهای مستقیم هم 388بیشتر از 

تری را از رفتار فتن مؤلفه لنگر پیچشی در معادلات تعادل دینامیکی تیرهای خمیده در صفحه افق ارزیابی دقیقردر نظرگ (2)

 . تر خواهد کردها را ایمنسیستم تحت اثر جرم متحرک دارد و به تبع آن، تحلیل و طراحی این سیستم
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