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Solving the problem with the meshless method is based on selecting a series of 

points from inside the computational area and boundaries without meshing. In the 

present study, the phenomenon of seepage below the dam under steady and 

unsteady flow conditions has been investigated by combining the Meshless 

method and the Finite Difference Method. Problem solving and calibrating 

operations were done by coding in MATLAB software. The Meshless method was 

used for spatial sentences and the Finite Difference Method was used for the 

discretization of temporal sentences. The results showed that the shape factor (α) 

for low points is 0.85 and for high points is 0.52, which indicates the proximity of 

the initial approximations to the main answer. Considering that, the shape factor 

depends on the geometry and the governing equation, so the same shape factor 

was obtained for the steady and unsteady conditions equal to 0.52. In the 

unsteady condition, with the water level behind the dam remaining constant, the 

water head below the dam also reaches a constant value over time. Also, 

examination of the results showed that in numerical problem solving, a low error 

is not a criterion and among the various basic functions, only the MQ function 

has the better hydraulic performance to draw equipotential lines, so that for 133 

points, the shape factor and root mean square error index are 0.52 and 0.0108, 

respectively. 
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 چکیده
گیرد. در بندی صورت میلس بر مبنای انتخاب یک سری نقاط از داخل ناحیه محاسباتی و مرزها بدون مشروش مشحل مسئله به 

 است. لس و تفاضل محدود انجام یافتهغیرماندگار با ترکیب روش مشپژوهش حاضر پدیده تراوش از زیر سد در شرایط جریان ماندگار و 
لس برای جملات مکانی و روش تفاضل محدود روش مش. حل مسئله و عملیات کالیبره کردن با کدنویسی در برنامه متلب صورت پذیرفت

است که  52/0 ادیو نقاط ز 55/0 ،نقاط کم یبرا حاصل شکل بینشان داد که ضر جینتاسازی جملات زمانی استفاده شد. برای گسسته
 نیدارد بنابرا یشکل به هندسه و معادله حاکم بستگ بیضر با توجه به اینکه .باشدیم یبه جواب اصل هیاول یهابیتقر یکینزد انگریب

آب پشت سد،  عمقثابت ماندن  دست آمد. در جریان غیرماندگار بابه 52/0ماندگار برابر با ریماندگار و غ جریان یبرا یکسانیشکل  بیضر
 هیتوابع پا انیخطا ملاک نبوده و از م میزان مسائل، کم بودن یدر حل عدد . نتایج نشان داد کهرسدیم یمقدار ثابت بهسد  ریدر ز یهد آب

، ضریب 133نقاط که برای تعداد طوریدارد به یکیدرولینظر ه از یبهتر ییکارا MQفقط تابع  لیرسم خطوط هم پتانس یمختلف، برا
 است. 0105/0و  52/0ترتیب آماری خطای جذر میانگین مربعات خطا به شکل و شاخص

 رماندگاریماندگار و غ انیروش المان محدود، نشت از بدنه سد، جر ،یشعاع هیروش تابع پا :کلمات کلیدی
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 مقدمه -1

های مختلفی برای حل معادلات دیفرانسیل از جمله روش تفاضل محدود، روش المان محدود، روش المان مرزی و روش روش

بندی مش توان به مرزبندی ناحیه حل وهای فوق می. از خصوصیات مشترک روش(]1-4[) حجم محدود توسط محققان ارائه شده است

ها، وابستگی زیاد به نوع شبکه گیرد بنابراین از عوامل محدود کننده این روشبندی صورت میعملیات حل مسئله از روی مش اشاره نمود.

 عنوان معایب در مسائل دو بعدی، سه بعدی و مسائل مهندسی با معادلات غیرخطی با منطقهتوان نام برد که بهبندی را میمحاسباتی و مش

است.  کیدرولیدر ه دهیچیاز مسائل مطرح و پ یکیتراوش  دهیحل معادله حاکم بر پد (]6، 5[نماید )مورد مطالعه پیچیده و نامنظم بروز می

های عددی حل معادله ضعف وابستگی به مش را برطرف کرده است. در این روش تقریب 1لسهای اخیر توسعه روش مشدر سال

های پذیرد. هدف اصلی در روشای از نقاط انجام میها، بلکه بر مبنای مجموعهها و روابط پیوستگی بین آندیفرانسیلی، نه بر مبنای المان

زنی تمامی لس، تقریبهای مشباشد. ایده اصلی در روشبه مش می های مرسوم وابستهلس، حذف بخشی از ساختار سنتی در روشمش

ها دارای معایب و مزایایی هستند. از لس توسعه یافته که هر کدام از این روشهاست. انواع مختلفی از روش مشمیدان مسئله تنها با نقطه

یت بیشتری در بین محققین برخوردار است. اولین بار دلیل تک متغیره بودن از محبوبهای مختلف روش تابع پایه شعاعی بهمیان روش

را با  3 پخش -معادله انتقال ]5[ن برای حل معادلات بیضوی، سهموی و هذلولوی استفاده کرد. بزتوسان و همکارا 2MQاز تقریب  ]7[کانسا 

در مقایسه با تفاضل محدود  RBFحل کرده و نتایج را با روش تفاضل محدود مقایسه کردند. این مطالعه نشان داد روش 4RBFCMروش 

حل کرده و نتایج را  RBFCMمسئله همرفت طبیعی دارسی در محیط متخلخل را با روش  ]9[سارلر و همکاران  رسد.تر به جواب میسریع

لس با تابع روش مش ]10[ دورموش و همکاران طابقت مناسبی بین این دو روش مشاهده کردند.با نتایج روش حجم محدود مقایسه و م

های کار گرفتند و انطباق عالی نتایج این روش را با نتایج روشپخش به-افزار متلب برای حل معادله انتقالپایه شعاعی را با استفاده از نرم

را  5DQ-(Local RBF(بر پایه روش دیفرانسیل کوادراتوره  RBFروش  ]11[ و حاتم هاشمی المان مرزی و تفاضل محدود گزارش دادند.

ها نشان داد که حل به کار گرفتند. نتایج آنافزار متلب برای آنالیز جریان تراوش غیرماندگار از زیر سد بهکارگیری نرمصورت عددی و بهبه

ایمنی و تراوش از بدنه و زیر سد خاکی را با استفاده از روش المان محدود و با  ]12[ارشد و بابار باشد. تر میدقیق Local RBF-DQروش 

کمینه، بیشینه و  مورد بررسی قرار داده و موقعیت خط فریاتیک را در یک مقطع عرضی از سد در سه سطح SEEP/Wافزار کارگیری نرمبه

بدنه سد، زمانی که خط فریاتیک از معیارهای استاندارد طراحی تبعیت ها نشان دادند که تراوش از سازی کردند. نتایج آننرمال را شبیه

ی کند، خطری برای ایمنی سد ایجاد نکرده و برای هر سه سطح کمینه، بیشینه و نرمال در مقطع عرضی، مقدار گرادیان در محدودهمی

مدل کرده و پتانسیل تراوش آب، در  SEEP/Wافزار پی و بدنه سد گردانلو را در نرم ]13[باشد. هدایتی و همکاران ( می1مجاز )کمتر از 

ها براساس مقدار تراوش، گرادیان های مختلف دیوار آبند را براساس تجزیه و تحلیل عددی تعیین کردند. آنهای مختلف و عمقموقعیت

با استفاده از ادغام دو  ]14[نورانی و موسوی بل آب پیشنهاد دادند. بندی در مقاهیدرولیکی و ضریب ایمنی، یک روش مناسب برای عایق

ها نشان داد که سازی کنند. تحقیق آنزمینی را شبیههای زیرلس توانستند سطح آبو روش مش 7ANFISو  6ANNروش هوش مصنوعی 

های عصبی مصنوعی با ادغام شبکه ]15[نورانی و باباخانی  دهد. می RBF-ANNتری در مقایسه با روش نتیجه دقیق RBF-ANFISروش 

ANN  وRBFافزار متلب مورد بررسی قرار دادند. محققین ابتدا برای حالت ماندگار جریان روش لس و نرم، تراوش از بدنه سد را با روش مش

RBF-MQ ی عصبی مصنوعی های مکانی و سپس برای حالت غیرماندگار شبکهرا برای ترمANN های زمانی بکار گرفتند. را برای ترم

های زمانی باشد. بازیار و بینی سریتواند گزینه مناسبی برای پیشهای شبکه عصبی میها به اندازه کافی نباشد، مدلکه فیلد دادهزمانی

ند. روش مذبور بر اساس روش روش المان محدود مرزی مدرج را برای بررسی تراوش از خاک ناهمسان و ناهمگن بکار گرفت ]16[طالبی 

سازی شده و نیازی به روش دهد. در این روش فقط مرزها گسستهالمان محدود بوده و از طرفی مزایای روش المان مرزی را نیز پوشش می

                                                           
1 Meshless Method 
2 Multi Quadratic  
3 Advection-Diffusion 
4 RBF Collection Method 
5 Local Radial Basis Function Differential Quadrature 
6 Artificial Neural Network 
7 Adaptive Neuro-Fuzzy Inference System 
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 دارد. محققین مشاهده کردند که نتایج بدست آمده از این روش مطابقت خوبی با نتایج روش المان محدود باشد.حل اساسی خاصی نمی

مدل کرده و پتانسیل تراوش آب،  SEEP/Wافزار مسئله تراوش از بدنه و پی رسوبی سد گردانلو را با استفاده از نرم ]17[تالوکی و همکاران 

، های مختلف دیوار آبند را نیز بر اساس تجزیه و تحلیل عددی تعیین کردند. در نهایت، براساس مقدار تراوشهای مختلف و عمقدر موقعیت

از با استفاده  ]15[بندی در مقابل آب پیشنهاد دادند. آواد و همکاران  گرادیان هیدرولیکی و ضریب ایمنی، یک روش مناسب برای عایق

ها نشان داد که محل خط فریاتیک به روش المان محدود به بررسی تراوش، آنالیز دینامیکی و پایداری شیب سد پرداختند. نتایج تحقیق آن

های نفوذناپذیر در بدنه سد بالاتر رفته است که این امر دو اثر مهم را در پی داشت. اولین اثر، افزایش فشار آب نفوذی دلیل کاهش عمق لایه

ثبات کننده در بدنه سد و دومین اثر، کاهش نیروهای پایدار کننده به دلیل کاهش فشار مکش در بدنه سد است. فضلی و و نیروهای بی

سازی شده ها نشان داد که مدل با مقایسه نتایج شبیهسازی نمودند. نتایج آنلس شکست سد را مدلبا استفاده از روش مش ]19[حسینی 

گیری با همگرایی بالا های اندازههای شکست سد تأئید شد. همچنین مطابقت خوبی بین نتایج تحلیلی و دادهی جریانسازی فیزیکو مدل

عمق را بررسی  کم آب معادلات و گالرکین-پتروو لسمش روش از استفاده با سد شکست سازی مدل ]20[دیمه ور و اکبرپور وجود دارد. 

 با مسائلی برای حل خوبی توانایی از مسئله، دامنه بندیشبکه با مشکلات مرتبط حذف بر علاوه لسمشروش  نمودند. نتایج نشان داد که

برای حل مسئله شکست سد با هدف رفع  MQبه بررسی روش بدون شبکه  ]21[کاهید باصیری و همکاران  .است برخوردار نامنظم هندسه

، یعنی پارامتر شکل MQ ترین عامل در دقت و سرعت روشرای تعیین مهمبهای معمول با شبکه پرداختند. برخی از نقاط ضعف روش

های پرکاربرد پیشین در حل مسئله شکست سد، یک ایده جدید برای آن ارائه گردید. در بهینه، ضمن اثبات ناکارآمدی برخی از الگوریتم

عنوان پارامتر شکل بهینه ترین تخمین از آن را داشته باشد، بهدقیقیابی و پارامتر شکلی که درون MQ این ایده، شرایط اولیه مسئله با تابع

 .گرددانتخاب می

رو بررسی پدیده تراوش همواره یکی از هایی نظیر واژگونی ضروری بوده، از اینبررسی تراوش برای کنترل و جلوگیری از پدیده

 بررسی RBFلس تراوش از زیر سد با روش عددی مش پدیده ردر تحقیق حاضشود. ترین مسائل در طراحی سدها در نظر گرفته میمهم

پوشانی هم -2ی حل یا مرزها ندارد. سازی ناحیهنیازی به گسسته -1توان به: می RBFلسشده است. از جمله دلایل محبوبیت روش مش

فقط  RBFاز آنجایی که توابع تک متغیره  -4باشد. در برخی مسائل، همگرایی دارای سرعت بالایی می -3ناحیه حل یا مرزها الزامی نیست. 

توان اطلاعات اضافی نظیر سازی میاسب است، همچنین در هر گام مدلبعدی من به فواصل بین نقاط بستگی دارد، برای حل مسائل چند

در مقایسه با سایر  -6باشد. ها نسبتاً ساده میلس در مقایسه با سایر روشهای مشنویسی روشکد -5شرایط داخلی را کاست )یا افزود(. 

 ]22[و اوریا و همکاران  ]11[هاشمی و حاتم  قیط به تحقمربو یهاپژوهش، جهت حل، از داده نیدر ا رسد.تر به جواب میها سریعروش

دهد که یکی از سنجی شد. مطالعات نشان میصحت Local RBF-DQدست آمده با روش المان محدود و . نتایج بهاستفاده شده است

باشد. در این مطالعه ضریب شکل مناسب برای مسئله تراوش به ازای تعداد نقاط ، ضریب شکل میRBFلسترین پارامترها در روش مشمهم

 RBFلس مختلف معرفی گردید. همچنین اثر تراکم و تعداد نقاط در دقت حل مسئله بررسی شد. انتخاب تابع پایه مناسب در روش مش

در نظر گرفته شده و  RBFعنوان تابع پایه در روش های مختلفی بهیهرو توابع پارابطه تنگاتنگی با کیفیت حل مسئله دارد از این

ترین تابع برای توصیف پدیده تراوش معرفی شد. در تحقیق حاضر در بررسی پدیده تراوش، هدف حل عددی معادله جریان ماندگار مناسب

سد  ریتراوش از ز دهیپد یزمان -یمکان یسازمدل یبرا شرویو تفاضل محدود پ RBFلسکه از ادغام روش مش باشدو غیر ماندگار می

  .شودیاستفاده م

 هامواد و روش -2

های متخلخل را با ترکیب کردن دو معادله پیوستگی و دارسی ، معادله دیفرانسیلی جزئی حرکت آب در محیط5اولین بار ریچاردز

 :]23[است  (1رابطه )صورت بعدی بهارائه کرد. معادله ریچاردز برای حالت دو

                                                           
8 Richards 
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(1) 

dSh h dhwk k k k S S n
r x r y w sx x y y dp dt

      
               

 

پذیری نسبی نفوذ y ،r kو  xترتیب هدایت هیدرولیکی در راستای به  ykو   xk های افقی و عمودی،ترتیب جهتبه yو  xکه در آن، 

باشد. برای هد فشار می pهد هیدرولیکی و  hتخلخل،  nنگهداشت ویژه،  sSنسبت اشباع آب،  wS)در ناحیه اشباع برابر یک است(، 

( 2صورت رابطه )توان به( را می1ی )شود، بنابراین معادلههای اشباع میزان هدایت هیدرولیکی در دو جهت ثابت در نظر گرفته میناحیه

 :]24[نوشت 

(2) 
2 2

2 2

h h h
k k S

x y s tx y

  
 

  

 :]25[کرد  یسیبازنو (3)صورت معادله را به (2)معادله  توانی( مy=kxkبا در نظر گرفتن خاک همگن و همسان، )

(3) 
2 2

2 2

Sh h hS

k tx y

  
 

  

 :]25[ شودباشد، نوشته می( که همان معادله لاپلاس می4صورت معادله )( به3برای جریان ماندگار، معادله )

(4) 
2 2

20 0
2 2

h h
h

x y

 
   

  

RBF  باشند. در حل مسئله به روش متغیره هستند که برای حل مسائل پیچیده و چند بعدی مناسب میها در واقع توابع تک

RBF( در ناحیه محاسباتی با نقاط درونی 5، معادله )Ω  و نقاط مرزیΩ∂ :برقرار هستند 

(5) 
Lh f in

Bh g in

 

  

باشند. جواب تقریبی معادله های دیفرانسیل در نقاط داخلی و نقاط مرزی ناحیه محاسباتی میبه ترتیب عملگر Lو  Bکه در آن 

 ( برآورد کرد:6صورت معادله )توان بهمی RBFلس ( را در روش مش5)

(6) 
 1

N
h c

i i r
i



 

 

تعداد کل  Nضرایب مجهول،  icتوابع پایه شعاعی یا توابع شکل هستند که همواره تابعی از فاصله بین نقاط هستند،  iکه در آن

انتخاب  بندی از ناحیه محاسباتیصورت اختیاری و تصادفی بدون ایجاد مشباشد که بهها )برخی روی مرز و برخی داخل ناحیه حل( میگره

  شوند.می
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 Multi Quadratic ،Gaussian،Poliتوان به گیرد میمورد استفاده قرار می RBFلس از جمله توابع پایه مهمی که در روش مش

harmonic  ،Conical ،Inverse Multi Quadratic و Inverse Quadratic ( نشان 12( تا )7ترتیب در روابط )اشاره کرد. این توابع شکل به

 داده شده است.

(7)  

(5) 
 

2r

r e  
 

(9)  

(10)  

(11)  

(12)     221   rr 

 Conicalآیند، در تابع دست میمقادیری هستند که از طریق کالیبره کردن به nو   α ،βفاصله بین نقاط،  rدر توابع شکل فوق 

 Multi Quadraticدر تابع  باید مقادیر زوج طبیعی در نظر گرفته شود. αمقدار  Polyharmonicباید مقادیر فرد طبیعی و در تابع  αمقدار 

شود، سپس مسئله با آن در نظر گرفته می nو  α ،βتوان هر عدد حقیقی اختیار نمود. برای کالیبراسیون، مقادیر مختلفی برای می αبرای 

سنجی شده و مقدار خطا دست آمده با نتیجه تحلیلی یا آزمایشگاهی و یا نتیجه یک روش عددی معتبر صحتحل شده و نتیجه به مقادیر

 شود.در نظر گرفته می nو  α، βعنوان مقدار بهینه برای شود. مقداری که به ازای آن خطا کمینه شود بهمحاسبه می

کارگیری برای حل معادله حاکم بر پدیده تراوش استفاده شده است که در ادامه درستی و صحت به MQدر تحقیق حاضر از تابع 

برای آنالیز تراوش از زیر سد بتنی برای حالت دو  Multi Quadratic (MQ)در تابع پایه  β=1این تابع بررسی و اثبات خواهد شد. با فرض 

 نوشت:( را 13معادله )توان بعدی می

(13)  
2 2

2,

1

N
h x y c x x y y

j j j
j

   
        

    

 

شود، لذا به تعداد ( برای تمامی نقاط روی مرزها و داخل ناحیه محاسباتی نوشته می13، رابطه )RBFبرای حل مسئله به روش 

آید. با حل در فرم ماتریسی، یک دست میمجموع نقاط در نظر گرفته شده روی مرزها و داخل ناحیه محاسباتی، معادله و مجهول به

بهینه  αمتناظر با  c)ضریب شکل( بهینه و یافتن ماتریس  αدست خواهد آمد. بنابراین هدف از حل مسئله، کالیبره کردن به cماتریس برای 

 است. برای تبیین معادلات حاکم در ناحیه محاسباتی و مرزها، در حالت کلی، طرح شماتیک زیر در نظر گرفته شد:

 

 

 

 

 

 

    222


  rr

  rr n

r log

 
n

r r

    







 2221



 rr

https://en.wikipedia.org/w/index.php?title=Inverse_multiquadric&action=edit&redlink=1
https://en.wikipedia.org/w/index.php?title=Inverse_quadratic&action=edit&redlink=1
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 : طرح شماتیک ناحیه محاسباتی و نقاط مرزی و داخلی 1شکل

 

ی نقاط واقع در روی مرز دریکله شماره: Ii=1, … , Kدست سد بتنی،  ترتیب در بالادست و پائینهد آب به Dh و  Uh، 1در شکل 

ی نقاط واقع در روی مرز شماره: Dh  ،III, … , KIIi=Kی نقاط واقع در روی مرز دریکله با مقدار هد شماره: Uh  ،II, … , KIi=Kبا مقدار هد 

ی نقاط واقع شماره: NIVi=K , … ,ی نقاط واقع در روی مرز نیومن در راستای افق و شماره: IV, … , KIIIi=Kنیومن در راستای قائم، 

 درداخل ناحیه محاسباتی می باشند.

(، معادلات حاکم بر پدیده تراوش در جریان غیرماندگار و ماندگار هستند. برای حل معادلات جریان ماندگار، از 4( و )3معادله )

 گردد:(، استفاده می4معادله ) ( در13گذاری معادله )جای

(14) 
       

0
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1

2222
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1

2222










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


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















 



y

yyxxc

x

yyxxc
N

j

jjj

N

j

jjj 

 
 

صورت ضمنی و روش تفاضل محدود پیشرو به RBFلس برای حل مسئله در حالت جریان غیرماندگار، نیز از ادغام روش مش

 سازی معادلات استفاده شد.جهت گسسته

(15) 

12 2
1( )

2 2

2 2
1 1( ) 0

2 2

n nh hk h h n i i

S tx ys

k h h n n nt h h
i iS x ys

     
 

         
  

 

 توان نوشت:( می15( در رابطه )13)گذاری معادله با جای
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(16) 
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 (:17توان نوشت )رابطه ترکیب معادلات شرایط مرزی جهت رسیدن به فرم ماتریسی معادلات، می با
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های آید. نتایج حاصل شده به ازای ضریب شکلمیدست های متفاوتی به cهای مختلف، ماتریس با درنظر گرفتن ضریب شکل

سنجی کمینه شود. ضریب شکلی که به ازای آن خطای حاصل از صحتسنجی می( با نتایج حاصل از یک روش معتبر صحتαمختلف )

توان بار آبی را با آن، میمتناظر  cدست آوردن ماتریس و به αشود. بعد از کالیبره کردن بهینه در نظر گرفته می عنوان ضریب شکلباشد به

از معیار خطای جذر میانگین مربعات  RBFلس دست آمده با استفاده از روش مشدر هر نقطه دلخواه محاسبه نمود. برای ارزیابی نتایج به



 انجمن مهندسی سازه ایران                                                                                                                                                                                                              امتیازصاحب

 

 60 46 تا 04، صفحه 0011، سال 3 ، شماره01مهندسی سازه و ساخت، دوره پژوهشی  –علمی نشریه 

 

9RMSE خطای جذر میانگین مربعات نسبی ،RRMSE10 11، ضریب تبیینR2  12و خطای مطلقAE و  20، 19، 15ترتیب با روابط )به

 :]26[( استفاده شد 21
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(21) 
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 است. RBFلسهد آب در روش مش RBFhهد آب در روش المان محدود،   FEMhها، تعداد داده nدر این روابط 

حل مسئله و استفاده شده است.  ]11[هاشمی و حاتم  های تحقیقپژوهش برای بررسی پدیده تراوش از زیر سد، از دادهدر این 

و همچنین  2مطابق با الگوریتم نشان داده شده در شکل  MATLAB R2020a V9.8عملیات کالیبره کردن با کدنویسی در برنامه متلب 

ها و پایداری کاربرد دارد. باشد که برای تحلیل تغییر شکلنرم افزار المان محدود پیشرفته می Plaxisصورت پذیرفته است.  Plaxisافزار نرم

در نظر گرفته شده است. برای مدل کردن جریان آب، روی شیب بالادست مقدار برای وزن مخصوص آب  210kN/mدر تحقیق حاضر مقدار 

شده است. برای محاسبه جریان، با مسدود  Closed flow boundaryوسیله شود. مناطقی که از آن آب عبور نمی کند بههد آب اعمال می

. در این پنجره با انتخاب گزینه آشکار می شود Water pressure generationپنجره  Generateاز منوی  Water pressures گزینهانتخاب 

Ground water calculation دست پتانسیل، سرعت جریان و ... را بهتوان اطلاعات زیادی از قبیل دبی خروجی، فشار منفذی، خطوط هممی

گره  3449المان مثلثی و  6656ود از از نتایج حاصل از روش المان محدود در حل المان محد RBFلس سنجی روش مشبرای صحتآورد. 

 استفاده شده است.

                                                           
9 Root Mean Square Error 
10 Relative Root Mean Square Error 
11 R- squared (Coefficient of Determination) 
12 Absolute Error 
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 لسالگوریتم کلی حل مسئله تراوش با استفاده از روش مش:  2شکل

 نتایج و بحث -3

 RBFبررسی پدیده تراوش از زیر سد در حالت ماندگار با استفاده از روش 

متر بوده و سپس با آهنگ یکنواختی به  5/0باشد. هد آب در بالادست می 3ناحیه محاسباتی مطابق با شکل در تحقیق حاضر 

خطوط  متر است. 2/1متر و عرض آن  6/3باشد. طول ناحیه محاسباتی دست ثابت و برابر صفر مییابد. هد آب در پائینمتر افزایش می 5/1

 باشد.( می4جریان ماندگار مطابق رابطه ) باشد. معادلهمی 4صورت شکل پتانسیل رسم شده به روش المان محدود بههم
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 : طرح شماتیک ناحیه محاسباتی مسئله تراوش 3شکل

 صورت زیر است:ها بهمرزهای ناحیه حل و معادلات حاکم بر آن 3در شکل 

Uhh: مرزهای نفوذ پذیر با شرط مرزی دریکله با شرط 1مرزهای شماره    در بالادست وDhh  دستدر پائین 

0: مرزهای نفوذ ناپذیر با شرط مرزی نیومن با شرط 2مرزهای شماره 




y

h
 

0: مرزهای نفوذ ناپذیر با شرط مرزی نیومن با شرط 3مرزهای شماره 




x

h
 

: داخل ناحیه محاسباتی با رابطه 4ناحیه شماره 
t

h

y

h

x

h














2

2

2

2

0)برای جریان ماندگار باشدمی 




t

h
). 

 
 پتانسیل با روش المان محدود: خطوط هم 4شکل
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و نزدیک کردن نتایج به نتایج  4پتانسیل زیر سد مطابق با شکل توانایی رسم خطوط هم RBFلسهدف حل مسئله به روش مش

باشد. مسئله عنوان تقریب اولیه می، امکان حل مسئله با نقاط بسیار کم و بهRBFلس های مهم روش مشیکی از ویژگیالمان محدود است. 

نقطه روی مرزها قرار دارد، حل شده و سپس  3نقطه آن داخل ناحیه محاسباتی و  3نقطه که  6بار با در نظر گرفتن یک 3مربوط به شکل 

نقطه  36) 91نقطه داخل(،  21نقطه مرز  24) 45نقطه داخل(،  10نقطه مرز   15) 25نقطه داخل(،  2 نقطه مرز 12) 15تعداد نقاط به 

 نقطه داخل( نقطه افزایش داده و نتایج بررسی شد. 55نقطه مرز  45) 133نقطه داخل( و  55مرز 

یا همان ضریب شکل بهینه از طریق  αدست آمده و سپس با انتخاب ها به c، ماتریس α با اختیار کردن مقادیر مختلفی برای

در مقایسه با روش المان محدود در  RBFدست آورد. نمودار مربوط به خطای روش خواه بار آبی را بهتوان در هر نقطه دلسنجی میصحت

ای محاسباتی که هکه در محیططوریتوان به محیط محاسباتی اشاره نمود بهلس میاز مزایا و برتری روش مشآورده شده است.  5شکل 

پذیر نیست، قابل کاربرد است. در بندی امکانعبارتی دیگر استفاده از متدهای نیازمند شبکهطور منظم در اختیار ما نیستند و بهها بهداده

 ها برای تعداد نقاط مختلف در حالت جریان ماندگار نشان داده شده است.سازی مدلزمان شبیه 1جدول 

 
 (α)های مختلف در مقایسه با روش المان محدود به ازای ضریب شکل RBFخطای روش  : 5شکل

 ها با تعداد نقاط مختلفسازی مدل: زمان شبیه1جدول
 تعداد نقطه (-ضریب شکل ) سازی مدل )ثانیه(مدت زمان شبیه

449/4 55/0 6 

551/12 56/1 15 

147/51 92/0 25 

345/137 25/0 45 

536/612 50/0 91 

197/1360 52/0 133 

 

که خطای جذر طوریرسد بهنقطه به حداقل می 6خطای محاسبات در مقایسه با روش المان محدود برای  α=55/0به ازای 

به همین ترتیب ضریب شکل بهینه باشد. متر می 0105/0نقطه،  133متر بوده و این مقدار برای  0004/0نقطه،  6میانگین مربعات برای 

 شد.رسم  6ترتیب شکل پتانسیل زیر سد بهنقاط پیدا شده و خطوط همبرای تمامی 
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 پتانسیل زیر سد با افزایش تعداد نقاط: خطوط هم 6شکل

 

پتانسیل رسم شده علی رغم داشتن خطای کم مناسب نبوده نقطه، شکل کلی خطوط هم 6شود که با در نظر گرفتن مشاهده می

و خطوط پتانسیل بر مرزها عمود نیستند. از طرفی ابعاد ناحیه محاسباتی پوشش داده نشده است. لذا مسئله توجیه هیدرولیکی نداشته و 

شود. در ای از ضریب شکل انجام مییک تقریب اولیه و یافتن محدودهعنوان نیاز است تعداد نقاط افزایش پیدا کند. این مرحله صرفا به

گردد که هندسه ناحیه محاسباتی مطابق با صورت مسئله مشخص شده نقطه افزایش پیدا کرده و مشاهده می 15مرحله دوم تعداد نقاط به 

از طرفی عمود شدن بر مرزهای ان محدود نیست. پتانسیل ارائه شده توسط روش المپتانسیل زیر سد مشابه خطوط هماست ولی خطوط هم

نقطه مشاهده شد که ابعاد ناحیه محاسباتی  25با انتخاب شود. طور محسوسی دیده نمینفوذ ناپذیری که موازی با محور قائم هستند به

ن محدود تطابق ندارد پتانسیل ارائه شده توسط روش الما پتانسیل زیر سد با خطوط هماست ولی شکل خطوط همپوشش داده شده 

 یبار آب یدست آمده براهب ریاز مقاد یبرخعبارت دیگر دست آمده است که مغایر با واقعیت است. بههمچنین مقادیر منفی برای هد آب به

متر  5/0بالاتر از  یببار آ یدارا یو برخ یمنف یبار آب یاز نقاط دارا یقرار ندارند، بعض 5/0تا  0 یعنیدست نئیهد بالادست و پا نیدر بازه ب

شود. بنابراین برای داشتن تطابق خوب از طرفی عمود شدن بر تمامی مرزهای نفوذ ناپذیر دیده نمی. ستین ریپذامکان تیهستند که در واقع

X(m) 

Y
(m

)
 

α=0.85, RMSE=0.0004(m) 6points,   

 

α=1.56, RMSE=0.0419(m) 15points,   

 

X(m) 

Y
(m

)
 

X(m) 

α=0.92, RMSE=0. 0.0854 (m) 28points,   

 

α=0.28, RMSE=0. 0.0275 (m) 45points,   

 

Y
(m

)
 

X(m) 

X(m) 

Y
(m

)
 

α=0.5, RMSE=0. 0.0135 (m) 91points,   

 

X(m) 

Y
(m

)
 

α=0.52, RMSE=0. 0.0108 (m) 133points,   
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است. در  نقطه ابعاد ناحیه محاسباتی پوشش داده شده 45هیدرولیکی نیاز است که تعداد نقاط افزایش پیدا کند. با افزایش تعداد نقاط به 

کاهش یافته است. از طرفی شکل کانتورهای زیر سد و عمود شدن بر مرزهای نفوذ  0275/0در مرحله قبل به  0554/0این مرحله خطا از 

توان گفت حل مسئله در حال همگرایی و رسیدن به حالت مطلوب است. رو میر مقایسه با مرحله قبل بهبود یافته است. از اینناپذیر نیز د

وجود ندارد. در  4پتانسیل ارائه شده توسط روش المان محدود در شکل پتانسیل زیر سد و خطوط همولی تطابق مناسبی بین خطوط هم

تر کانتورها رو برای توجیه هیدرولیکی مسئله و رسم مناسبمتر وجود دارد، از این 5/0تا  0های خارج از بازه دست آمده دادهمیان نتایج به

ابعاد  داشته و 4نقطه خطوط هم پتانسیل زیر سد تطابق بالایی با شکل  91با افزایش تعداد نقاط به نیاز است تعداد نقاط افزایش پیدا کند. 

کاهش یافته است. با افزایش تعداد نقاط  0135/0در مرحله قبل به  0275/0است. در این مرحله خطا از شده ناحیه محاسباتی پوشش داده 

پتانسیل زیر سد به روش المان محدود منطبق بوده و ابعاد ناحیه محاسباتی پوشش پتانسیل زیر سد با خطوط همنقطه خطوط هم 133به 

مرحله آخر سیر نزولی پیدا کرده است. این امر  4دست آمده با نتایج روش المان محدود در بهداده شده است. خطای حاصل از مقایسه نتایج 

توان به این مورد اساسی اشاره نمود که داشتن مقادیر می 6ترین نتایج شکل از مهم نشانگر همگرایی مسئله و رسیدن به جواب صحیح است.

فی نبوده و هیدرولیک حاکم بر مسئله )خطوط هم پتانسیل( حتما باید بررسی صرفا برای بررسی مسئله کا RMSEآماری مناسب مانند 

شود. از طرفی توان گفت، با افزایش تعداد نقاط، دقت حل مسئله افزایش یافته و ضریب شکل به یک عدد همگرا میگردد. در حالت کلی می

 ابد.یپتانسیل زیر سد افزایش میبا افزایش نقاط توانایی برای رسم خطوط هم

صورت تصادفی انتخاب شده و هد آب در این نقاط با استفاده از سنجی تعدادی نقطه از ناحیه حل و مرزها بهمنظور صحتبه 2در جدول 

 و المان محدود پس از محاسبه ارائه شده است. RBFروش 

 در حالت ماندگار FEMبا روش RBF : مقایسه نتایج روش  2جدول

ضریب 

 تبیین

میانگین خطای جذر 

 مربعات نسبی )درصد(

خطای جذر میانگین 

 مربعات )متر(

خطای مطلق 

 )متر(

روش المان 

 محدود )متر(

تابع پایه 

 شعاعی )متر(
y (m) x (m) 

9995/0 146/1 0025/0 

0015/0 4496/0 4475/0 7/0 5/0 

0029/0 4555/0 4559/0 1 2/1 

0024/0 1344/0 1320/0 55/0 6/2 

0015/0 4507/0 4525/0 9/0 0 

005/0 2526/0 2476/0 0 2/2 

0015/0 4071/0 4056/0 2/0 1 

 

و  RBFدست آمده به دو روش های سوم و چهارم مربوط به بار آبی بهنشانگر مختصات نقاط انتخابی و ستونy و  xهای ستون

FEM 1به صفر و ضریب تعیین به  هستند. نزدیک بودن خطای مطلق، خطای جذر میانگین مربعات و خطای جذر میانگین مربعات نسبی 

 با روش المان محدود است. RBFدهنده تطابق روش حل عددی نشان

 

 RBFبررسی پدیده تراوش از زیر سد در حالت غیرماندگار با استفاده از روش 

 حالت ماندگار، حالت غیرماندگار با افزایش هد در بالادست در نظر گرفته شد. در مسئله مربوط به مطالعه بعد از بررسی نشت در

معادله جریان یابد. ، افزایش می7مطابق با شکل  متر 5/1متر به  5/0صورت خطی از دقیقه به 300هد آب در طی  ]11[ هاشمی و حاتم

 باشد.( می3غیرماندگار مطابق رابطه )
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 دقیقه در بالادست سد 333افزایش هد آب در طی زمان  : 7شکل

 RBFسازی جملات زمانی از تفاضل محدود و برای جملات مکانی از روش برای حل معادله در جریان غیرماندگار برای گسسته

پتانسیل زیر سد برای سپس خطوط همکار برده و استفاده شد. ابتدا ضریب شکل کالیبره شده در حالت ماندگار را برای حالت غیرماندگار به

 ، رسم گردید.5های زمانی مختلف مطابق شکل دوره

 
 

 
 

 
 

 

 
 

 

 RBFهای هد آبی در گام های زمانی مختلف با روشکانتور : 8شکل
 

 

 

X(m) 

Y
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Y
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 9/0کرده و به  دایپ شیمتر افزا 4/0 زانیهد آب در بالادست، هد آب در بالادست به م شیبعد از شروع افزا قهیدق 120زمان در 

دقیقه بعد  150در زمان  .کندیم دایپ شیافزا یمحاسبات هینقاط داخل ناح یهد آب در بالادست، بار آب شیبه دنبال افزا .رسدیمتر م

رسد با افزایش هد آب متر می 1/1متر افزایش پیدا کرده و به  6/0بالادست، هد آب در بالادست به میزان  از شروع افزایش هد آب در

گردد که شکل کلی کانتور مشابه حالت جریان کند. مشاهده میدر بالادست، بار آبی نقاط داخل ناحیه محاسباتی افزایش پیدا می

متر افزایش پیدا  733/0فزایش هد آب در بالادست، هد آب در بالادست به میزان دقیقه بعد از شروع ا 220در زمان  ماندگار است.

در زمان کند. رسد به دنبال افزایش هد آب در بالادست، بار آبی نقاط داخل ناحیه محاسباتی افزایش پیدا میمتر می 233/1کرده و به 

نقاط  ی، بار آببنابراین. رسدیمتر م 5/1کرده و به  دایپ شیافزامتر  1 زانیهد آب در بالادست، به م شیبعد از شروع افزا قهیدق 300

هد در زمان  شیست. افزاا مانده بتمختلف ثا یهاکانتور در زمان یشکل کل در این مدت .کندیم دایپ شیافزا یمحاسبات هیداخل ناح

سد در  ریز لیپتانسمتر ثابت مانده است. خطوط هم 1هد آب در بالادست در حالت  قهیدق 320در زمان  .رسدیبه اتمام م قهیدق 300

هد  شیبعد از شروع افزا قهیدق 300سد در زمان  ریز لیپتانسهد آب در بالادست با خطوط هم شیبعد از شروع افزا قهیدق 320زمان 

هد آب در بالادست مجدداً  شیاز شروع افزا قهیدق 300بعد از  انیاست که جر نیدهنده اامر نشان نیمشابه است. ا ست،آب در بالاد

برای دقایق  52/0ها برای حالت جریان غیرماندگار با ضریب شکل سازی مدلزمان شبیه 3در جدول  است. دهیبه حالت ماندگار رس

 ثانیه نشان داده شده است. 320و  300، 220، 150، 120

 
 ریان غیرماندگارها در جسازی مدل: زمان شبیه 3جدول

 تعداد نقطه زمان )دقیقه( سازی مدل )ثانیه(مدت زمان شبیه

505/1351 120 133 

543/1392 150 133 

306/1339 220 133 

216/1330 300 133 

625/1335 320 133 

صورت تصادفی انتخاب و هد های مختلف زمانی تعدادی نقطه از ناحیه حل و مرزها بهسنجی نتایج مسئله در بازهمنظور صحتبه

است. نزدیک بودن نشان داده شده  5و  4های در جدول  Local RBF-DQو المان محدود و  RBFآب در این نقاط با استفاده از روش 

 با روش المان محدود است. RBFدهنده تطابق روش حل عددی نشان  1به  2Rبه صفر و  RRMSEو  RMSEو  AEهای آماری شاخص

 
 در حالت غیرماندگار FEMبا  RBFمقایسه نتایج روش  : 4جدول

ینضریب تبی  
خطای جذر میانگین 

 مربعات نسبی )درصد(

خطای جذر میانگین 

 مربعات )متر(
 خطای مطلق )متر(

روش المان 

 محدود )متر(

پایه  تابع

 شعاعی )متر(
 y(m) x(m) زمان )دقیقه(

9994/0  075/1  00912/0  

004/0  41/0  41/0  0 

0 1 

01/0  71/0  72/0  120 

01/0  59/0  55/0  150 

01/0  06/1  05/1  240 

01/0  19/1  20/1  300 

5595/0  274/1  00663/0  

004/0  25/0  25/0  0 

0 2 

002/0  45/0  45/0  120 

01/0  56/0  55/0  150 

01/0  66/0  65/0  240 

0001/0  75/0  75/0  300 
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 در حالت غیرماندگار Local RBF-DQبا  RBFمقایسه نتایج روش  : 5جدول

ضریب 
 تبیین

خطای جذر میانگین 
)درصد(مربعات نسبی   

خطای جذر میانگین 
)متر(مربعات   

خطای مطلق 
 )متر(

تابع پایه شعاعی 
)متر(محلی   

ی تابع پایه شعاع
 )متر(

)دقیقه(زمان   y (m) x (m) 

9992/0  0756/1  0045/0  

005/0  26/0  25/0  0 

0.6 2 

002/0  45/0  45/0  120 

003/0  55/0  55./0  150 

007/0  62/0  61/0  220 

004/0  75/0  75/0  300 

996/0  7709/1  0012/0  

0025/0  031/0  031/0  0 

1 3 

001/0  055/0  054/0  120 

002/0  069/0  064/0  150 

001/0  076/0  075/0  220 

001/0  091/0  09/0  300 

 

نشان  5و  4 یهادر جدول جیحالت ماندگار استفاده شد. تطابق نتا یشده برا برهیکال بیاز ضر رماندگاریغ انیجر یدر بررس

که  مسئله بیانگر این است نیماندگار است. ا ریغ انیماندگار قابل استفاده در جر انیشده در جر برهیشکل کال بیکه اعمال ضر دهدیم

 .دارد یحاکم بستگ یلیفرانسیبوده و به هندسه و معادله د انیمستقل از حالت جر RBFلس شکل در روش مش بیضر

 بررسی توابع پایه مختلف در بررسی پدیده تراوش

 Muliquadraticهدف از این بخش، معرفی کردن تابع پایه مناسب برای توصیف پدیده تراوش است. در بررسی مسئله با تابع پایه 

 Multiترسیم گردید. برای بررسی سایر توابع پایه  9صورت شکل فرم مناسب بهپتانسیل زیر سد به نقطه، خطوط هم 133با در نظر گرفتن 

Quadratic ،Gaussian،Poli harmonic  ،Conical ،Inverse Multi Quadric و Inverse Quadratic  نقطه در نظر گرفته  133نیز همان

شود که در حل مشاهده می 9نشان داده شده است. با دقت در شکل  9شود. خطوط هم پتانسیل رسم شده برای این توابع در شکل می

کارایی بهتری را  MQمسائل، فقط کم بودن خطا ملاک نبوده و از میان توابع پایه مختلف، برای رسم خطوط هم پتانسیل فقط تابع عددی 

مطابق با  لیپتانسرسم خطوط هم ییتوانا Multi Quadraticفقط تابع در حل مسئله تراوش از نقطه نظر هیدرولیکی را دارا می باشد. 

خطوط  انگریب تواندیتوابع نم ریرسم شده توسط سا لیپتانسرسم شده توسط روش المان محدود را دارد. خطوط هم لیپتانسخطوط هم

 ست.ا بالا زیمحاسبات ن یخطا یاز طرف و بر مرزها عمود نبوده لیپتانسخطوط هم شودیمشاهده مهمچنین سد باشد.  ریز لیپتانسهم

 

 
 

 Poliharmonicتابع  Multi Quadratic  تابع

 

 

 α=0.52                      RMSE=0.0108(m) 

 

X(m) 

Y
(m

) 

α=2                           RMSE=0.2973(m) 

 

Y
(m

) 

X(m) 

https://en.wikipedia.org/w/index.php?title=Inverse_multiquadric&action=edit&redlink=1
https://en.wikipedia.org/w/index.php?title=Inverse_quadratic&action=edit&redlink=1
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 Conical  تابع Gussian  تابع

 

 

 

 
 

 
 

 Inverse Quadratic تابع  Inverse Multiquadratiتابع 

 

 

 

 پتانسیل زیر سد با استفاده از توابع پایه مختلفهم خطوط : 9شکل

 گیرینتیجه -4

 باشد:شرح ذیل میدر حالت کلی برای حالت ماندگار و غیرماندگار نتایج به

 برای حالت ماندگار

ناحیه حل و چند توان با استفاده از چند نقطه در داخل ها، میدست آوردن تقریب مناسبی از جواببرای حل اولیه مسائل و به -1

نقطه در مرز دریکله و سه نقطه در مرز نیومن در نظر  3عنوان تقریب اولیه کار گرفت. در این مطالعه بهنقطه روی مرزها روش فوق را به

 دست آمد.به 0004/0برابر با  RMSEو میزان خطای  55/0گرفته شد. در تقریب اولیه ضریب شکل 

عنوان تقریب اولیه قابل قبول بوده و علی رغم داشتن خطای اربرد چند نقطه برای حل بهمشاهده شد که نتایج حاصل از ک -2

نقطه، توجیه  133و  91، 45، 25ترتیب برای به %29/96و  %03/97، %54/95، %53/99نقطه و  15نسبت به  %04/99میزان تر بهکم

 اشد.بپتانسیل زیر سد کافی نمیهیدرولیکی نداشته و برای رسم خطوط هم

 باشد.های اولیه به جواب اصلی نزدیک میاست که تقریب 52/0و نقاط زیاد  55/0دست آمده برای نقاط کم ضریب شکل به -3

X(m) 

Y
(m

) 

α=2.8                RMSE=28.3737(m) 

 

X(m) 

α=15                           RMSE=0.2198(m) 

 

Y
(m

) 

α=0.5                           RMSE=0.8627(m) 

 

α=0.2                           RMSE=0.3491(m) 

 

X(m) X(m) 

Y
(m

) 

Y
(m

) 
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ای انتخاب شوند که معرف هندسه مسئله گونهقاعده خاصی وجود ندارد ولی باید به RBFدر انتخاب موقعیت نقاط به روش -4

 باشند.

 دست آورد.خواه بهتوان میزان هد آب را در هر نقطه دلشدن مقدار ضریب شکل، میبا حل مسئله و کالیبره  -5

نقطه به مقدار قابل قبول  133با افزایش تعداد نقاط به  RMSEبا بررسی هیدرولیک حاکم بر مسئله و بر اساس آن، خطای  -6

بر مسئله از جمله مقدار خطا، مقدار ضریب شکل، میزان یابد. در انتخاب تعداد نقاط بهینه، بایستی هیدرولیک حاکم کاهش می 0105/0

های موجود و همگرایی مسئله مورد توجه قرار گیرد و صرف پائین پوشانی ناحیه محاسباتی، تطابق کانتورهای رسم شده با سایر روشهم

 بودن میزان خطا دلیل مناسبی برای انتخاب تعداد نقاط بهینه نیست.

 در توصیف مسئله تراوش نشان داده شد. MQعنوان تابع پایه، کارایی تابع کارگیری توابع مختلف بهبا به -7

 برای حالت غیر ماندگار

 پتانسیل باید هندسه و مرزها از طریق یک سری نقاط مشخص شوند.مشابه با حالت ماندگار، برای رسم خطوط هم -1

و معادله حاکم بستگی دارد، بنابراین ضریب شکل یکسانی برای حالت ماندگار و از آنجا که ضریب شکل تابع پایه، به هندسه  -2

سنجی انجام شده و مطابقت نتایج با نتایج حاصل از مطالعات پیشین، موضوع ذکر شده را کار گرفته شد. صحتبه 52/0غیرماندگار و برابر با 

 کند.تصدیق می

یابد ولی بعد از ثابت ماندن متر ، هد آبی در نقاط زیر سد نیز افزایش می 5/1متر به  5/0با افزایش هد آب در بالا دست سد از  -3

 رسد. مجدد ارتفاع آب در پشت سد، هد آبی در زیر سد نیز به مقدار ثابتی می
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