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In this paper, for the first time, a nonlinear analysis of the dynamic instability of a 

relatively thick curved structure equivalent to a composite wing layer is 

performed. For this purpose, the wing structure of the aircraft is considered as a 

relatively thick curved beam and modelling has been done using first-order shear 

theory. Van Carmen's large non-linear strain relationships have been used in 

strain components in a curved line environment. One of the most complex 

instability modes is axial excitation of the curved beam under a harmonic 

dynamic load despite a static constant value. These static loads (positive or 

negative) and dynamic harmonic load coefficient have a significant relationship 

with static buckling load. Considering the dynamic axial load, the dynamic 

equations governing the system and the equations of the boundary conditions are 

obtained using the Hamilton principle and the method of calculating the changes, 

and to solve them, the generalized numerical differential squaring method is used. 

Also in this paper, for the first time, by solving the final algebraic nonlinear 

equations, the stability region of a relatively thick curved beam is determined as 

changes in the excitation frequency in terms of dynamic load. To determine the 

effects of different parameters on natural frequencies, critical buckling load and 

beam stability range, different modes including different linear and nonlinear 

kinematic models, different values of static load, length to beam thickness ratio 

and radius of curvature along with beam types Flat and curved composite layers 

have been considered. As one of the most important results, the results show that 

considering different combinations of fibbers, the amount of curvature as well as 

the geometric nonlinearity of the material is important and will have a great 

impact on the predicted responses for the dynamic instability region. 
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 یلیفرانسید عیاول و روش حل ترب
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 ص(، تهران، ایران) اءیالانبخاتماستادیار، دانشکده مکانیک، دانشگاه پدافند هوایی  -1

 استاد، دانشکده هوافضا، دانشگاه صنعتی مالک اشتر، تهران، ایران -2
 

 چکیده
ر در این مقاله، تحلیل ناپایداری دینامیکی سازه بال هواپیما مورد بررسی قرار گرفته است. برای این منظور سازه بال هواپیما به صورت تی

کارمن برای در نظر گرفتن -ی انجام و سپس از روابط فنسازمدلیکسر گیردار در نظر گرفته شده و با استفاده از تئوری برشی مرتبه اول 
غیرخطی بودن هندسی ماده استفاده شده است. در ادامه با استفاده از اصل همیلتون در روش انرژی، معادلات دیفرانسیلی با مشتقات 

تبدیل این معادلات به فرم متناظر با یافته برای اند. روش حل عددی تربیع دیفرانسیلی تعمیمی و شرایط مرزی تیر استخراج شدهجزئ
مشتقات معمولی به کار گرفته شده است. با حل دسته معادلات غیرخطی جبری نهایی، ناحیه پایداری تیر به صورت تغییرات فرکانس 

کمانش و های طبیعی، بار بحرانی تحریک برحسب بار دینامیکی تعیین شده است. برای تعیین اثرات پارامترهای مختلف بر فرکانس
های سینماتیکی خطی و غیرخطی، مقادیر متفاوت بار استاتیکی، نسبت طول به های مختلفی شامل انواع مدلمحدوده پایداری تیر، حالت

ترین دستاوردهای اند. به عنوان یکی از مهمکامپوزیت مورد توجه قرار گرفته هیچندلاضخامت تیر و شعاع انحنا به همراه انواع تیرهای 
غیرخطی بودن هندسی ماده  طورنیهمهای متفاوتی از الیاف، میزان خمیدگی و دهند که در نظر گرفتن ترکیبنتایج نشان می حاصل،

 .بینی شده خواهد داشتهای پیشفراوانی بر پاسخ ریتأثحائز اهمیت بوده و 

 بار بحرانی کمانش. ،همیلتوناصل ، تیرهای کامپوزیتیناپایداری دینامیکی،  سازه بال هواپیما، :کلمات کلیدی
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 مقدمه -1

 عمدتاًهایی است که شرایط کاری چالش برانگیزی داشته و احتمال ناپایداری در آن بسیار بالا است. بال هواپیما از جمله سیستم

تبعات  طورنیهمتوان علت این امر را در تغییرات زیاد فشار و دما ناشی از تغییر شرایط جو جستجو کرد. از سوی دیگر، تلفات جانی و می

لیل روانی به وجود آمده در جامعه به تبع وقوع سوانح هوایی ناشی از ناپایداری بال هواپیما هزینه بالایی به همراه خواهد داشت. به همین د

[ به تحلیل 1ای برخوردار است. چن و همکاران ]هایی از اهمیت ویژهبر ناپایداری چنین سازه مؤثره لزوم تحلیل پارامترهای است ک

نازک فرض شده و اثرات میدان پیزوالکتریک نیز در  موردنظراند. تیر ناپایداری دینامیکی تیرهای دو سر گیردار کامپوزیت چندلایه پرداخته

های دینامیکی سیستم را با در نظر گرفتن مدار حلقه بسته، لایه پیزوالکتریک به عنوان عملگر و لایه پاسخ هاآنست. نظر گرفته شده ا

پیزوالکتریک دیگر به عنوان حسگر کنترل استفاده نمودند و در نتیجه، اثرات بازخورد کنترلی بر ناپایداری دینامیکی را مشخص کردند. در 

ناپایداری دینامیکی تیر ویسکوالاستیک با حرکت شتابدار هارمونیک در راستای محوری را بررسی [ 2]ان پژوهشی دیگر، چن و همکار

کردند. در این مقاله، شرایط مرزی به صورت گیردار در دو سوی تیر لحاظ شده و به منظور حل مساله، از روش عددی گلرکین استفاده شده 

های تیر و ستون را بررسی کرده است. در این تحقیق، از مدل دو بعدی با اثرات سازهناپایداری دینامیکی [ 2]است. آریستی زابال 

شود و شرایط مرزی معینی برای دو های برشی، انتقالی و چرخشی استفاده شده است. نیروی یکنواختی در طول سازه وارد میتغییرشکل

 و کمانش یبار بحرانی به همراه عیطب هایشخصات پایداری، فرکانسسر تیر یا ستون در نظر گرفته شده است. در این مقاله، علاوه بر م

های تولید شده از مواد مرکب است. تعیین محدوده پایداری دینامیکی در سازه شکل مودهای مربوط به ارتعاشات و کمانش نیز گزارش شده

 موارد ذیل اشاره کرد: توان بهچندلایه نیز در ادبیات فنی پیگیری شده است. از میان تحقیقات موجود می

ها را به صورت متقارن لایه هاآناند. را تحلیل نموده هیچندلا[ مساله ارتعاشات آزاد تیرهای کامپوزیت 0چاندراشکارا و همکاران ]

ن به بررسی تواهای این تحقیق میدر نظر گرفته و اثرات اینرسی چرخشی و تغییر شکل برشی را در محاسبات لحاظ نمودند. از دیگر ویژگی

، تحلیلی جامع از کمانش تیرهای کامپوزیت 1[ با استفاده از روش تحلیل ایزو ژئومتریک5شرایط مرزی مختلف اشاره کرد. وانگ و همکاران ]

ع های عددی بررسی شده، انوااند. در مثالبا شرایط مرزی مختلف را ارائه نموند. معادلات مساله بر اساس اصل کار مجازی استخراج شده

کمانش -[ رفتار ارتعاشات آزاد و پسا6ها و زوایای مختلف در نظر گفته شده است. امام و نایفه ]تیرهای کامپوزیت چندلایه با تعداد لایه

انتگرالی غیرخطی به صورت تحلیلی حل  –تیرهای کامپوزیت چندلایه را تحلیل نمودند. برای این کار، معادله مرتبه چهارم دیفرانسیلی 

های مختلفی از شرایط مرزی گیردار و ساده انجام شده است. همچنین، های دقیق ارائه شده است. چنین کاری برای ترکیباسخشده و پ

های تحلیلی مربوطه به دست آمده است. ، مساله خطی ارتعاشات تحت کمانش نیز تحلیل شده و پاسخ2حول اولین پیکربندی کمانش یافته

های پایه و نیروی بحرانی کمانش در تیرهای کامپوزیت چندلایه با قید یکسر پایداری دینامیکی، فرکانس[ ناحیه 7کیرال و همکاران ]

های سنجیای بر مبنای تحلیل اجزاء محدود انجام شده است. همچنین، صحتی رایانهسینوبرنامهگیردار را تعیین نمودند. این کار به کمک 

شود. در پژوهشی دیگر، کاراگاک و افزاری میهای آزمایشگاهی و تحلیل نرمتایج با یافتهمختلفی گزارش شده است که شامل مقایسه ن

گیرند. مسائل اند که بر روی بستر الاستیک قرار می[ مساله ناپایداری دینامیکی تیرهای چندلایه یکسر گیرداری را تحلیل کرده8همکاران ]

[ بررسی شده است. با ترکیبی از شرایط مرزی 9ی شکل توسط چاند و همکاران ]ناپایداری استاتیکی و دینامیکی تیرهای دوار مخروط

بندی شده و نیروی محرک خارجی و تغییرات دما در مدل گنجانده شده است. به کمک رهیافت انرژی، مساله فرمول ریتأثگیردار و ساده، 

انتها نیز مطالعه پارامتری به ازای عوامل مختلف مانند سپس از روش گلرکین برای حل معادلات در حوزه مکان استفاده شده است. در 

به  توانیمی کامپوزیتی نیز تحقیقاتی صورت گرفته که هاورقسرعت چرخش و تغییر دما انجام شده است. در خصوص ناپایداری دینامیکی 

 دو مورد ذیل اشاره نمود.

[ تحلیل شده 11با نانولوله کربنی توسط رفیعی و همکاران ] شدهتیتقوهای کامپوزیتی با در نظر گرفتن نواقص هندسی، ناپایداری ورق

های کوپله مکانیکی، گرمایی و الکتریکی را در محاسبات لحاظ کرده است. در این تحقیق، تئوری است. مساله مورد مطالعه اثرات میدان

                                                           
1 Isogeometric analysis 
2 Buckled configuration 
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کار گرفته شده است. به منظور حل مساله، روش کارمن به -( به همراه مدل غیرخطی با فرضیات فن2ریسنر-برشی ورق )تئوری میندلین

ی به معادلات دیفرانسیل معمولی و روش تعادل هارمونیک برای تبدیل این جزئگلرکین برای تبدیل معادلات دیفرانسیل با مشتقات 

ناپایداری  طورنیهماند. در تحقیقی دیگر، ارتعاشات اجباری غیرخطی و معادلات به معادلات متناظر جبری مورد استفاده قرار گرفته

 زمانهمتر مساله، اثرات سازی دقیقمطالعه شده است. برای مدل[ 11]های کامپوزیت توسط سینگا و داریپا دینامیکی غیرخطی در ورق

کارمن، انواع -برشی مرتبه اول و فرضیات غیرخطی فنای در نظر گرفته شده است. بر اساس تئوری نیروهای فشاری جانبی و داخل صفحه

شرایط مرزی برای ورق لحاظ شده است. در نتیجه، رفتار غیرخطی سازه به کمک تحلیل اجزاء محدود در دامنه مکان به دست آمده است و 

 ترجامعدبیات بیان شد، به منظور مطالعه های حالت پایدار در دامنه زمان نیز محاسبه شده است. افزون بر آنچه تا به اینجا در مرور اپاسخ

 [ مراجعه نمود.12-17توان به مقالات ]های مرکب چندلایه در ابعاد بزرگ و کوچک، میدر خصوص رفتار مکانیکی انواع سازه

با هندسه های شود که تحقیقاتی در حوزه پایداری استاتیکی و دینامیکی سازهبا عنایت به مطالب بیان شده در فوق، ملاحظه می

توان اشکال اساسی بر این تحقیقات وارد نمود و آن ، میحالنیباااز مواد ایزوتروپیک، کامپوزیت چندلایه انجام شده است.  شده ساختهتیر و 

اند. آنچه در ها به تعیین محدوده پایداری بر اساس فرض خطی بودن مدل سینماتیکی اختصاص داده شدهاین که حجم عمده این پژوهش

تحقیق حاضر پیشنهاد شده است، مشتمل بر بررسی ناپایداری دینامیکی انواع تیرهای تخت و خمیده نازک و ضخیم ساخته شده از ماده 

شود که اطلاعات مفیدی را در سازی چنین پژوهشی، تحلیلی جامع و در عین حال کاربردی ارائه میچندلایه کامپوزیتی است. با پیاده

دهد که مورد مشابهی برای آن وجود ندارد. نکته حائز اهمیت و هدف از پژوهش حاضر آن است که صنعتی قرار میاختیار جامعه علمی و 

های هوایی کاربرد داشته و به این ترتیب، روند تحلیل مساله در حالت کلی و نتایج هایی در زمینه ناپایداری دینامیکی بال سازهچنین داده

 ستفاده خواهد بود.به دست آمده به طور خاص مورد ا

 معادلات استخراج -2

شود؛ سپس بر اساس تئوری برشی مرتبه اول و با در نظر ابتدا هندسه تیر مستقیم و خمیده یکسر گیردار معرفی می بخش، این در

تیر چندلایه بندی شده و معادلات حاکم بر جابجایی، انرژی کرنشی، جنبشی و کار نیروی محوری فرمول –گرفتن رابطه غیرخطی کرنش 

و از روش تربیع دیفرانسیلی برای حل معادلات ؛ آیدشود؛ سپس معادلات حرکت و شرایط مرزی از اصل همیلتون به دست میاستخراج می

 .شوداستفاده می

 مورد مطالعه هندسی مدل -1-2

. این تیر از جنس شودیمدر نظر گرفته  𝐿و نیز طول  ℎ، ضخامت 𝑏، تیری با مشخصات سطح مقطع شامل عرض 1مطابق شکل 

باشد. جنس فیبر از نوع ماده ارتوتروپیک انتخاب شده های مختلفی از فیبر میای که دارای لایهمواد مرکب ساخته شده است؛ و به گونه

، ضرایب 𝐸22و  𝐸11عرضیاست و در نتیجه، خواص ماده در جهات گوناگون متفاوت خواهد بود. لذا، مدول الاستیسیته در جهات طولی و 

 شود. برای تیر لحاظ می 𝜌و چگالی  𝐺13 ،𝐺23 ،𝐺12های برشی ، مدول𝜈21و  𝜈12پوآسون 

، هدف از مطالعه حاضر بررسی رفتار مکانیکی تیر تخت و خمیده در معرض بارگذاری محوری متغیر با زمان 2مطابق با شکل 

𝑃(𝑡) شود. بر اساس نمای دو بعدی نشان ایداری تیر خواهد شد، به صورت هارمونیک اعمال میاست. این نیروی محوری که منجر به ناپ

 𝑥که متغیرهای مکانیکی تیر تخت )جابجایی، تنش، کرنش( تابعی از مختصات کارتزین  شود، ملاحظه می2داده شده از این تیرها در شکل 

راستای  دهندهنشانشود که به ترتیب در نظر گرفته می 𝑠و  𝑧هستند. این در حالی است که در تیرهای خمیده، مختصات قطبی  𝑧و 

𝐿شعاعی و محیطی هستند. در این حالت، طول تیر برابر است با  = 𝑅𝜃  که𝑅  شعاع انحنا بوده و𝜃  .زاویه انحنا است 

 

                                                           
3 Mindlin-Reissner theory 
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 با شرایط مرزی یکسر گیردار و در معرض ناپایداری دینامیکی هیچندلاشماتیک تیر تخت کامپوزیت  : 1شکل

 
 شماتیک تیرهای تخت و خمیده : 2شکل

 معادلات حاکم در تیرهای کامپوزیت چندلایه -2-2

ها در راستای ها و کرنششود که تنشدر نظر گرفته می 0ایپوسته استوانهبرای تعیین معادلات حرکت، تیر خمیده به صورت یک 

دهد(، محدوده محورهای راستای عمود بر صفحه را نشان می 𝑦)که  2در شکل  𝑠- 𝑦- 𝑧هستند. در دستگاه  نظرصرفطولی آن قابل 

0مختصات عبارت است از:  < 𝑠 < 𝐿 ،0 < 𝑦 < 𝑏  و−ℎ 2⁄ < 𝑧 < ℎ مرتبه اول برشی، میدان جابجایی تیر برابر . لذا، بر اساس تئوری ⁄2

 است با

𝑢1 = 𝑢(𝑠, 𝑡) + 𝑧𝜓(𝑠, 𝑡), 𝑢2 = 0, 𝑢3 = 𝑤(𝑠, 𝑡) (1)  

 شوند.جابجایی خطی با روابط زیر به فرم غیرخطی تبدیل می –کارمن، روابط کرنش -با در نظر گرفتن فرضیات غیرخطی فن

휀𝑠𝑠 =
𝜕𝑢1

𝜕𝑠
+

1

𝑅
𝑢3 +

1

2
(
𝜕𝑤

𝜕𝑠
)

2

=
𝜕𝑢

𝜕𝑠
+

𝑤

𝑅
+ 𝑧

𝜕𝜓

𝜕𝑠
+

1

2
(
𝜕𝑤

𝜕𝑠
)

2

, 

휀𝑠𝑧 =
1

2
(
𝜕𝑢3

𝜕𝑠
+

𝜕𝑢1

𝜕𝑧
−

1

𝑅
𝑢1) =

1

2
(
𝜕𝑤

𝜕𝑠
+ 𝜓 −

𝑢

𝑅
) 

(2)  

 زیر 5با توجه به روابط ساختاری

                                                           
4 Cylindrical shell 

5 Constitutive relations 

𝐿 

𝐿 

𝑅 
𝜃 

𝑥 

𝑧 𝑧 

𝑠 
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𝜎𝑠𝑠 = �̅�11휀𝑠𝑠, 𝜎𝑠𝑧 = �̅�55휀𝑠𝑧 (2)  

 .شوندنیروها و گشتاورهای منتجه در تیر کامپوزیت به قرار زیر تعریف می

𝑁 = ∫𝜎𝑠𝑠𝑑𝑆
𝑆

= 𝐴11 (
𝜕𝑢

𝜕𝑠
+

𝑤

𝑅
+

1

2
(
𝜕𝑤

𝜕𝑠
)

2

) + 𝐵11

𝜕𝜓

𝜕𝑠
 (4) 

𝑀 = ∫𝜎𝑠𝑠𝑧𝑑𝑆
𝑆

= 𝐵11 (
𝜕𝑢

𝜕𝑠
+

𝑤

𝑅
+

1

2
(
𝜕𝑤

𝜕𝑠
)

2

) + 𝐷11

𝜕𝜓

𝜕𝑠
 (5)  

𝑄 = ∫𝜎𝑠𝑧𝑑𝑆
𝑆

= 𝐴55 (
𝜕𝑤

𝜕𝑠
+ 𝜓 −

𝑢

𝑅
) (6)  

 [18، 19از ] اندعبارتای دلخواه از تیرهای کامپوزیت چندلایه در لایه 6در این روابط، ثوابت الاستیک

{𝐴11, 𝐵11, 𝐷11} = 𝑏 ∫ �̅�11{1, 𝑧, 𝑧2} 𝑑𝑧

ℎ
2

−
ℎ
2

, 𝐴55 = 𝑘𝑠𝑏 ∫ �̅�55 𝑑𝑧

ℎ
2

−
ℎ
2

 (7) 

 شود.به صورت زیر محاسبه می 7افتهیانتقالضریب تصحیح برشی بوده و ضرایب سفتی  𝑘s(7در رابطه )

�̅�11 = 𝑄11 cos4 𝜃 + 𝑄22 sin4 𝜃 + 2(𝑄12 + 2𝑄66) cos2 𝜃 sin2 𝜃 (8) 

�̅�55 = 𝐺13 cos2 𝜃 + 𝐺23 sin2 𝜃 (9) 

 زاویه فیبر با راستای طولی تیر را نشان داده و ضرایب سفتی اولیه برابر هستند با 𝜃که در آن، 

𝑄11 =
𝐸11

1 − 𝜈12𝜈21

, 𝑄22 =
𝐸22

1 − 𝜈12𝜈21

, 𝑄12 =
𝐸11𝜈21

1 − 𝜈12𝜈21

=
𝐸22𝜈12

1 − 𝜈12𝜈21

, 𝑄66 = 𝐺12  (11)  

 شودلایه فیبر تشکیل شده باشد، رابطه ثوابت الاستیک به صورت زیر بازنویسی می 𝑁از تعداد  موردنظرچنانچه تیر 

𝐴11 = 𝑏 ∑ �̅�11;𝑘(ℎ𝑘 − ℎ𝑘−1)

𝑁

𝑘=1

,   𝐵11 =
𝑏

2
∑ �̅�11;𝑘(ℎ𝑘

2 − ℎ𝑘−1
2 )

𝑁

𝑘=1

,   𝐷11 =
𝑏

3
∑ �̅�11;𝑘(ℎ𝑘

3 − ℎ𝑘−1
3 )

𝑁

𝑘=1

, 

𝐴55 = 𝑘𝑠𝑏 ∑ �̅�55;𝑘(ℎ𝑘 − ℎ𝑘−1)

𝑁

𝑘=1

,   𝐵55 = 𝑘𝑠

𝑏

2
∑ �̅�55;𝑘(ℎ𝑘

2 − ℎ𝑘−1
2 )

𝑁

𝑘=1

,   𝐷55 = 𝑘𝑠

𝑏

3
∑ �̅�55;𝑘(ℎ𝑘

3 − ℎ𝑘−1
3 )

𝑁

𝑘=1

 

(11) 

 حدود ضخامت لایه هستند. ℎ𝑘و  ℎ𝑘−1ام بوده، -𝑘در لایه  افتهیانتقالضرایب  �̅�𝑖𝑗;𝑘که 

 شودبه این ترتیب، انرژی کرنشی سازه به صورت زیر نوشته می

                                                           
6 Elastic constants 
7 Transformed 
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Π𝑆 =
1

2
∫ ∫(𝜎𝑠𝑠휀𝑠𝑠 + 𝜎𝑠𝑧휀𝑠𝑧) 𝑑𝑆

𝑆

𝑑𝑠
𝐿

0

=
1

2
∫ {𝑁 (

𝜕𝑢

𝜕𝑠
+

𝑤

𝑅
+

1

2
(
𝜕𝑤

𝜕𝑠
)

2

) + 𝑀
𝜕𝜓

𝜕𝑠
+ 𝑄 (

𝜕𝑤

𝜕𝑠
+ 𝜓 −

𝑢

𝑅
)}𝑑𝑠

𝐿

0

 (12) 

 همچنین، انرژی جنبشی تیر عبارت است از

Π𝑇 =
1

2
∫ ∫ 𝜌 ((

𝜕𝑢1

𝜕𝑡
)

2

+ (
𝜕𝑢2

𝜕𝑡
)

2

+ (
𝜕𝑢3

𝜕𝑡
)

2

)𝑑𝑆
𝑆

𝑑𝑠
𝐿

0

= 

1

2
∫ ∫ 𝜌 ((

𝜕𝑢

𝜕𝑡
+ 𝑧

𝜕𝜓

𝜕𝑡
)

2

+ (
𝜕𝑤

𝜕𝑡
)

2

)𝑑𝑆
𝑆

𝑑𝑠
𝐿

0

=
1

2
∫ (𝐼1 (

𝜕𝑢

𝜕𝑡
)

2

+ 2𝐼2 (
𝜕𝑢

𝜕𝑡
) (

𝜕𝜓

𝜕𝑡
) + 𝐼3 (

𝜕𝜓

𝜕𝑡
)

2

+ 𝐼1 (
𝜕𝑤

𝜕𝑡
)

2

)𝑑𝑠
𝐿

0

 

(12) 

 شوند.در تیرهای چندلایه طبق روابط زیر نوشته می 8که در آن، ضرایب اینرسی

{𝐼1, 𝐼2, 𝐼3} = 𝑏 ∫ 𝜌{1, 𝑧, 𝑧2} 𝑑𝑧

ℎ
2

−
ℎ
2

 (10) 

 نشان داده شده است و به ناپایداری سیستم منجر خواهد شد، به شکل  1که در شکل  𝑃علاوه بر آن، کار حاصل از نیروی محوری 

 شودمحاسبه می (15رابطه )

Π𝑊 =
1

2
∫ 𝑃 (

𝜕𝑤

𝜕𝑠
)

2

𝑑𝑠
𝐿

0

 (15) 

 دارد کهاصل همیلتون بیان می

∫ 𝛿(Π𝑇 − Π𝑠 + Π𝑊)𝑑𝑡
𝑡2

𝑡1

= 0  (16) 

زمان است. با محاسبه تغییرات توابع انرژی نسبت به پارامترهای جابجایی  دهندهنشان 𝑡نماد تغییرات بوده و  𝛿(، 16در رابطه )

 شود.تیر، معادلات با مشتقات جزئی زیر استخراج می

𝜕𝑁

𝜕𝑠
+

𝑄

𝑅
= 𝐼1

𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
+ 𝐼2

𝜕2𝜓

𝜕𝑡2
 (17) 

𝜕𝑄

𝜕𝑠
+

𝜕

𝜕𝑠
(𝑁

𝜕𝑤

𝜕𝑠
) −

𝑁

𝑅
− 𝑃

𝜕2𝑤

𝜕𝑠2
= 𝐼1

𝜕2𝑤

𝜕𝑡2
 (18) 

𝜕𝑀

𝜕𝑠
− 𝑄 = 𝐼3

𝜕2𝜓

𝜕𝑡2
+ 𝐼2

𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
 (19) 

 از اندعبارتشرایط مرزی در دو انتهای تیر نیز 

                                                           
8 inertia coefficient 
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𝑁 = 0 or   𝛿𝑢 = 0 @𝑠 = 0, 𝐿 (21)  

𝑁
𝜕𝑤

𝜕𝑠
+ 𝑄 = 0 or   𝛿𝑤 = 0 @𝑠 = 0, 𝐿 (21)  

𝑀 = 0 or   𝛿𝜓 = 0 @𝑠 = 0, 𝐿 22) ) 

 شوندبا جایگذاری پارامترهای منتجه، معادلات نهایی حرکت به شکل زیر نوشته می

𝐴11 (
𝜕2𝑢

𝜕𝑠2
+

1

𝑅

𝜕𝑤

𝜕𝑠
+

𝜕𝑤

𝜕𝑠

𝜕2𝑤

𝜕𝑠2
) + 𝐵11

𝜕2𝜓

𝜕𝑠2
+

𝐴55

𝑅
(
𝜕𝑤

𝜕𝑠
+ 𝜓 −

𝑢

𝑅
) = 𝐼1

𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
+ 𝐼2

𝜕2𝜓

𝜕𝑡2
 (22) 

𝐴55 (
𝜕2𝑤

𝜕𝑠2
+

𝜕𝜓

𝜕𝑠
−

1

𝑅

𝜕𝑢

𝜕𝑠
) + 𝐴11 (

𝜕𝑢

𝜕𝑠

𝜕2𝑤

𝜕𝑠2
+

𝜕2𝑢

𝜕𝑠2

𝜕𝑤

𝜕𝑠
+

3

2
(
𝜕𝑤

𝜕𝑠
)

2 𝜕2𝑤

𝜕𝑠2
) + 𝐵11 (

𝜕𝜓

𝜕𝑠

𝜕2𝑤

𝜕𝑠2
+

𝜕2𝜓

𝜕𝑠2

𝜕𝑤

𝜕𝑠
)

−
𝐴11

𝑅
(
𝜕𝑢

𝜕𝑠
+

𝑤

𝑅
+

1

2
(
𝜕𝑤

𝜕𝑠
)

2

) −
𝐵11

𝑅

𝜕𝜓

𝜕𝑠
− 𝑃

𝜕2𝑤

𝜕𝑠2
= 𝐼1

𝜕2𝑤

𝜕𝑡2
 

(20) 

𝐵11 (
𝜕2𝑢

𝜕𝑠2
+

1

𝑅

𝜕𝑤

𝜕𝑠
+

𝜕𝑤

𝜕𝑠

𝜕2𝑤

𝜕𝑠2
) + 𝐷11

𝜕2𝜓

𝜕𝑠2
− 𝐴55 (

𝜕𝑤

𝜕𝑠
+ 𝜓 −

𝑢

𝑅
) = 𝐼3

𝜕2𝜓

𝜕𝑡2
+ 𝐼2

𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
 (25) 

 همچنین، شرایط مرزی مختلف نیز عبارت است از

 گاه گیردار:تکیه

𝑢 = 𝑤 = 𝜓 = 0 (26) 

 گاه ساده:تکیه

𝑢 = 𝑤 = 𝐵11 (
𝜕𝑢

𝜕𝑠
+

𝑤

𝑅
+

1

2
(
𝜕𝑤

𝜕𝑠
)

2

) + 𝐷11

𝜕𝜓

𝜕𝑠
= 0 (27) 

 سر آزاد:

𝐴11 (
𝜕𝑢

𝜕𝑠
+

𝑤

𝑅
+

1

2
(
𝜕𝑤

𝜕𝑠
)

2

) + 𝐵11

𝜕𝜓

𝜕𝑠
= 

𝐴11 (
𝜕𝑢

𝜕𝑠

𝜕𝑤

𝜕𝑠
+

𝑤

𝑅

𝜕𝑤

𝜕𝑠
+

1

2
(
𝜕𝑤

𝜕𝑠
)

3

) + 𝐵11

𝜕𝑤

𝜕𝑠

𝜕𝜓

𝜕𝑠
+ 𝐴55 (

𝜕𝑤

𝜕𝑠
+ 𝜓 −

𝑢

𝑅
) = 

𝐵11 (
𝜕𝑢

𝜕𝑠
+

𝑤

𝑅
+

1

2
(
𝜕𝑤

𝜕𝑠
)

2

) + 𝐷11

𝜕𝜓

𝜕𝑠
= 0 

(28) 
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 روش حل -3 -2

در این تحقیق، برای حل معادلات از روش تربیع دیفرانسیلی استفاده شده است. به این ترتیب، معادلات دیفرانسیلی با مشتقات 

گیر تعریف شده مشتقشوند. برای این کار در این روش، از اپراتورهای ی به شکل معادلات دیفرانسیلی معمولی در حوزه زمان تبدیل میجزئ

نقطه در طول تیر، توزیع نقاط به صورت زیر در نظر  𝑛سازی دامنه تیر است. با در نظر گرفتن شود. این امر مستلزم گسستهبهره گرفته می

 .شودیمگرفته 

 

𝑠𝑖 =
𝐿

2
(1 − cos

𝑖 − 1

𝑛 − 1
𝜋) , 𝑖 = 1,2, … , 𝑛 

(29)  

از اندعبارتها هستند. لذا، بردارهای این مؤلفه های جابجایی در این نقاطدرجات آزادی سیستم شامل مؤلفه  

𝐮 = [𝑢1 𝑢2 … 𝑢𝑛]T, 𝐰 = [𝑤1 𝑤2 … 𝑤𝑛]T, 𝚿 = [𝜓1 𝜓2 … 𝜓𝑛]T, … (21)  

 .آیدبه صورت زیر به دست می uام برداری مانند -𝑟به این ترتیب، مشتق مکانی 

𝜕𝑟u

𝜕𝑥𝑟
= D(r)u (31) 

𝐃(1)اول )های ماتریس ضرایب وزنی از مرتبه که در آن، درایه = [𝐷𝑖𝑗
𝐃(𝑟)های بالا )( تا مرتبه[(1) = [𝐷𝑖𝑗

(𝑟)] به شکل زیر )

 شوندتعریف می

𝐷𝑖𝑗
(1) =

∏ (𝑥𝑖 − 𝑥𝑘)
𝑛
𝑘=1,𝑘≠𝑖

(𝑥𝑖 − 𝑥𝑗) ∏ (𝑥𝑗 − 𝑥𝑘)
𝑛
𝑘=1,𝑘≠𝑗

 ,            𝑖, 𝑗 = 1,… , 𝑛 ,   𝑖 ≠ 𝑗 (22)  

𝐷𝑖𝑗
(𝑟) = 𝑟 (𝐷𝑖𝑖

(𝑟−1)𝐷𝑖𝑗
(1) −

𝐷𝑖𝑗
(𝑟−1)

(𝜉𝑖 − 𝜉𝑗)
) ,          𝑖, 𝑗 = 1,… , 𝑛 ,   𝑖 ≠ 𝑗,   𝑟 = 2,… , 𝑛 − 1 (22)  

 .شوندبه صورت زیر نوشته می هیچندلاسازی شده معادلات حرکت تیر پس از تعدادی عملیات ریاضی، فرم گسسته

𝐴11 (D(2)u +
1

𝑅
D(1)w + (D(1)w) ∘ (D(2)w)) + 𝐵11D

(2)Ψ = 𝐼1ü + 𝐼2Ψ̈ (20)  

𝐴55 (D(2)w + D(1)Ψ −
1

𝑅
D(1)u)

+ 𝐴11 ((D(1)u) ∘ (D(2)w) + (D(2)u) ∘ (D(1)w) +
3

2
(D(1)w) ∘ (D(1)w) ∘ (D(2)w)) 

+𝐵11 ((D(1)Ψ) ∘ (D(2)w) + (D(2)Ψ) ∘ (D(1)w)) −
𝐴11

𝑅
(D(1)u +

1

𝑅
w +

1

2
(D(1)w) ∘ (D(1)w)) −

𝐵11

𝑅
D(1)Ψ

− 𝑃D(2)w = 𝐼1ẅ 

(25) 

𝐵11 (D(2)u +
1

𝑅
D(1)w + (D(1)w) ∘ (D(2)w)) + 𝐷11D

(2)Ψ − 𝐴55 (D(1)w + Ψ −
1

𝑅
u) = 𝐼3Ψ̈ + 𝐼2ü (26)  
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 26تا  20بیانگر ضرب درایه به درایه در بردارها است. اکنون معادلات  ∘ 9نماد مشتق زمانی بوده و ضرب هادامارد ⋅در این روابط، 

 کنیم.در مسائل دینامیکی بازنویسی می 11را به فرم استاندارد معادلات دافینگ

Mq̈ + (K − 𝑃K𝑔)q = 0 (27) 

 برابر است با 𝐪، بردار جابجایی (27)که در رابطه 

q = [

u
w
ψ

] (28)  

 از اندعبارتبه ترتیب  K𝑔و ماتریس سفتی هندسی  Mهمچنین، ماتریس اینرسی 

M = [

𝐼1I 0 𝐼2I
0 𝐼1I 0
𝐼2I 0 𝐼3I

] (29) 

K𝑔 = [
0 0 0
0 D(2) 0
0 0 0

] (01)  

Iکه  = D(0) 11بیانگر ماتریس همانی ( است. همچنین، ماتریس سفتی سازه شامل قسمت خطیK𝑙 قسمت غیرخطی مرتبه دوم ،)

(K𝑛1( و غیرخطی مرتبه سوم )K𝑛2به صورت زیر نوشته می ).شود 

K = K𝑙 +
1

2
K𝑛1 +

1

3
K𝑛2 (01)  

K𝑙 =

[
 
 
 
 
 𝐴11D

(2)
𝐴11

𝑅
D(1) 𝐵11D

(2)

−(
𝐴11 + 𝐴55

𝑅
)D(1) 𝐴55D

(2) −
𝐴11

𝑅2
D(0) (𝐴55 −

𝐵11

𝑅
) D(1)

𝐵11D
(2) +

𝐴55

𝑅
D(0) (

𝐵11

𝑅
− 𝐴55)D(1) 𝐷11D

(2) − 𝐴55D
(0)

]
 
 
 
 
 

 (02) 

K𝑛1 = P1(〈Q1q〉Q2 + 〈Q2q〉Q1) (02)  

K𝑛2 = P2(〈Q3q〉〈Q4q〉Q5 + 〈Q5q〉〈Q3q〉Q4 + 〈Q4q〉〈Q5q〉Q3) (00)  

-های ضرایب و اپراتورهای مشتقاست. ماتریس Xمتناظر با بردار  12ماتریس قطری 〈X〉های غیرخطی، در روابط مربوط به قسمت

 از: اندعبارتگیر به ترتیب 

                                                           
9 Hadamard product 
10 duffing equation 
11 identity matrix 
12 diagonal matrix 
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𝐏1 = [

𝐴11𝐈 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎

𝟎 𝐴11𝐈 𝐴11𝐈 𝐵11𝐈 𝐵11𝐈 −
𝐴11

2𝑅
𝐈

𝐵11𝐈 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎 𝟎

] , 𝐏2 = [

𝟎
3

2
𝐴11𝐈

𝟎

] (05)  

Q1 =

[
 
 
 
 
 

0 D(1) 0
D(1) 0 0
0 D(1) 0
0 0 D(1)

0 D(1) 0
0 D(1) 0 ]

 
 
 
 
 

, Q2 =

[
 
 
 
 
 

0 D(2) 0
0 D(2) 0

D(2) 0 0
0 D(2) 0
0 0 D(2)

0 D(1) 0 ]
 
 
 
 
 

, 

Q3 = [0 D(1) 0], Q4 = [0 D(1) 0], Q5 = [0 D(2) 0] 

(06) 

 تحلیل ناپایداری دینامیکی -3

برای تحلیل ناپایداری دینامیکی بال کامپوزیت هواپیما، بار محوری وارده بر تیر یکسر گیردار شامل نیروهای استاتیکی و 

 [.21شود ]دینامیکی به صورت زیر در نظر گرفته می

𝑃 = (𝛼 + 𝛽 cos(Ω𝑡))𝑃𝑐𝑟 
(

(07) 

( از بار 𝛽و  𝛼فرکانس تحریک خارجی است. همچنین، نیروهای استاتیکی و دینامیکی به صورت ضرایبی ) Ω(، 07در رابطه )

شود که پاسخ زمانی بینی میدر نظر گرفته شده است. از آنجا که نیروی اعمال شده به صورت هارمونیک است، پیش 𝑃𝑐𝑟بحرانی کمانش 

𝑇باشد که در آن  𝑚𝑇مساله دارای دوره تناوب  = 2π Ω⁄  دوره تناوب و𝑚 [، 21های انجام شده ]یک عدد صحیح است. طبق بررسی

 توان پاسخ زیر را پیشنهاد نمودپاسخ غالب در ناپایداری دینامیکی است. بنابراین، می 2𝑇شود که پاسخ با دوره ملاحظه می

q = q̅1 cos(Ω𝑡 2⁄ ) + q̅2 sin(Ω𝑡 2⁄ ) 
(

(08) 

 در معادلات حرکت، داریم (08)با جایگذاری رابطه 

(−
Ω2

4
[
M 0
0 M

] + [
K 0
0 K

] − [
(𝛼 +

1

2
𝛽)𝑃𝑐𝑟K𝑔 0

0 (𝛼 −
1

2
𝛽)𝑃𝑐𝑟K𝑔

]) [
q̅1

q̅2
] = 0 

(

(09) 

 اندعبارتدهد. لذا، فرم نهایی معادلات برداری فوق دو رابطه مستقل از یکدیگر را نشان می –شود که معادله ماتریسی مشاهده می

 از

(−
Ω2

4
M + K − (𝛼 ±

1

2
𝛽)𝑃𝑐𝑟K𝑔) q̅ = 0 

(

(51) 

 محاسبه خواهد شد. Ωحل شده و فرکانس تحریک  (51)معادله مقدار ویژه رابطه  بیترتنیابه
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 تحلیل نتایج -4

 اعتبارسنجی -1-4

 2صحت سنجی تیرهای کامپوزیت چندلایه مورد بررسی قرار گرفته است. برای این منظور در شکل  منظوربهدر این بخش 

ی انواع تیرهای کامپوزیت تخت نشان داده شده است. جنس مواد چندلایه شامل تغییرات فرکانس تحریک بر حسب مؤلفه دینامیکی بار برا

 با ضرایب الاستیک و پارامترهای هندسی زیر است. 12و مواد بافته شده [90/90/90/90]، [0/90/90/0]، [0/0/0/0]فیبرهای 

𝐸11 = 40.51 GPa, 𝐸22 = 13.69 GPa, 𝐺12 = 𝐺13 = 𝐺23 = 3.1 GPa, 𝜈 = 0.22, 𝜌 = 1830 kg m3⁄  

𝐿 = 300 mm, 𝑏 = 19 mm, ℎ = 1.2 mm 

[ نیز مقایسه شده است. برای این منظور، از غیرخطی بودن 7برای اطمینان از صحت محاسبات صورت گرفته، نتایج با مقاله ]

شود که به ازای مقادیر مختلف ضریب بار استاتیکی، شده و مدل سینماتیکی خطی در نظر گرفته شده است. مشاهده می نظرصرفهندسی 

𝛼 = 𝛼و  0 =  [ دارند 7، نتایج حاضر تطابق مناسبی با مرجع ]0.5

 

 [ در تیرهای چندلایه7: مقایسه ناحیه پایداری حاصل از مطالعه حاضر و مقاله ] 3شکل

 [0از ] اندعبارتپارامترهای این ماده 

𝐸11 = 145 GPa, 𝐸22 = 9.6 GPa, 𝐺12 = 𝐺13 = 4.1 GPa, 𝐺23 = 3.4 GPa, 𝜈 = 0.3, 𝜌 = 1520 kg m3⁄  

𝑏همچنین سطح مقطع تیر به صورت مربعی ) ℎ⁄ = ℎ( بوده و ضخامت آن 1 = 1 𝑐𝑚 شود.لحاظ می 

                                                           
13 woven material 
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 بررسی اثرات پارامترهای مختلف بر پایداری دینامیکی تیر -2-4

ها در روش تربیع دیفرانسیلی مورد پاسخ 10پیش از بررسی اثرات پارامترهای مختلف بر پایداری دینامیکی تیر، روند همگرایی

بدون بعد و نیز بار کمانش بدون بعد در سه مورد از تیرهای چهار لایه کامپوزیتی را ارائه کرده  15فرکانس پایه 1گیرد. جدول ارزیابی قرار می

شود. با های به دست آمده با افزایش تعداد نقاط گسسته سازی شده در روش حل موجود بررسی میاست. در هر مورد، روند تغییرات پاسخ

𝑛توان نتیجه گرفت که با اتخاذ به اعداد گزارش شده، میتوجه  = هایی همگرا و بهینه تولید خواهد در روش تربیع دیفرانسیلی، پاسخ 40

سازی شده بررسی جامعی از نحوه تغییرات فرکانس طبیعی و بار بحرانی کمانش در انواع تیرهای کامپوزیت تخت پیاده 2شد. در جدول 

 75، 61، 05، 21، 15، 1های مختلف فیبر شامل با زاویه 17ایو زاویه 16تیرهای دو، سه و چهار لایه در انواع عمودی است. برای این منظور،

𝐿اند. همچنین با تغییر نسبت طول به ضخامت، فرکانس پایه و بار کمانش تیرهای ضخیم )درجه در نظر گرفته شده 91و  ℎ⁄ = ( و نازک 8

(𝐿 ℎ⁄ =  د.گیر( مورد تحلیل قرار می100

 

𝑳 ها در تیرهای چندلایه؛مطالعه روند همگرایی پاسخ : 1جدول 𝒉⁄ = 𝟐𝟎 

fundamental frequency (𝝎𝑳𝟐√𝝆 𝑬𝟏𝟏𝒉
𝟐⁄ )      

ply angle 
    𝑛    

 20 25 30 35 40 45 50 

[0/0/0/0]  1.004 1.0246 1.0350 1.0391 1.0402 1.0402 1.042 

[0/90/90/0]  0.9442 0.9637 0.9735 0.9774 0.9784 0.9784 0.9784 

[45/−45/−45/45]  0.5716 0.5774 0.5797 0.5803 0.5803 0.5803 0.5803 

critical buckling load (𝑷𝒄𝒓𝑳
𝟐 𝑬𝟏𝟏𝒃𝒉𝟑⁄ × 𝟏𝒆𝟒)     

ply angle 
    𝑛    

 20 25 30 35 40 45 50 

[0/0/0/0]  3.3486 3.4175 3.4526 3.4665 3.4700 3.4700 3.4700 

[0/90/90/0]  3.0220 3.0527 3.0649 3.0680 3.0680 3.0680 3.0680 

[45/−45/−45/45]  1.0315 1.0528 1.0635 1.0678 1.0689 1.0689 1.0689 

 

توان به صحت روند تغییرات پی برد. [، می5با مقایسه مقادیر به دست آمده با مراجع مرتبط موجود در این حوزه، مانند مقاله ]

یابد. بعد محاسبه شده نیز افزایش میبعد و نیز بار بحرانی بیشود که با افزایش نسبت طول به ضخامت تیر، فرکانس بیمشاهده می

(، [θ/−θ/θ/−θ]( و نامتقارن )مانند [θ/−θ/−θ/θ]متقارن )مانند  هیچندلاهمچنین با بالا رفتن زاویه فیبرها در تیرهای کامپوزیت 

چندانی  ریتأثها یابند. نکته حائز اهمیت دیگر آنکه با فرض یکسان بودن زوایای فیبرها، تعداد لایهمی فرکانس پایه و نیز بار کمانش کاهش

                                                           
14 convergence 
15 fundamental frequency 
16 cross-ply 
17 angle-ply 
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و  [𝜃/−𝜃/𝜃]های به دست آمده در تیرهای شود که پاسخبر پارامترهای ارتعاشی و پایداری تیر نخواهد داشت. به طور مثال، ملاحظه می
[𝜃/−𝜃/−𝜃/𝜃] .تقریب یکسان هستند 

فرکانس طبیعی و بار بحرانی کمانش در تیرهای چندلایه : 2جدول  

type of composite beam (ply 

angle) 

 fundamental frequency 

(𝜔𝐿2√𝜌 𝐸11ℎ
2⁄ ) 

 critical buckling load 

(𝑃𝑐𝑟𝐿
2 𝐸11𝑏ℎ3⁄ × 1𝑒4) 

  𝐿 ℎ⁄     𝐿 ℎ⁄   

 8 15 50 100  8 15 50 100 

cross-ply           

[0/90]  0.487 0.501 0.506 0.506  0.588 0.606 0.613 0.613 

[0/90/0]  0.917 1.00 1.041 1.044  2.207 2.487 2.607 2.615 

[0/90/90/0]  0.883 0.962 0.996 0.999  2.037 2.282 2.385 2.393 

angle-ply (2-layer)           

[0/0]  0.936 1.023 1.060 1.063  2.294 2.579 2.700 2.709 

[15/−15]  0.889 0.963 0.995 0.997  2.053 2.281 2.377 2.383 

[30/−30]  0.754 0.799 0.818 0.819  1.446 1.560 1.605 1.608 

[45/−45]  0.558 0.577 0.584 0.585  0.773 0.806 0.818 0.819 

[60/−60]  0.370 0.376 0.378 0.378  0.334 0.341 0.343 0.343 

[75/−75]  0.279 0.282 0.283 0.284  0.190 0.192 0.192 0.192 

[90/−90]  0.270 0.273 0.274 0.274  0.177 0.179 0.179 0.179 

angle-ply (3-layer) 
 

    
 

    

[0/0/0]  0.936 1.023 1.060 1.063  2.294 2.579 2.700 2.709 

[15/−15/15]  0.889 0.963 0.995 0.997  2.053 2.281 2.377 2.383 

[30/−30/30]  0.754 0.799 0.818 0.819  1.446 1.560 1.605 1.608 

[45/−45/45]  0.558 0.577 0.584 0.585  0.773 0.806 0.818 0.819 

[60/−60/60]  0.370 0.376 0.378 0.378  0.334 0.341 0.343 0.343 

[75/−75/75]  0.279 0.282 0.283 0.284  0.190 0.192 0.192 0.192 

[90/−90/90]  0.270 0.273 0.274 0.274  0.177 0.179 0.179 0.179 

angle-ply (4-layer)           

[0/0/0/0]  0.936 1.023 1.060 1.063  2.294 2.579 2.700 2.709 

[15/−15/−15/15]  0.889 0.963 0.995 0.997  2.053 2.281 2.377 2.383 

[30/−30/−30/30]  0.754 0.799 0.818 0.819  1.446 1.560 1.605 1.608 

[45/−45/−45/45]  0.558 0.577 0.584 0.585  0.773 0.806 0.818 0.819 

[60/−60/−60/60]  0.370 0.376 0.378 0.378  0.334 0.341 0.343 0.343 

[75/−75/−75/75]  0.279 0.282 0.283 0.284  0.190 0.192 0.192 0.192 
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[90/−90/−90/90]  0.270 0.273 0.274 0.274  0.177 0.179 0.179 0.179 

[15/−15/15/−15]  0.889 0.963 0.995 0.997  2.053 2.281 2.377 2.383 

[30/−30/30/−30]  0.754 0.799 0.818 0.819  1.446 1.560 1.605 1.608 

[45/−45/45/−45]  0.558 0.577 0.584 0.585  0.773 0.806 0.818 0.819 

[60/−60/60/−60]  0.370 0.376 0.378 0.378  0.334 0.341 0.343 0.343 

[75/−75/75/−75]  0.279 0.282 0.283 0.284  0.190 0.192 0.192 0.192 

[90/−90/90/−90]  0.270 0.273 0.274 0.274  0.177 0.179 0.179 0.179 

 

دانیم های خطی و غیرخطی سینماتیکی اختصاص داده شده است. میبر اساس مدل هیچندلابه تعیین محدوده ناپایداری تیرهای  0شکل 

های بزرگ در سازه را به دست آورد. برای این منظور، جابجایی عرضی مشخصی برای توان تغییر شکلکه به کمک تحلیل غیرخطی، می

 آید. ( در نظر گرفته شده است و مقادیر فرکانسی متناظر با آن به دست می𝑤𝑚𝑖𝑑میانه تیر یکسر گیردار )

 

محدوده پایداری تیر چندلایه؛ اثرات غیرخطی بودن هندسی بر : 4شکل  
[𝟒𝟓/−𝟒𝟓/−𝟒𝟓/𝟒𝟓] ،𝑳 𝒉⁄ = 𝟐𝟎 ،𝜶 = 𝟎. 𝟓 

یابد. این امر جابجایی، فرکانس ناپایداری دینامیکی تیر افزایش می –شود که با در نظر گرفتن روابط غیرخطی کرنش مشاهده می

-است؛ به این معنا که با افزایش دامنه حرکت فرکانس نیز افزایش می 18از نوع سفت شوندگی موردنظرآن است که رفتار ماده  دهندهنشان

های بزرگی را تجربه کند، استفاده از یابد. لذا هنگامی که سازه بال هواپیما در معرض بارگذاری دینامیکی محوری قرار گرفته و تغییر شکل

                                                           
18 hardening 
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رفتار ماده عبارت است از آنکه افزایش میزان  19شوندگینرم مدل غیرخطی هندسی ضروری خواهد بود. لازم به ذکر است که در مقابل، نوع

 جابجایی با کاهش فرکانس تحریک همراه باشد.

شود که با اثرات ضریب بار استاتیکی بر محدوده پایداری تیر کامپوزیت یکسر گیردار بررسی شده است. مشاهده می 5در شکل 

𝛽ی دارند. به طور مثال، در نبود مؤلفه دینامیکی بار )املاحظهقابلدینامیکی کاهش های ناپایداری افزایش مقادیر بار استاتیکی، فرکانس =

𝛼شود که فرکانس تحریک در حالت ( دیده می0 = 𝛼به مقدار نیمی از فرکانس پایه تیر ) 0.75 = ( کاهش خواهد یافت. همچنین لازم به 0

یابد که بیانگر افزایش محدوده ناپایداری تیر شکل ملموسی افزایش می، فاصله دو شاخه سمت چپ و راست به 𝛼ذکر است که با افزایش 

 است.

 

اثرات ضریب بار استاتیکی بر محدوده پایداری تیر چندلایه؛ : 5شکل  

[𝟒𝟓/−𝟒𝟓/−𝟒𝟓/𝟒𝟓] ،𝑳 𝒉⁄ = 𝟐𝟎 ،𝒘𝒎𝒊𝒅 𝒉⁄ = 𝟎. 𝟐 

اختصاص داده شده است. تغییرات نسبت شعاع به طول تیر از مقدار  هیچندلابه بررسی اثرات انحنا در تیرهای خمیده کامپوزیت  6شکل 

𝑅 𝐿⁄ = 𝑅تیر تخت بوده تا مقدار  دهندهنشانکه  100 𝐿⁄ = دهد، در نظر گرفته شده است. به این بالا را نشان می نسبتاًکه تیر با انحنای  5

 یین ناحیه ناپایداری سازه خواهد داشت.ی بر تعاملاحظهقابل ریتأثشود که لحاظ کردن انحنای تیر ترتیب ملاحظه می

                                                           
19 softening 
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اثرات شعاع انحنا بر محدوده پایداری تیر چندلایه؛ : 6شکل  

[𝟒𝟓/−𝟒𝟓/−𝟒𝟓/𝟒𝟓] ،𝑳 𝒉⁄ = 𝟐𝟎 ،𝒘𝒎𝒊𝒅 𝒉⁄ = 𝟎. 𝟐 ،𝜶 = 𝟎.𝟓 

 یریگجهینت -5

ی گردیده پرداخته سازمدلدر این پژوهش به بررسی ناپایداری دینامیکی سازه بال هواپیما که به صورت یک تیر یکسر گیردار 

 راتیتأثشده است. برای این منظور پس از استخراج روابط مربوطه، ابتدا نتایج مطالعه حاضر با مراجع مرتبط مقایسه گردیده است. سپس، 

همانند غیرخطی بودن هندسی، مؤلفه استاتیکی بار، نسبت طول به ضخامت تیر و میزان انحنا بر ناحیه پایداری،  مؤثرانواع پارامترهای 

شود شود. مطابق انتظار، در نتایج عددی به دست آمده مشاهده میهای طبیعی و بار بحرانی کمانش در تیر یکسر گیردار بررسی میفرکانس

های با ، برای تحلیل غیرخطی تیر تخت که منجر به پاسخرونیازاشود. خمیده به تیر تخت نزدیک می که با افزایش شعاع انحنا، مدل تیر

𝑅دقت مناسب شود، نسبت شعاع به طول  𝐿⁄ =   2و  1و جداول  6تا  2های در نظر گرفته شده است. نتایج حاصل در قالب شکل 1000

 خلاصه در ذیل آمده است. صورت بهارائه شده است که 

 یابد.بعد افزایش میبعد و نیز بار بحرانی بیافزایش نسبت طول به ضخامت تیر، فرکانس بیبا  -1

(، [θ/−θ/θ/−θ]( و نامتقارن )مانند [θ/−θ/−θ/θ]متقارن )مانند  هیچندلابا بالا رفتن زاویه فیبرها در تیرهای کامپوزیت  -2

 یابند.فرکانس پایه و نیز بار کمانش کاهش می

 چندانی بر پارامترهای ارتعاشی و پایداری تیر نخواهد داشت. ریتأثها زوایای فیبرها، تعداد لایهبا فرض یکسان بودن  -2

 یابد.جابجایی، فرکانس ناپایداری دینامیکی تیر افزایش می –با در نظر گرفتن روابط غیرخطی کرنش  -0

 ی دارند.املاحظهقابلهای ناپایداری دینامیکی کاهش با افزایش مقادیر بار استاتیکی، فرکانس -5

 ی بر تعیین ناحیه ناپایداری سازه خواهد داشت.املاحظهقابل ریتأثلحاظ کردن انحنای تیر  -6



 انجمن مهندسی سازه ایران                                                                                                                                                                                                              امتیازصاحب

 

 112 112 تا 100، صفحه 0011، سال 0 ، شماره01مهندسی سازه و ساخت، دوره پژوهشی  –علمی نشریه 

 

 مراجع

[1] Chen, L. W., Lin, C. Y., and Wang, C. C., (2002), “Dynamic stability analysis and control of a composite beam with 

piezoelectric layers”, Composite Structures, 56(1), pp. 97-109. 

[2] Chen, L. Q., Yang, X. D., and Cheng, C. J., (2004), “Dynamic stability of an axially accelerating viscoelastic 

beam”, European Journal of Mechanics-A/Solids, 23(4), pp. 659-666. 

[3] Aristizabal-Ochoa, J. D., (2007), “Static and dynamic stability of uniform shear beam-columns under generalized 

boundary conditions”, Journal of Sound and Vibration, 307(1-2), pp. 69-88. 

[4] Chandrashekhara, K., Krishnamurthy, K., and Roy, S., (1990), “Free vibration of composite beams including rotary 

inertia and shear deformation”, Composite Structures, 14(4), pp. 269-279. 

[5] Wang, X., Zhu, X., and Hu, P., (2015), “Isogeometric finite element method for buckling analysis of generally laminated 

composite beams with different boundary conditions”, International Journal of Mechanical Sciences, 104, pp. 190-

199. 

[6] Emam, S. A., and Nayfeh, A. H., (2009), “Postbuckling and free vibrations of composite beams”,  Composite 

Structures, 88(4), pp. 636-642. 

[7] Kiral, B. G., Kiral, Z., and Ozturk, H., (2015), “Stability analysis of delaminated composite beams”, Composites Part B: 

Engineering, 79, pp. 406-418. 

[8] Karaagac, C., ÖZTÜRK, H., and Sabuncu, M., (2007), “Lateral dynamic stability analysis of a cantilever laminated 

composite beam with an elastic support”, International Journal of Structural Stability and Dynamics, 7(03), pp. 377-

402. 

[9] Chand, R. R., Behera, P. K., Pradhan, M., and Dash, P., (2019), “Study of Static and Dynamic Stability of an 

Exponentially Tapered Revolving Beam Exposed to a Variable Temperature Grade under Axial 

Loading”, International Journal of Acoustics and Vibration, 24(3), pp. 504-510. 

[10] Rafiee, M., He, X. Q., and Liew, K. M., (2014), “Non-linear dynamic stability of piezoelectric functionally graded 

carbon nanotube-reinforced composite plates with initial geometric imperfection”, International Journal of Non-

Linear Mechanics, 59, pp. 37-51. 

[11] Singha, M. K., and Daripa, R., (2009), “Nonlinear vibration and dynamic stability analysis of composite 

plates”, Journal of Sound and Vibration, 328(4-5), pp. 541-554. 

[12] Sahmani, S., and Bahrami, M., (2015), “Size-dependent dynamic stability analysis of microbeams actuated by 

piezoelectric voltage based on strain gradient elasticity theory”, Journal of Mechanical Science and 

Technology, 29(1), pp. 325-333. 

[13] Lim, C. W., Wang, C. M., and Kitipornchai, S., (1997), “Timoshenko curved beam bending solutions in terms of Euler-

Bernoulli solutions”, Archive of Applied Mechanics, 67(3), pp. 179-190. 

[14] Wang, J., Shen, H., Zhang, B., and Liu, J., (2018), “Studies on the dynamic stability of an axially moving nanobeam 

based on the nonlocal strain gradient theory”, Modern Physics Letters B, 32(16), pp. 1850167. 

[15] Pavlović, I., Pavlović, R., Ćirić, I., and Karličić, D., (2015), “Dynamic stability of nonlocal Voigt–Kelvin viscoelastic 

Rayleigh beams”, Applied Mathematical Modelling, 39(22), pp. 6941-6950. 

[16] Saffari, S., Hashemian M., and Toghraie, D., (2017), “Dynamic stability of functionally graded nanobeam based on 

nonlocal Timoshenko theory considering surface effects”, Physica B: Condensed Matter, 520, pp. 97-105. 

[17] Vatan Can, S., Cankaya, P., Ozturk, H., and Sabuncu, M., (2020), “Vibration and dynamic stability analysis of curved 

beam with suspended spring–mass systems”, Mechanics Based Design of Structures and Machines, pp. 1-15. 

[18] Ansari, R., and Gholami, R., (2015), “Dynamic stability of embedded single walled carbon nanotubes including 

thermal effects”, Iranian Journal of Science and Technology Transactions of Mechanical Engineering, 39, pp. 153-

161. 

[19] Zamanzadeh, M., Rezazadeh, G., Jafarsadeghi-Poornaki, I., and Shabani, R., (2013), “Static and dynamic stability 

modeling of a capacitive FGM micro-beam in presence of temperature changes”, Applied Mathematical 

Modelling, 37(10-11), pp. 6964-6978. 



 انجمن مهندسی سازه ایران                                                                                                                                                                                                              امتیازصاحب

 

 112 تا 100، صفحه 0011، سال 0 ، شماره01مهندسی سازه و ساخت، دوره پژوهشی  –علمی نشریه  112

 

[20] Fu, Y., Wang, J., and Mao, Y., (2012), “Nonlinear analysis of buckling, free vibration and dynamic stability for the 

piezoelectric functionally graded beams in thermal environment”, Applied Mathematical Modelling, 36(9), pp. 4324-

4340. 

[21] Zheng, X., Zhang, J., and Zhou, Y., (2005), “Dynamic stability of a cantilever conductive plate in transverse impulsive 

magnetic field”, International Journal of Solids and Structures, 42(8), pp. 2417-2430. 

 


