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In this paper, the influence of Winkler type elastic foundation on the free 

vibration behavior of non-local Euler-Bernoulli beam with varying cross-

section is semi-analytically investigated. For this purpose, the governing 

equation of motion is derived based on nonlocal elasticity Eringen’s 

model and Hamilton’s principle. The power series approximation is 

applied to solve the fourth order differential equation, since in the 

presence of variable cross-section, stiffness quantities are not constant. 

Based on this semi-analytical methodology, displacement component and 

cross-section properties should be expanded in terms of power series of a 

known degree. The natural frequencies of non-local beam with variable 

cross-section are then derived by imposing the boundary conditions and 

solving the eigenvalue problem. The results of this research are compared 

with the obtained results by other researchers and there is a good 

agreement. At the end, the effects of different parameters such as: end 

conditions, nonlocal Eringen’s parameter, tapering ratio and Winkler 

spring constant on non-dimensional natural frequency of nano-beam are 

studied in detail. The outcomes of this study indicate that the increase of 

nonlocal parameter and non-uniformity ratio causes to decrease the 

dimensionless natural frequency. However, with increasing the Winkler 

elastic constant, the non-local frequencies increase. Furthermore, it is 

shown that the effect of Winkler elastic foundation is predominate than the 

tapering ratio and Eringen’s parameter on the natural frequency of nano-

beams. 
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 چکیده
 مورد حلیغیرم الاستیسیته تئوری گرفتن نظر در با و وينکلر الاستیک بستر بر متکی متغیر مقطع با تیر آزاد ارتعاش رو،‌پیش مقاله در

 مدل و کوچک های شکل تغییر فرضیه براساس حرکت معادله نخست، مرحله در که است صورت اين به کار روند. است گرفته قرار مطالعه
 حل برای توانی های سری بسط تحلیلی نیمه روش از ادامه، در. آيد می دست به همیلتون اصل کمک به ارينگن غیرمحلی الاستیسیته

 برای شرط دو) مرزی شرايط جايگذاری با و است شده استفاده الاستیک بستر بر متکی غیرمنشوری عضو آزاد ارتعاش ديفرانسیل معادله
 آزاد ارتعاش آنالیز تحت مدنظر عضو شکل تغییر فرم همچنین و ارتعاش طبیعی فرکانس مقدار ويژه، مقادير مسئله حل و( عضو انتهای هر

 جهت تحقیقات ديگر نتايج با غیريکنواخت مقطع با همگن تیر خصوص در تحقیق اين از حاصل ايجنت انتها در. گردد می تعیین نامیرا
 بستر و مقطع شوندگی باريک ضريب ارينگن، پارامتر همچون مختلفی پارامترهای تاثیر و گرديده مقايسه محاسبات دقت و صحت بررسی

 پژوهش اين از آمده بدست نتايج. است شده بررسی تفصیل به مختلف یمرز شرايط با تیر بعد بدون آزاد ارتعاش روی وينکلر الاستیک
 با که حالی در يابد، می کاهش بعد بدون طبیعی فرکانس مقدار عضو رخ نیم شدگی باريک و ارينگن پارامتر افزايش با که دهند می نشان

 .يابد می افزايش شدت به یارتعاش فرکانس مقاله اين در شده استفاده بازه در وينکلر نوع فنری ثابت افزايش
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 مقدمه -1

ران داشته است. ه ارتعاش همواره اهمیت زيادی برای مهندسان و پژوهشگديپد یکيزیف عتیفهم طبتحقیق و بررسی درباره 

شکست در آن  ايکاهش عملکرد، کارکرد نادرست، و  رینظ یممکن است مشکلات بزرگ ديآ یسازه ارتعاش به وجود م کيکه در ی هنگام

باشد، که خود اين موضوع  امری مهم و اساسی می کنترل ارتعاش نديبا اصلاح سازه توسط فرآ یارتعاش طيبهبود شرااز اين رو  شود. جاديا

برنولی با  -فرکانس آزاد نانو تیر اويلر یبررس مند بررسی عوامل تاثیر گذار بر فرکانس طبیعی سازه است. در اين پژوهش برآن شديم بهنیاز

[ ارائه داده شد. در تئوری غیرمحلی به دلیل 1] 1اين مفاهیم اولین بار توسط ارينگن .ميبپرداز "تئوری الاستیسیته غیرمحلی"استفاده از 

توان گفت:  به بیان ديگر می .ردگییقرار م یبلکه در کل جسم مورد بررس ینه بصورت موضع یانرژ یستگياصل پا یاتم نیب یروهایوجود ن

 یتازگ لیدله بباشد.  طبق اين تئوری تنش ايجاد شده در يک نقطه نه تنها به کرنش همان نقطه بلکه به کرنش تمام نقاط دامنه وابسته می

    :جمله از اند،پرداخته دهيپد نياثرات ا یبه بررس یادي، محققان زتئوری غیرمحلیبوط به مباحث مر یگدو گستر

ها پرداخت و پیش بینی کرد که با افزايش اثرات مقیاس کوچک، مقدار نیروی کمانش  به مطالعه کمانش نانو لوله [2] 2سوداک

و همکاران  0وانگی مطالعه کشش يک میله الاستیک استفاده کردند. [، از مدل غیرمحلی برا3] 3پیسانو و فوسچی يابد. بحرانی کاهش می

ها با استفاده از  بررسی نمودند. آنو با استفاده از تئوری غیرمحلی را بر اساس فرضیات حاکم بر تیر تیموشنکو  مساله ارتعاشات آزاد[ 0]

کمانش، خمش و  به بررسی[ 2] 2ردیی مختلف پرداختند. هاگاه اصل همیلتون معادلات حاکم را استخراج نمودند و به بررسی اثر تکیه

و اين معادلات را به  معادلات حرکت استفاده نمود استخراججايی مجازی برای  هاو از روش جاب .زاد نانو تیرهای غیرمحلی پرداختآارتعاش 

غیرمحلی  تئوری الاستیسیتهه با استفاده از يک شوندررج تابعی بادمر به بررسی رفتار تی[ 2] پرادهان و همکاران .کردصورت تحلیلی حل 

از روش المان محدود برای بررسی پايداری و فرکانس تیر غیرمحلی استفاده کردند و [ 0-1] 2ند. در پژوهشی ديگر، فاديکار و پرادهانپرداخت

لوله را -خمش میکرو[، 3]1سیوالک و دمیرمورد بررسی قرار دادند.  و تئوری غیرمحلی مربعات ديفرانسیلنانو لوله ناهمگن را با روش  ررفتا

در معادلات اعمال  الاستیسیته غیرمحلی ارينگن کاربردن تئوریه را با ب اثر ابعاد کوچک بررسی نمودند و برنولی-اويلربا استفاده از مدل تیر 

[ 15] 0غیرمحلی توسط مايترا و بوزاثر کشش سطحی و اثرات  دو تیر با در نظر گرفتن همزمان . بررسی رفتار پس از کمانش نانونمودند

برنولی غیرمحلی متکی بر بستر الاستیک  -ريتز به تحلیل تیر اويلر-[ با استفاده از روش رايلی11محمدی مهر و همکاران ] شد.انجام 

ر دادند. بخشی پاسترناک پرداختند و تاثیر حرارت، شرايط مرزی مختلف، سختی بستر الاستیک و پارامتر غیرمحلی را مورد بررسی قرا

[ به آنالیز استاتیکی و دينامیکی نانو تیرهای غیرمنشوری ساخته شده از مواد مدرج تابعی بر اساس تئوری 12-12خانیکی و همکاران ]

های عددی اثرات تغییر مقطع، جنس مصالح و مقیاس کوچک را بر روی فرکانس طبیعی  ها با استفاده از روش گراديان کرنشی پرداختند. آن

[ از روش المان محدود، برای تحلیل ارتعاشات تیر 12الطاهر و همکاران ] برنولی و تیموشنکو مورد بررسی قرار دادند.-بار کمانش تیر اويلر و

برنولی استفاده کردند و تغییر شکل تیر را با استفاده از تئوری غیرمحلی ارينگن بدست آوردند. حسینی هاشمی و بخشی خانیکی  -اويلر

به تحلیل ارتعاشات آزاد عرضی تیرهای غیرمنشوری با استفاده از تئوری غیرمحلی پرداختند و اثرات شرايط مرزی مختلف و  [11-13]

به تحلیل ارتعاشات آزاد تیر [، 25] ترابی و دستجردیمدهای ارتعاشی را با استفاده از روش مربعات ديفرانسیل مورد مطالعه قرار دادند. 

گیری کردند که شکل مودهای تیر مورد نتیجه غیرمحلی پرداخته و تهی ترکخورده با استفاده از مدل الاستیسیتیرها نانو تیموشنکو و

[ ضريب الاستیک 21اخیراً، حسنی و محمودآبادی ] .گیرداثر مقیاس کوچک طول ماده قرار نمی نظرشان تحت تأثیر پارامتر

و  Ansysر حالت اتصال کامل دو فاز را به کمک مدلسازی در نرم افزار اجزاء محدود های کربنی د های تقويت شده با نانولوله نانوکامپوزيت

 روش تحلیلی بر مبنای حل معادله الاستیسیته حاکم تعیین نمودند. همچنین با استفاده از 

                                                           
1‌‌Eringen 
2 Sudak 
3 Pisano and Fuschi 
4 Wang 
5 Reddy 
6 Phadikar and Pradhan 
7 Civalek and Demir 
8  Maitra and Bose 
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حل، مخازن، باند ها، خطوط لوله فراسا ها، ريل راه آهن، جاده هايی مانند پی ساختمان مدلسازی بستر الاستیک در تحلیل سازه
سازی اندرکنش خاک و فونداسیون است، توسط وينکلر در  ترين روش برای شبیه مدل وينکلر که سادهها مورد نیاز است.  فرودگاه، اسکله

ی ها با فاصلهمجزا و مستقل ارتجاعی خطی توسط فنرهای جايی و فشار قائم پی،  ارائه شده است. در اين مدل، رابطه بین جابه 1021سال 
شود.  ايجاد می )خیز( بار تغییر شکل اعمالفقط در محل  ديگر هستند، فاقد برهمکنش نسبت به يکبه دلیل اين که فنرها  کم مدل شده و

محلی  ریو ارتعاش آزاد ت یداريپا تحلیل نهیزم در [.22شوند ] های برشی در اين تئوری در نظر گرفته نمی لازم به ذکر است که تغییر شکل
 [.23-23ت ]صورت گرفته اس عددی و يا تحلیلی های متعددی با استفاده از مدلسازی، روش مطالعات ر بستر ارتجاعی وينکلرو متکی ب

-35محققان ديگری به مطالعه ارتعاش آزاد تیر با مقطع متغیر ساخته شده از مواد مدرج تابعی با استفاده از تئوری غیرمحلی پرداختند ]
32 .] 

 غیرمحلی الاستیسته تئوری از مواد مولکولی بین اندرکنش رفتار اساس بر سازه ارتعاشی فرکانس و پايداری تر دقیق تحلیل برای
 اندرکنشی هیچ اعضا سازنده های مولکول بر اين است که فرض باشد می هوک قانون بر مبتنی که کلاسیک تئوری در زيرا. شود می استفاده

 های تئوری گفت توان می واقع در. گیرد می قرار بررسی مورد اعضای کوچک مقیاس تر دقیق فتارر غیرمحلی روش در ولی. ندارند هم روی بر
 نانو رفتار تحلیل برای غیرمحلی الاستیسیته تئوری . ازباشند می کلاسیک الاستیسیته های تئوری شده اصلاح فرم غیرمحلی الاستیسیته

 بالا حساسیت و کم وزن با ها الکترومکانیکال های سامانه ساخت جمله از مختلف یها زمینه در تیرها اين شود، می استفاده نیز ساختارها
از اين رو در مقاله حاضر  .رود می کار به ها سويچ و ها گیره همانند نانويی های ابزار توسعه و بیوحسگرها ، ،رايانه پزشکی در استفاده برای

تیر مذکور به صورت همگن در نظر گرفته شده و از  .گیرد مورد بررسی قرار می  ستیکبر بستر الابرنولی غیرمحلی  -تیر اويلرارتعاشات آزاد 
فرضیه  براساس و شرايط مرزی حاکم بر حرکتمعادله اثرات تغییر شکل برشی چشم پوشی شده است. بدين منظور و در مرحله نخست، 

بعلت آنکه  آيد. دست می ل همیلتون و به کمک روش انرژی بهبا استفاده از اص مدل الاستیسیته غیرمحلی ارينگن های کوچک و تغییر شکل
های  باشد، از روش نیمه تحلیلی بسط سریهای متداول امکان پذير نمی حل معادله ديفرانسیل مرتبه چهار استخراج شده به کمک روش

 گردد. يکسر مفصل استفاده می-کسر گیردارهای ارتعاشی تیر با شرايط مرزی دوسر مفصل، دوسر گیردار و ي توانی به منظور محاسبه فرکانس

رخ تیر غیرمنشوری،  مطابق با روش مذکور، تمامی ضرايب موجود در معادله حاکم بر ارتعاش آزاد نامیرا شامل: خصوصیات هندسی نیم
رت يک چند سختی بستر وينکلر و توابع توصیف کننده خواص مصالح سازنده عضو شامل: ضريب ارتجاعی و دانسیته، بايستی به صو

دست خواهد آمد. در ادامه، با  ای متناهی در نظر گرفته شوند و در نهايت فرم تغییر شکل تیر با مقطع متغیر برحسب سری توانی به جمله
گردد. در  جايگذاری شرايط مرزی )دو شرط برای هر انتهای عضو( و حل مسئله مقادير ويژه، مقدار فرکانس ارتعاشی تیر غیرمحلی تعیین می

انتهای مقاله، چند نمونه مثال با استفاده از روش ارائه شده حل و در هر نمونه تاثیر عوامل مختلف شامل سختی بستر، ضريب باريک 
 گیرد.  شوندگی مقطع تیر، شرايط انتهايی و پارامتر غیرمحلی روی فرکانس طبیعی تیر غیرمحلی با مقطع متغیر مورد بررسی قرار می

 الگو سازی مسأله -2

مدنظر  1متکی بر بستر الاستیک وينکلر مطابق شکل  Lبه طول  توپرای با سطح مقطع متقارن  در اين پژوهش، يک تیر ماهیچه
ها کوچک هستند. همچنین مطابق فرضیات حاکم بر  تر است و تغییر شکل است. طول عضو در مقايسه با ابعاد سطح مقطع بسیار بزرگ

شود. بنابراين در حالتی که دستگاه مختصات بر روی مرکز سطح مقطع قرار گرفته  برشی صرف نظر می های تئوری تیر اويلر از تغییر شکل
 شوند:جايی محوری و عرضی به ترتیب توسط روابط زير تعريف می های جابه باشد، مولفه

(1) ( , )
( , , )

w x t
u x z t z

x


 


 

(2) ( , , ) ( , )w x z t w x t 

از روی تار خنثی اندازه  z به ترتیب در جهت طول و ضخامت تیر هستند و  zو  xابطه فوق، فرض بر اين است که محورهای در رو
جايی  ( هستند. کرنش طولی بر حسب جابه zو xهای محوری و عمودی )در جهت  نشان دهنده تغییر مکان wو  uهای  مولفه شود.گیری می

 .است( ارائه شده 0-3عرضی در روابط )
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(3) 
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w x t
z
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
  


 

(0) 0),(,0),(  yxyx xyyy 

 

 

 

 

 

 

 های تغییر مکان : )الف( تیر باریک شونده متکی بر بستر الاستیک وینکلر، )ب( سیستم مختصات و مولفه 1شکل

 تئوری الاستیسیته غیرمحلی -3

تفاوت شود. نانو تیرها از تئوری غیرمحلی استفاده می جهت تحقیق و بررسی رفتار مکانیکی مواد در مقیاس کوچک و تحلیل

های پیوسته، بر کلاسیک مکانیک محیط هایتئوری اصلی بین تئوری کلاسیک وتئوری غیرمحلی الاستیسیته در تعريف تنش است. بیشتر

های همان نقطه بعی از کرنشتنش هر نقطه، به صورت تا شود فرض می در آن هايپرالاستیک استوار هستند، که اساس روابط ساختاری

وردن تنش در يک نقطه، آبرای بدست  اما در تئوری غیرمحلی با دخالت نیروهای بین مولکولی و اثرات رفتار سطح ماده بر توده ماده، است.

 تعريف نمود:توان به صورت زير اين مدل را می .دبايد حالت کرنش در تمام نقاط دامنه معلوم باش

(2) )(:)()1( 22 xxC  

)(باشند. همچنین،به ترتیب مدول الاستیسیته و کرنش طولی عضو می x)(و  xC)((، 2در رابطه ) 0ae  پارامتر غیرمحلی

میدان تنش بصورت رابطه  (2( و )3برنولی، مطابق روابط ) –برای تیر اويلر. ثابت ماده( 0eطول مشخصه داخلی سازه و a ارينگن نام دارد. )

 شود:بیان می (2)

(2) 
2 2

2

2 2

( , )xx

xx

w x t
Ez

x x

 
  

 


  

عرف نیز م Eبیانگر تنش عمودی وارده بر سطح مقطع، ناشی از نیروی محوری فشاری و يا لنگر خمشی است. پارامتر  xxکه

 اند. در اين مطالعه، مصالح مصرفی همگن و ايزوتروپیک فرض شدهلازم به ذکر است که  ضريب ارتجاعی يانگ است.

 له اروش انرژی و معادلات حاکم بر مس -4

به صورت ذيل و حساب تغییرات توان به کمک اصل حداقل انرژی  معادله ديفرانسیل حرکت برای يک تیر با مقطع متغیر را می

 ت آورد:دس به

(1)    
2 2 2

1 1 1

( ) 0
t t t

t t t
dt T U V dt T U V dt              

 نشان دهنده انرژی پتانسیل کل سیستم الاستیک است. اين انرژی برابر مجموع انرژی کرنشی خطی الاستیک در رابطه فوق 

U ،کار نیروهای خارجی V و انرژی جنبشی تحت بارگذاری هارمونیکT .جنبشی، کرنشی انرژی  مرتبه اول تتغییرامعادلات حاکم بر  است

 :( نوشت15-0توان به شکل روابط )و کار نیروهای خارجی را می

wz,  

ux,  

z

 

0b  y  

0h  

L  

z

 
y  

0b  

wk  

1h  

1b  

0 0b h

 

1 1b h
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(0) 
0

( , ) ( , )
( )

L w x t w x t
T A dx

t t
  

 
 

  

(3) 
0

( )
L

xx xx
A

U dAdx     

(15)  
0

( , ) ( , )
L

wV k w x t w x t dx   

رخ تیر هستند و به ترتیب چگالی جرمی مصالح و مساحت نیم و  که در آن  wk .با سختی بستر الاستیک وينکلر است

 ( در عبارت مربوط به تغییرات انرژی کرنشی، خواهیم داشت:3جايگذاری رابطه )

(11) 

2 2

2 20 0

2

20

( , ) ( , )
( ( )) ( ( ))

( , )
( ( ) )

L L

xx xx
A A

L

xx
A

w x t w x t
U z dAdx z dAdx

x x

w x t
z dA dx

x

    

 

 
   

 


 



   

 

 

 شود: صورت زير تعريف می داخلی ناشی از تنش نرمال ايجاد شده بر سطح مقطع عضو به خمشیگشتاور 

(12) xx

A

M z dA 
 

 آيد. دست می ( به11شکل نهايی عبارت تغییرات مرتبه اول انرژی کرنشی الاستیک با جايگذاری رابطه فوق در عبارت )

(13) 
2

20

( , )
( )

L w x t
U M dx

x
 


 

 

 ( خواهیم داشت:1( در رابطه )13( و )15(، )0عبارات )اصل همیلتون و جايگذاری با استفاده از 

(10) 2 2

1 1

2

20

( , ) ( , ) ( , )
( ) ( ) ( ) ( , ) ( , ) 0

t t L

w
t t

w x t w x t w x t
dt A M k w x t w x t dxdt

t t x
    

   
     

   
   

  گردد: در ادامه، معادله حاکم بر تغییرات انرژی پتانسیل کل با کمک انتگرال گیری جزء به جزء به صورت زير ساده می

(12) 

2 2

2 20

0

( , ) ( , )
( , ) ( , )

( , ) ( , ) ( , )
( ) ( ) ( ) 0

L

w

L

w x t M x t
A k w x t w x t dx

t x

w x t M x t w x t
M

x x x

  

 

   
     

   

   
   

   


 

مقطع متغیر در تغییرات کوچک ( اولین جمله، شامل حاصلضرب معادله ديفرانسیل حاکم بر ارتعاش آزاد نانو تیر با 12در رابطه )

تابع خیز است. جمله دوم معرف شرايط مرزی اساسی و طبیعی است. بنابراين با توجه به جمله اول عبارت فوق معادله حرکت به صورت 

 شود: ( بیان می12رابطه )

(12) 
2 2

2 2

( , ) ( , )
( , )w

M x t w x t
A k w x t

x t


 
  

 
 

 ( خواهیم داشت:Aقطع )گیری بر روی سطح م و انتگرال z( در 2با ضرب طرفین رابطه )

(11) 
2 2

2

2 2

( , )
( )xx

xx

A A A

d w x t
zdA z dA Ez z dA

dx x


 


  

   
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 شود: ( به صورت زير ساده و بازنويسی می11با توجه به تعريف ارائه شده برای لنگر خمشی داخلی، عبارت )

(10) 
2 2

2

2 2

( , ) ( , )
( , ) 0

M x t w x t
M x t EI

x x


 
  

 
 

I گردد: ( حاصل می13( معادله )10و ) (12با استفاده از روابط ) رخ عرضی تیر حول محور ضعیف است. ممان اينرسی نیم        

(13) 
2 2 2 2 2

2

2 2 2 2 2

( , ) ( , ) ( , )
( , ) 0w

M x t w x t w x t
A k w x t EI

x x t x x
 

       
       

       
 

برنولی غیرمحلی متکی بر بستر الاستیک استخراج -(، معادله حاکم بررفتار دينامیکی تیر اويلر13( و )12با ترکیب دو عبارت )

 گردد:     می

(25) 
2 2 2 2 2

2

2 2 2 2 2

( , ) ( , ) ( , )
( , ) ( , ) 0w w

w x t w x t w x t
A k w x t A k w x t EI

t x t x x
  

       
         

       
 

توان به صورت زير در نظر  ( را میw(x,t)جايی عرضی تیر ) ( جابهx( و مکان )tبا جداسازی دو متغیر زمان )در شرايط ارتعاش آزاد، 

 گرفت:

(21) ( , ) ( ) i tw x t W x e   

در نهايت معادله ديفرانسیل حاکم بر ارتعاش ( 25( در عبارت )21فرکانس طبیعی ارتعاش است. با جايگذاری رابطه ) که در آن 

 آيد: دست می ای مستقر بر بستر وينکلر براساس تئوری غیرمحلی ارينگن به صورت زير به تیر ماهیچهآزاد 

(22)  
2 2 2

2 2 2

2 2 2
0w w

d d W d
EI A W k W A W k W

dx dx dx
    

 
      

 
 

برنولی غیرمحلی، شرايط مرزی برای هر دو انتهای اعضای  -( و فرضیات حاکم بر تغییر شکل خمشی تیر اويلر12مطابق با رابطه )

 گردند: ير تعريف میتحلیل شده به صورت ز

(23) 0W 

 
0

dW

dx
 انتهای گیردار : 

(20) 0W 

 

2
2 2

2
( ) 0w

d W
M A W k W EI

dx
       

 : انتهای مفصلی

امکان پذير نیست و بايستی از برنولی غیرمحلی با مقطع متغیر، حل دقیق  -بعلت وجود ضرايب متغیر در معادله حرکت تیر اويلر

ها برای حل معادلات ديفرانسیل خطی مراتب بالا و  ترين و بهترين روش عددی و يا نیمه تحلیلی استفاده نمود که يکی از مناسب  يک روش

2های توانی است. سری به صورت  با ضرايب متغیر روش بسط سری

0 1 2 ... n

na a x a x a x     که در آن
0 1, ,..., na a a  اعداد حقیقی

 xود. روش حل مبتنی بر اين انديشه است که جواب معادله به صورت يک سری توانی بر حسب متغیرشهستند، سری توانی نامیده می

 -رکانس ارتعاشی تیرهای توانی به منظور تعیین بار کمانشی و ف های متفاوتی از روش بسط سری نوشته شود. محققین مختلفی به شیوه

ای  [. در ادامه، کاربرد اين روش در تحلیل ارتعاش آزاد تیر ماهیچه31-33، 35، 23اند ] ها و اعضای جدار نازک استفاده نموده ستون

 گردد. غیرمحلی مستقر بر بستر الاستیک ارائه می

   های توانیروش بسط سری -5 

ای متناهی درنظر  جود در معادله ديفرانسیل بايستی به صورت يک چند جملهتحلیلی، کلیه ضرايب مو  بر اساس اين روش نیمه

 شوند گرفته
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، مدول  xI)(سطحای غیرمحلی متکی بر بستر الاستیک شامل لنگر دوم  بنابراين، ضرايب معادله حرکت حاکم بر تیر ماهیچه

 اند: و سختی بستر وينکلر به فرم سری توانی زير در نظر گرفته شده x)(جرم حجمی مصالح، xA)(رخ ، مساحت نیمxE)(الاستیسیته 
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Lx) محلی ات بدون بعدبا معرفی مختص / گردند:می بازنويسی زيرصورت  هب( روابط فوق 
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نانو تیر غیرمنشوری، رابطه ذيل  ت فوق در معادله ديفرانسیل حاکم بر ارتعاش آزادبا جايگذاری مختصات بدون بعد محلی و عبارا

 شود:حاصل می
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 صورت های توانی، فرم جواب حاکم بر تغییر شکل عرضی بايستی به بر اساس روش سری
0

( ) i

i

i

W a




  .به  در نظر گرفته شود

 تق مرتبه دوم تغییر مکان در معادله حرکت خواهیم داشت:دلیل وجود مش

(20) 
2

2

22
0 0

( )
( 1) ( 1)( 2)i i

i i

i i

d W
i i a i i a

d


 



 




 

      

 شود.( معادله زير حاصل می21( در )22با جايگذاری رابطه تغییر شکل عرضی و عبارت )
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 به طوری که:

(35) * * * * *     ,        ,        ,        ,j j i i i

j j j j i i i i wi wiI I L A A L E E L L k k L      

 .شود( بازنويسی می31( بصورت )23ن ضرب جملات سری رابطه )با توجه به قانو
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3210به جزء چهار مورد اول ) iaتوان کلیه ضرايب  با توجه رابطه فوق می ,,, aaaa.در نتیجه، جواب عمومی  ( را تعیین نمود

 توان به صورت زير ارائه نمود: را می ای غیرمحلی متکی بر بستر الاستیک بر ارتعاش آزاد تیر ماهیچهمعادله ديفرانسیل حاکم 



 انجمن مهندسی سازه ایران                                                                                                                                                                                                              امتیاز صاحب

 

 752 تا 732، صفحه 1044، سال 5 ، شماره8مهندسی سازه و ساخت، دوره پژوهشی  –علمی  نشریه 705

 

(32) 0 0 1 1 2 2 3 3( ) ( ) ( ) ( ) ( )W a W aW a W a W        

) لازم به ذکر است که جملات  0,1,2,3)iW i   وسیله نرم افزار بهMatlab [33 و با توجه به رابطه بازگشتی به دست آمده ]

همواره برای حل معادلات  [ ارائه شده است.31-30تری در مراجع ] ( اطلاعات کامل32شوند. در خصوص نحوه استخراج رابطه ) تعیین می

آنجا که معادله حاکم بر ارتعاش آزاد است. از  ها به شرايط مرزی در ابتدا و انتهای محدوده معادله نیاز ديفرانسیل و تعیین جواب دقیق آن

، مربوط به هر دهانه از تیر با جايگذاری شرايط مرزیمحلی از مرتبه چهار است، به چهار شرط مرزی نیاز است. همچنین ای غیر تیر ماهیچه

3210چهار ضريب مجهول ) ,,, aaaa .قابل محاسبه هستند ) 

يک  -یردار و يک سرگیردارگاهی متفاوت شامل دوسر مفصل ، دو سر گ در اين مطالعه، اعضای غیرمنشوری با سه نوع شرايط تکیه

(، 32( و )20-23برنولی و با استفاده از روابط ) -اند. مطابق با فرضیات حاکم بر تغییر شکل خمشی تیر اويلر سر مفصل در نظر گرفته شده

)0,(نقاط ابتدايی و انتهايی تیر شرايط مرزی برای Lxx  گردند: صورت زير تعريف میبه  

 دوسر گیردار:شرايط مرزی  -

 ابتدا: (33-1)
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 انتها: (33-2)
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 در نتیجه خواهیم داشت:
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 يکسر مفصل: -شرايط مرزی يکسرگیردار

 ابتدا:   (32-1)
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  انتها:   (32-2)
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 در نتیجه خواهیم داشت:

  شرايط مرزی دوسر مفصل:

 ابتدا: (32)
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(31-1) 

 

 ابتدا:
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 انتها: (31-2)
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 در نتیجه خواهیم داشت:

مسئله مقادير ويژه، مقدار دقیق فرکانس ارتعاشی آيد که با حل بدست می 0×0به شرايط مرزی حاکم، دستگاه معادلات با توجه 

 گردد. تیر تعیین می

 ها نتایج و تشریح آن -7

یک ای متکی بر فونداسیون الاستیک بر پايه مدل کلاس های پیشین، معادله ديفرانسیل ارتعاشات آزاد نانوتیر ماهیچه در بخش

های توانی برای تعیین نمودن  دست آمد. پس از آن يک روش نیمه تحلیلی براساس بسط سری برنولی و تئوری غیرمحلی ارينگن به-اويلر

گاهی و تغییر ابعاد  فرکانس ارتعاشی ارائه شد. در اين بخش، اثر پارامترهای مختلف مانند پارامتر غیرمحلی، سفتی بستر وينکلر، شرايط تکیه

و  Lشود. در اين پژوهش، ارتعاش آزاد خطی سه نانوتیر غیرمنشوری متفاوت به طول  وی فرکانس ارتعاشی به دقت بررسی میمقطع ر

های اول تا سوم نشان داده  تصويری از چگونگی تغییر مقطع تیر در حالت 2در شکل که رخ مستطیلی مورد بررسی قرار گرفته است،  نیم

 اند: رخ تیر به صورت توابع توانی و نمايی و به فرم زير در نظر گرفته شده ت مساحت و ممان اينرسی نیمتوابع حاکم بر تغییرا شده است.

3 حالت اول : (          33)
00 x/L)-(1II            x/L)-(1AA  

4 حالت دوم : (        05)
0

2
0 x/L)-(1II          x/L)-(1AA  

x/L حالت سوم: (01) x/L
0 0

A A e                         I I e   

( هستند که براساس x=0عضو ) در ابتدای رخ تیر به ترتیب ممان اينرسی حول محور ضعیف و مساحت نیم 0Aو  0Iکه در آن 

 شوند. ( به صورت زير تعريف می2شکل )

(02-1)      hbA 000  
(02-2)   hbI

3
00  )12/1(0 

مورد اول نظیر حالتی است که عرض مقطع مستطیلی به صورت  برای ممان اينرسی و مساحت مقطع در عبارات در نظر گرفته شده

رخ تیر به  ماند. مورد دوم حالتی است که طول و عرض نیم رخ ثابت می که طول نیم کاهش يافته؛ درحالی خطی در امتداد عضو با شیب 

( در 0bدر حالت سوم، طول مقطع مستطیلی از مقدار ) يابند. کاهش می  صورت خطی و به طور همزمان در امتداد عضو با شیب ثابت
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x/Lسمت چپ مطابق با الگو تابع نمايی )
0
eb کند، که در آن  ( در راستای عضو تغییر می .بنابراين، توابع حاکم بر  ضريبی منفی است

 شوند،  ( تعريف می01نمايی ارائه شده در رابطه )ع واببه صورت ت ت ممان اينرسی و مساحت مقطع عضو مد نظرتغییرا
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 لی.برنو -: تغییرات سطح مقطع تیر اویلر 2شکل

های توانی لازم است تمامی  توضیح داده شد، جهت حل معادلات ديفرانسیل با استفاده از روش سری 2همانگونه که در بخش 

ضرايب موجود در معادله به فرم سری توانی تبديل شوند. برای تبديل توابع نمايی حاکم بر مساحت و ممان اينرسی تیر باريک شونده به 

 کل رابطه زير:صورت يک سری متناهی به ش
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 بايستی از بسط سری مک لورن استفاده نمود.
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رخ تیر با مقطع متغیر نمايی برابر است (، بسط مک لورن توابع حاکم بر ممان اينرسی و مساحت نیم00( و )01با توجه به روابط )
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 آيد.بدست می (02) و در انتها فرم سری توانی توابع فوق بصورت رابطه
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 شود.( به صورت ذيل ارائه می02رابطه ) ،با استفاده از مختصات بدون بعد محلی 
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 اند: بعد شده در ارائه نتايج، مقادير فرکانس ارتعاشی و سختی بستر ارتجاعی با استفاده از روابط زير بی در اين مقاله، جهت سهولت
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 طبیعی ارتعاش و سختی بستر هستند.بعد فرکانس  به ترتیب پارامتر بی wK و که در آن، 

 بررسی روند همگرایی -7-1

ها را نسبت به افزايش  دست آمده و حساسیت آن های عددی بايستی همگرايی نتايج به همواره جهت تضمین کیفیت و دقت روش

زير در نظر گرفته شده است.  ها بررسی نمود. بدين منظور، يک تیر با مقطع ثابت و براساس خصوصیات هندسی تعداد جملات و يا المان

جملات سری را افزايش داديم. با توجه به  N=40و تا شروع نموديم  N=10جهت همگرايی از جملات مورد نیاز سری  برای يافتن تعداد

نیازی به  و ديگر اندهمگرا شدهنتايج جمله در بسط سری توانی  35که با در نظر گرفتن  دوش میمشاهده  (1نتايج ارائه شده در جدول )

اين بدان معناست که تابع تغییر شکل مناسب جهت تعیین فرکانس طبیعی ارتعاش تیر غیرمحلی بايستی  .باشدافزايش تعداد جملات نمی

 باشد.  35ای از درجه  يک چند جمله

، اوت: دو سر مفصل متف یمرز طيشرا سه یدر نرم افزار متلب برا یانجام مراحل محاسبات یزمان لازم براهمچنین  (1) در جدول

 25در صورت استفاده از  حلیعضو دو سر مفصل م یسر مفصل نشان داده شده است. به طور مثال برا کي -رداریسر گ کيو دوسرگیردار 

فرکانس دارد تا  ازیزمان ن هیثان 311/02به  (CPU) یعضو، واحد پردازش مرکز افتهير شکل ییحاکم بر فرم تغ یتوان یجمله در بسط سر

جمله، زمان  05 یعني. در صورت آنکه تعداد جملات استفاده شده دو برابر شوند دينما نییرا به کمک نرم افزار متلب تع تعاشی بدون بعدار

 .شود یبرابر م 3بیش از حل 

 با افزایش تعداد جملات سری و زمان حلفرکانس طبیعی بدون بعد تیر منشوری : روند همگرایی نتایج  1جدول

2 
تعداد جملات سری 

(N) 

 مفصل -گیردار دوسر مفصل دوسر گیردار

 (sزمان حل ) فرکانس طبیعی (sزمان حل ) فرکانس طبیعی (sزمان حل ) فرکانس طبیعی

5 

15 

25 

35 

05 

10/021 

22/313 

22/313 

22/313 

110/12  

212/03  

023/10  

032/123  

3/213 

3/023 

3/023 

3/023 

130/12  

311/02  

003/11  

332/131  

13/212 

12/010 

12/010 

12/010 

202/12  

003/03  

321/05  

100/131  

( جهت CPUهای توانی بر زمان مورد نیاز واحد پردازش مرکزی ) ( تاثیر افزايش جملات استفاده شده در بسط سری3در شکل )

باشد. با توجه  0ای با توان  ی به صورت يک چند جملهانجام مراحل محاسباتی نشان داده شده است. بهترين نمودار برازش داده شده بايست

به شکل مشخص است که با هر گام در افزايش تعداد جملات سری و به تبع آن بهبود دقت محاسباتی جهت تعیین نمودن فرکانس 

 يابد. ارتعاشی، مقدار زمان محاسباتی به شدت افزايش می

 
 ان تابع تغییر شکل: تغییرات زمان محاسبات برحسب بالاترین تو3شکل
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 صحت سنجی -7-2

دست آمده از روابط نیمه تحلیلی استخراج  در اين بخش با استفاده از نتايج ارائه شده در مراجع موجود، صحت و اعتبار نتايج به 

گیرد. لازم به  کند، مورد بررسی قرار می شده در اين پژوهش در حالت خاصی که تیر از تئوری کلاسیک و يا غیرمحلی ارينگن پیروی می

 شوند. جمله در بسط سری توانی تعیین می 35ذکر است که با توجه به قسمت قبلی مقادير فرکانس ارتعاشی بدون بعد با استفاده از 

 ای کلاسیک تیر ماهیچه -1-2-1

ای توانی در ه قبل از ارائه نتايج عددی مربوط به تیر غیرمحلی با مقطع باريک شونده، نیاز است تا صحت و دقت روش سری

نتايج حاصل از روش  3و  2های  ای کلاسیک مورد بررسی قرار گیرد. بدين منظور و در جدول بدست آوردن فرکانس طبیعی تیر ماهیچه

شود که  اين نکته برداشت می 3و  2با توجه به جداول اند.  [ مقايسه شده03معرفی شده با مقادير ارائه شده توسط سلطانی و عسگريان ]

های توانی يک روش دقیق و کارآمد در بدست آوردن فرکانس طبیعی بدون بعد تیر غیرمنشوری کلاسیک است. بطوريکه در  یروش سر

 [ کمتر از يک درصد است.03بعضی از مقادير فرکانس طبیعی بطوريکه در بیشتر موارد تحلیل شده میزان درصد خطا نسبت به مرجع ]

 ای با تغییرات خطی ابعاد مقطع )حالت اول ودوم( با نتایج معتبر قبلی ماهیچه :  مقایسه فرکانس بدون بعد تیر2جدول 



 یک سر مفصل-یک سر گیردار دو سر مفصل

 حالت دوم حالت اول حالت دوم حالت اول

نتايج تحقیق 

 حاضر

مرجع 

[03] 

درصد 

 (خطا )

نتايج تحقیق 

 حاضر
مرجع 

[03] 

درصد 

 (خطا )
نتايج تحقیق 

 حاضر
مرجع 

[03] 

درصد 

 (خطا )
نتايج تحقیق 

 حاضر
مرجع 

[03] 

درصد 

 (خطا )

1/5 

3/5 

2/5 

1/5 

3/5 

321/3 

351/0 

121/1 

102/2 

322/3 

320/3 

352/0 

122/1 

102/2 

312/3 

515/5 

515/5 

515/5 

5 

221/5 

322/3 

225/0 

322/2 

323/2 

215/3 

322/3 

225/0 

321/2 

323/2 

523/3 

555/5 

555/5 

515/5 

555/5 

133/0 

003/10 

205/13 

355/12 

130/15 

013/0 

003/10 

205/13 

355/12 

131/15 

013/0 

555/5 

555/5 

555/5 

515/5 

555/5 

322/10 

322/13 

025/12 

220/11 

132/15 

322/10 

322/13 

025/12 

211/11 

132/15 

555/5 

555/5 

555/5 

120/5 

555/5 

 نمایی سطح مقطع )حالت سوم( با نتایج معتبر قبلیای با تغییرات تابع  مقایسه فرکانس بدون بعد تیر ماهیچه:  3جدول 

 
 یک سر مفصل-یک سر گیردار دو سر مفصل

‌)%(Δ [03]مرجع  نتايج تحقیق حاضر‌)%(Δ [03]مرجع  نتايج تحقیق حاضر

2- 

2/1- 

1- 

2/5- 

5 

001/3 

223/3 

112/3 

002/3 

023/3 

001/3 

223/3 

112/3 

002/3 

023/3 

555/5 

555/5 

555/5 

555/5 

555/5 

125/11 

531/11 

211/12 

322/12 

010/12 

125/11 

531/11 

211/12 

322/12 

010/12 

555/5 

555/5 

555/5 

555/5 

555/5 

 ای نانوتیر ماهیچه -1-2-2

برنولی غیرمحلی مورد -در تعیین فرکانس ارتعاشی تیر اويلر در اين مرحله، صحت و دقت روش استفاده شده در اين تحقیق 

. در قسمت اول از اثر مقطع متغیر صرف نظر شده و نتايج حاصل با نتايج موجود در ديگر مقالات معتبر مقايسه گیرد ارزيابی قرار می

 گیرد. شوند. سپس، تاثیر توام پارامتر غیرمحلی و مقطع متغیر مورد بررسی قرار می می

يط مرزی و ضرايب ارينگن متفاوت که با بنابراين در بخش اول، مقدار فرکانس ارتعاشی نرمال شده برای تیرهای منشوری با شرا

دست آمده با نتايج موجود در ساير مقالات  اند. مقادير به ارائه شده 0اند و در جدول  دست آمده جمله در بسط سری توانی به 35استفاده از 

وش عددی ارائه شده در مقايسه با ساير ی نمود که رریگ جهینتتوان  و مقايسه بین نتايج ارائه شده، می 0با توجه به جدول اند.  مقايسه شده

 از تطابق و دقت قابل قبولی برخوردار است. نتايج موجود
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 دست آمده از روش سری توانی با منابع معتبر قبلی : مقایسه نتایج به 4جدول

 مرجع 
 شرايط مرزی

 مفصل -گیردار دوسر مفصل دوسر گیردار

5 

 

 

 

2 

 

 

1 

 ضرمقاله حا

 [11مرجع ]

 [30مرجع ]

 

 مقاله حاضر

 [11مرجع ]

 [30مرجع ]

 

 مقاله حاضر

 [11مرجع ]

 [30مرجع ]

313/22 

3133/22 

3133/22 

 

331/15 

331/15 

331/15 

 

303/0 

- 

303/0 

023/3 

023/3 

023/3 

 

355/2 

355/2 

355/2 

 

502/0 

- 

502/0 

010/12 

010/12 

010/12 

 

103/1 

103/1 

103/1 

 

332/2 

- 

332/2 

برنولی  –تغییرات ضريب باريک شوندگی )حالت دوم( و پارامتر غیر محلی ارينگن روی سه مود اول ارتعاشی تیر اويلر  2ر جدول د

دست آمده با پژوهش  شود تطابق خوبی بین نتايج به همانطور که مشاهده می[ مقايسه شده است. 12دوسر مفصل با نتايج تحقیق مرجع ]

[ وجود دارد. لازم به ذکر است که پارامترهای هندسی منظور شده جهت مقايسه نتايج، مطابق 12و خانیکی ] انجام شده توسط راجسکاران

 اند. [ در نظر گرفته شده12با مقاله ]

 ( روی سه مود ارتعاشی اول تیر دو سر ساده حالت دوم ،ای )ناشی از تغییرات  : مقایسه فرکانس بدون بعد تیر ماهیچه 5جدول

 
 مود سوم مود دوم اولمود 

 [12]مرجع  نتايج تحقیق حاضر [12]مرجع  نتايج تحقیق حاضر [12]مرجع  نتايج تحقیق حاضر

5 

2/5 

0/5 

2/5 

355/2 

103/0 

100/0 

002/3 

355/2 

103/0 

100/0 

002/3 

310/11 

100/15 

035/3 

332/1 

312/11 

122/15 

023/3 

331/1 

033/10 

235/12 

022/10 

112/12 

032/10 

222/12 

022/10 

115/12 

پس از صحت سنجی نتايج و تايید روند همگرايی تحلیل، در ادامه اثر عوامل مختلف مانند شرايط مرزی، پارامتر ارينگن، سختی 

 شود. رخ تیر بر فرکانس طبیعی ارتعاش عضو مد نظر مطالعه می بستر وينکلر و تغییر ابعاد نیم

 تحلیل نتایج عددی  -7-3

 وينکلر ثیر پارامتر غیرمحلی در غیاب بستر الاستیکبررسی تا -1-3-1

دوسر گیردار  ،p-pگاهی مختلف )دوسر ساده  های تغییرات فرکانس طبیعی بدون بعد تیر منشوری با شرايط تکیه منحنی 0شکل 

c-c يک سر ساده  -و يک سر گیردارc-pروی محور عمودی  دهد. شان میپارامتر ارينگن و تغییرات مود ارتعاشی ن ( را به ازای مقادير مختلف
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-2و افقی نمودار به ترتیب فرکانس طبیعی بدون بعد و شماره مود ارتعاشی نمايش داده شده است. لازم به ذکر است که با توجه به مراجع ]

افزايش مود ارتعاشی طور که از نمودارها مشخص است با  ( در نظر گرفته شده است. همان0-5[ مقادير پارامتر غیرمحلی ارينگن در بازه )2

يابد که میزان نرخ افزايش برای حالتی که پارامتر ارينگن صفر است )تئوری الاستیسیته محلی( بسیار بیشتر از  فرکانس نیز افزايش می

 تئوری غیرمحلی ارينگن است. 

     
 فرکانس چهار مود اول ارتعاشی : تاثیر ضریب ارینگن روی4شکل 

يابد و در  نتايج بدست آمده حاکی از آنست که با افرايش پارامتر ارينگن مقدار فرکانس ارتعاشی هر چهار مود به شدت کاهش می

-توان گفته که سختی تیر با شرايط مرزی دو سر مفصل، دو سر گیردار و گیردار آيد. به عبارت ديگر میتر به ارتعاش در می نتیجه تیر راحت

قابل استنباط است که تاثیر ضريب غیرمحلی  0با پارامتر غیرمحلی نسبت عکس دارد. همچنین با توجه به نتايج ارائه شده در شکل مفصل 

در مودهای  2و  5های مربوط به ضريب غیرمحلی  ايسه منحنیروی فرکانس طبیعی بیشتر از تعداد مودهای ارتعاشی است. بعلاوه با مق

يابد که میزان اين تغییرات در مودهای دوم به  شود که فرکانس بدون بعد به صورت قابل توجهی کاهش می ارتعاشی دوم تا چهارم، ديده می

ده و مود سوم ارتعاشی، با افزايش پارامتر يک سر سا -باشد. به طور مثال در شرايط تیر يک سر گیرداربعد به وضوح قابل مشاهده می

يابد. اين بدان معناست که در مدهای بالاتر تاثیر پارامتر  % کاهش می 11/20% و   52/01، مقدار فرکانس به ترتیب 0و  2به  5غیرمحلی از 

ها بوسیله فنرهای  شود اتم فرض میتوان اينگونه توجیه نمود که در مدل غیرمحلی  پوشی نیست. دلیل اين امر را می غیرمحلی قابل چشم

نهايت است.  که در تئوری محلی سختی فنرها بی کند، در حالی تری عمل می اند و در نتیجه سازه بصورت منعطف الاستیک به هم متصل شده

. به استفاده قرار گیرد، نظريه غیرموضعی بايد مورد باشد نانو تیرها به طور خلاصه، اگر نیاز به پیش بینی دقیق فرکانس طبیعی میکرو و

ها و يا استفاده از تئوری الاستیسیته محلی در تحلیل  توان گفت، در صورت صرف نظر نمودن از اثر اندرکنش بین اتم عبارت ديگر می

 آيد. ارتعاشی بزرگتری بدست می  تیرهای مقیاس کوچک، مقادير فرکانس

به بررسی تغییرات همزمان پارامتر ارينگن ) 2در جدول 
( برای حالت اول ( و مقادير مختلف از ضريب باريک شوندگی مقطع )2

يک سر مفصل و دوسر  -گاهی: دو سرگیردار ، يک سر گیردار ای، بدون حضور بستر الاستیک وينکلر با شرايط تکیه و دوم از تیر ماهیچه

مقطع و پارامتر غیرمحلی، میزان فرکانس تیر  شود با افزايش ضريب باريک شوندگیاست. همانطور که مشاهده می  مفصل پرداخته شده

يک سر مفصل در حالت اول بیشتر از حالت دوم  -گاهی دو سر گیردار و يک سر گیردار میزان اين کاهش برای شرايط تکیهيابد. کاهش می

يابد.  با سرعت بیشتری کاهش میافتد و فرکانس نرمال در حالت دوم  باشد. اما در تیر دو سر مفصل کاملا عکس اين قضیه اتفاق می آن می

های مختلف  گاه شود که نرخ تغییرات فرکانس به ازای باريک شدگی مقطع و ضرايب ارينگن متفاوت برای تکیه پس اين نتیجه حاصل می

تغییر ضريب  قابل پیش بینی نخواهد بود. همچنین نتايج حاکی از آنست که میزان کاهش فرکانس به ازای مقادير مختلف پارامتر ارينگن و

 گاهی دو سر مفصل اندکی بیشتر است. ، در تیر با شرايط تکیه0/5به  5باريک شدگی از 
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 بررسی اثر تغییرات ضریب ارینگن و سطح مقطع روی فرکانس ارتعاشی بدون حضور بستر:  6جدول 

 دوسر مفصل یک سر مفصل -یک سر گیردار دو سر گیردار  

 حالت دوم حالت اول حالت دوم حالت اول حالت دوم حالت اول   

 

 

5 

 

 

 

 

 

1 

 

 

 

 

 

2 

5 

2/5 

0/5 

2/5 

0/5 

 

5 

2/5 

0/5 

2/5 

0/5 

 

5 

2/5 

0/5 

2/5 

0/5 

313/22 

510/25 

232/11 

322/10 

022/11 

 

153/21 

303/10 

232/12 

150/10 

122/11 

 

533/25 

311/11 

102/12 

303/13 

211/15 

313/22 

531/25 

125/11 

135/12 

023/12 
 

153/21 

320/10 

132/12 

320/10 

01/11 

 

533/25 

333/11 

03/12 

220/13 

230/11 

010/12 

220/10 

33/12 

222/11 

012/3 

 

233/10 

002/13 

220/12 

032/15 

211/3 

 

032/13 

023/12 

221/11 

321/15 

150/0 

010/12 

011/10 

020/13             

233/12       

000/15 

 

233/10 

231/13       

232/12 

213/11 

311/15 

 

032/13       

523/13       

513/12        

52/11      

0253/3 

023/3 

  002/0       

123/1       

022/2       

335/0 

 

012/3 

033/0 

312/1 

113/2 

112/0 

 

513/3 

500/0 

522/1 

311/2 

225/0 

023/3       

020/0      

231/1 

250/2      

302/0 
 

012/3       

0250/0       

200/1       

300/2      

225/0 

 

5132/3       

5210/0        

303/2       

1111/2 

5123/0 

 توام پارامتر غیرمحلی و بستر الاستیک  بررسی تاثیر -1-3-2

 -، يک سر گیردار(p-p)گاهی دوسر ساده  ای محلی با شرايط تکیه تغییرات فرکانس طبیعی بدون بعد تیر ماهیچهبیانگر  2شکل 

. است (بستر الاستیک وينکلر برای مقادير متفاوت ضريب باريک شوندگی )برحسب سختی  (c-c)و دو سر گیردار  (c-p)يک سر ساده 

با  شود، رابطه فرکانس نرمال شده و بستر الاستیک وينکلر برای ضريب باريک شدگی مقطع بصورت غیرخطی است. همانطور که مشاهده می

اين نتیجه بدست آمد  2مودارها افزايش سختی بستر، افزايش فرکانس ارتعاشی را در پی دارد. در صورتی که براساس جدول توجه به تمام ن

ها  يابد. اما نتايج ارائه شده در منحنی که افزايش ضريب باريک شوندگی بدون لحاظ کردن اثر بستر الاستیک، فرکانس طبیعی کاهش می

يابد.  کند و فرکانس نرمال افزايش می سختی بستر بر اثرات کاهشی ناشی از تغییرات مقطع غلبه می حاکی از آنست که افزايش 2شکل 

شیب خط تغییرات  ،شود که با افزايش از طرفی از تمام نمودارها اين نکته برداشت می شود.يعنی امکان ارتعاش در تیر سخت تر می

به وضوح قابل  2/5باريک شوندگی  ضريبگردد. اين موضوع در منحنی با  تلاقی منحنی ها در يک نقطه می شود و باعثفرکانس بیشتر می

يابد که به معنی افزايش خیز  دلیل آن اين است که با افزايش ضريب باريک شوندگی، سختی خمشی )سفتی( عضو کاهش میمشاهده است. 

ت فنری وينکلر تاثیرگذاری بیشتری روی فرکانس ارتعاشی تیر با مقطع متغیر دارد. و يا کاهش فرکانس سیستم است. بنابراين، مقدار ثاب

گاهی ديگر، نرخ افزايش فرکانس ارتعاشی نانو تیر دو سر  ضمنا به دلیل کمتر بودن میزان سفتی تیر دو سر مفصل نسبت به دو شرايط تکیه

به  5، با افزايش ثابت فنری بستر از 0/5به ازای ضريب باريک شوندگی مفصل نسبت به سختی بستر وينکلر بسیار بیشتر است. به طوری که 

يابد.  % افزايش می25/21گاه دو سر گیردار  % و تیر با تکیه05يک سر ساده  -، يک سر گیردار33، میزان فرکانس در تیر دوسر ساده 155%

 [.02-05( در نظر گرفته شده است ]155-5ر بازه )ذکر اين نکته ضروری است که مقادير سختی ثابت فنری وينکلر در اين مقاله د

تغییرات فرکانس  2اند. در شکل  نمايش داده شده 2نتايج حاصل شده در قسمت قبل به صورت مناسبتری در نمودارهای شکل 

سر   يط مرزی يکو ثابت بستر الاستیک وينکلر روی تیر کلاسیک با شرا )حالت دوم(طبیعی بدون بعد به ازای تغییرات نیمرخ مستطیلی 

روی محور طولی و عرضی نمودار به ترتیب ضريب باريک شدگی يک سر مفصل و دو سر مفصل مورد بررسی قرار گرفته شده است.  -گیردار

دهد که در صورت عدم حضور فونداسیون  ( نمايش داده شده است. مشاهده نشان میwk( و سفتی بستر الاستیک وينکلر )مقطع )

0wkالاستیک ) ( برای هردو شرايط مرزی، فرکانس طبیعی بدون بعد با افزايش ضريب باريک شدگی مقطع ،) به صورت پیوسته )

  
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ی بستر الاستیک وينکلر و به ازای ضريب باريک شدگی ثابت، با افزايش ثابت فنرطور که از نمودارها مشخص است  يابد. همان کاهش می

يک سر مفصل است.  -يابد که میزان نرخ افزايش برای تیر دو سر مفصل بیشتر از تیر يک سر گیردارمیزان فرکانس بدون بعد افزايش می

غیر نسبت به پارامتر سختی بستر وينکلر همان طور که از نمودارهای رسم شده مشخص است، میزان تغییرات فرکانس ارتعاشی با مقطع مت

و به تبع آن کاهش بیشتر  3/5تا  5ضريب باريک شدگی از  افزايشبرای ضريب باريک شدگی مختلف، متفاوت است. به اين صورت که با 

 يابد. سختی تیر، نرخ تغییرات فرکانس طبیعی نسبت به پارامتر سفتی بستر وينکلر افزايش می

   

 ای محلی. تغییرات سطح مقطع )حالت دوم( و بستر وینکلر بر فرکانس بدون بعد تیر ماهیچه : بررسی 5شکل

  

 : بررسی تغییرات سطح مقطع )حالت دوم( و بستر الاستیک روی فرکانس ارتعاشی بی بعد 6شکل 

 –يط مرزی: دوسر ساده، دوسرگیردار و يک سر گیردار و بستر الاستیک وينکلر بر روی تیر با شرا به بررسی اثرات  1در جدول 

شود. نخست  های مندرج در جدول دو نتیجه مورد انتظار مشاهده میپرداخته شده است. با توجه به داده يک سر ساده با مقطع متغیر نمايی

يابد. اين در حالی است که در گاهی کاهش می تمام شرايط تکیه میزان فرکانس بی بعد در و ثابت بودن سختی فنر بستر، آنکه، با کاهش

همچنین با توجه به نتايج بدست  .يابدفرکانس طبیعی ارتعاش افزايش می ،هر تیر با افزايش مقدار بستر الاستیک وينکلر و ثابت بودن 

شی بالاتر نسبت به تغیبرات سختی بستر کمتر است، بطوريکه در حالت شود که میزان حساسیت مودهای ارتعا آمده اين نکته حاصل می

1/5-  نرخ افزايش مود ارتعاشی اول تا سوم برای تیر دوسر ساده به ترتیب 155به 25تغییر پارامتر بدون بعد ثابت فنری بستر از  و ،

ساده کمترين میزان افزايش  -بیشترين و تیر گیردار % است. همچنین نتايج حاکی از آنست که تیر دوسر ساده33/5% و  %213/1، 21/12

 اند. فرکانس را به خود اختصاص داده
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 روی سه شکل مود ارتعاشی اول و بستر الاستیک وینکلر تغییرات: اثر 7جدول 

اثرات پارامتر غیرمحلی ارينگن و سختی بستر الاستیک وينکلر روی فرکانس طبیعی ارتعاش تیر با مقطع  1در نمودار های شکل 

بررسی قرار  (، موردc-c( و دو سر گیردار )c-pيک سر مفصل ) -، يک سر گیردار (p-p) های متفاوت: دو سر مفصلگاه ثابت و شرايط تکیه

گاهی مدنظر، روند تغییرات فرکانس طبیعی نرمال شده با افزايش  شود در تمام شرايط تکیهها ديده میاست. همانطور که در شکلگرفته 

باشد. به طور مثال، نرخ افزايش است ولی میزان نرخ افزايش آن بسته به نوع شرايط مرزی متفاوت میسختی بستر الاستیک وينکلر صعودی 

يک سر مفصل و دو سر گیردار است. دلیل آن اينست که -فرکانس ارتعاشی برای تیر دو سر مفصل اندکی بیشتر از تیر يک سر گیردار

سختی )سفتی( تیر دو سر ساده از دو مورد ديگر کمتر است و افزايش ثابت فنری وينکلر تاثیر بیشتری روی آن دارد. از طرفی با ثابت بودن 

شود که نرخ کاهش فرکانس طبیعی تیر دو سر گیردار بیشتر از ساير  و افزايش پارامتر غیرمحلی ارينگن مشاهده می مقادير سختی بستر

طور که در اين  های بعدی قرار دارند. همان يک سرساده و دو سرساده به ترتیب در جايگاه-باشد و تیر يک سر گیردار گاهی می شرايط تکیه

انس ارتعاشی نرمال شده با ثابت فنری وينکلر برای تیر منشوری و در نظر گرفتن اثرات غیرمحلی، به شود، رابطه فرک ها ديده می شکل

 صورت غیرخطی است.

 

 شرایط مرزی 

 ساده-گیردار دوسر گیردار دو سر ساده

1 2 3 1 2 3 1 2 3 

 

 

 

1/5- 

5 

22 

25 

12 

155 

0232/3   

121/11   

202/12 

212/13  

231/10 

013/33      

011/33        

105/05      

022/05        

135/05 

012/00 

32/00       

150/03 

222/03                

053/03 

312/22   

322/22        

22/23  

512/20       

212/20 

212/21 

001/21         

155/22 

311/22       

221/22 

255/125 

315/125 

025/125 

225/125 

235/125 

220/12  

320/12 

100/11 

033/11 

220/10 

522/25 

320/25 

203/25 

003/25 

150/21 

135/150 

225/150 

335/150 

215/150 

205/150 

 

 

2/5- 

5 

22 

25 

12 

155 

0020/3 

320/11 

231/12 

032/13 

552/12 

251/33 

315/33       

310/05 

110/05       

111/01 

021/00 

533/03 

212/03 

331/03 

210/03 

050/22 

112/23 

051/23 

021/20 

112/22 

125/21 

301/21 

201/22 

255/22 

120/22 

205/125 

115/125 

035/125 

525/121 

125/121 

322/12  

322/12 

310/11 

023/10 

202/13 

033/25 

021/25 

102/21 

02/21 

111/21 

15/150 

025/150 

515/152 

125/152 

315/152 

 

 

1- 

5 

22 

25 

12 

155 

1123/3 

202/11 

320/13 

113/10 

151/12 

21/33 

153/05 

201/05 

122/01 

202/01 

320/00 

253/03 

003/03 

203/03       

320/03 

212/22 

013/23 

231/20 

133/22      

300/22 

022/21 

2512/2 

20/2 

010/22      

210/23 

125/121 

335/121 

255/121 

210/23 

025/121 

211/12  

050/11   

551/13 

130/25 

250/21 

153/21       

222/21       

302/21 

322/22 

112/22 

025/152 

225/152 

025/152 

525/152 

225/152 

 

 

2- 

5 

22 

25 

12 

155 

0013/3 

212/12 

312/10 

321/12 

123/10 

022/33     

032/05      

051/01     

121/02       

202/03 

333/03 

002/03       

203/35         

132/35 

110/31 

330/22 

030/20 

033/22 

122/21 

021/20 

020/22               

522/23 

222/23                   

210/20      

052/20 

035/121 

225/122                   

225/122 

015/122        

255/123 

12/11        

032/13 

133/21 

020/23 

513/22 

221/22 

203/23 

532/20       

113/20       

251/22 

305/152 

325/151 

135/151 

115/150 

005/150 

wk
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 : اثر تغییرات پارامتر ارینگن و بستر وینکلر بر فرکانس سازه. 7شکل

کند. همانطور که از  سر ساده با دو ضريب ارينگن متفاوت بررسی میرا برای تیر غیرمحلی دو  2شرايط موجود در شکل  0شکل 

يابد. در شرايطی که فونداسیون الاستیک وجود ندارد  نمودارها مشخص است با افزايش ضريب باريک شدگی، فرکانس طبیعی کاهش می

(0wk  بیشتر است. زيرا ضريب غیرمحلی ارينگن  3شکل با پارامتر غیرمحلی نسبت به  1(، میزان اين کاهش در تیر با پارامتر غیرمحلی

گیرد. از طرفی انتظار داريم با افزايش سختی بستر  تر اثرات کمتری دارد و ارتعاش عضو به ازای مقادير بیشتری صورت می روی تیرهای نرم

گويای اين حقیقت هستند و به ازای مقادير يکسان ضريب  ها نیز از انعطاف عضو کاسته شود و مقدار فرکانس طبیعی افزايش يابد که شکل

کند و نرخ افزايش فرکانس در تیر با مقدار ضريب  باريک شدگی، با افزايش سختی بستر میزان فرکانس در هر دو عضو افزايش پیدا می

ثیر بستر الاستیک وينکلر بر ت که تابیشتر است. همچنین به وضوح قابل مشاهده اس 1نسبت به تیر با ضريب غیرمحلی  3غیرمحلی 

دهد که نمودارها از نظر ظاهری با  نشان می 0و  2های  فرکانس بدون بعد بیشتر از تاثیر ضريب باريک شدگی مقطع است. مقايسه شکل

رايط مشابه يکديگر مشابه هستند، اما از نظر کمی تئوری الاستیسیته غیرمحلی ارينگن فرکانس ارتعاشی بدون بعد کوچکتری را نسبت به ش

 دهد. در نظريه کلاسیک محلی بدست می

 
 : بررسی تغییرات سطح مقطع )حالت دوم( ، بستر الاستیک و ضریب ارینگن روی فرکانس ارتعاشی بدون بعد 8شکل

ون تر اثر همزمان مقطع متغیر، سختی فونداسیون وينکلر و پارامتر غیرمحلی، نمودارهای فرکانس ارتعاشی بد برای بررسی دقیق

مقطع به ازای مقادير مختلف سختی فونداسیون  ای )حالت دوم( با شرايط مرزی دو سر ساده بر حسب ضريب باريک شدگی بعد تیر ماهچه

0,30,60,90wkوينکلر ) ( و برای سه ضريب ارينگن متفاوت )2 0,2,4 نمودارهای  ای که در اند. نخستین نکته رسم شده 3( در شکل

شود آن است که با افزايش سختی فنر بستر الاستیک، مقدار فرکانس ارتعاشی تیر با مقادير مختلف از ضريب باريک  مشاهده می 3شکل 
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يابد. اين موضوع مورد انتظار نیز هست، زيرا بستر وينکلر به طور مستقیم سختی سیستم را  شدگی و پارامتر غیرمحلی به شدت افزايش می

دهند که نظريه مدول الاستیسیته غیرمحلی در مقايسه با تئوری کلاسیک محلی، به  نشان می 3دهد. همچنین نمودارهای شکل  ش میافزاي

رها مشخص است در  کند. همانطور که از نمودا بینی می ويژه در ضرايب باريک شدگی کوچک، فرکانس ارتعاشی به مراتب کوچکتری را پیش

يابد.  تیک صفر است، با افزايش ضريب باريک شدگی نیمرخ مستطیلی مقدار فرکانس بدون بعد سازه کاهش میحالتی که سختی بستر الاس

ای متکی بر بستر  شود. درحالیکه روند تغییرات فرکانس ارتعاشی تیر ماهیچه تر می زيرا با باريک شدن مقطع عضو، امکان ارتعاش آن راحت

يابد، تاثیر  گی مقطع صعودی است. ضمنا هرچه میزان ضريب باريک شدگی افزايش میالاستیک وينکلر با افزايش ضريب باريک شد

 ذکر موارد زير ضروری است:  3با توجه به شکل  يابد. فونداسیون وينکلر بر سختی کلی سیستم به صورت چشمگیری افزايش می

و  2به  5و با افزايش پارامتر غیرمحلی از  (3/5تا  5در حالتی که سختی بستر صفر است. به ازای تغییرات ضريب باريک شدگی )

% است. اين بدان معناست که به ازای افزايش  52/20% و  22/22%،  50/22های )الف( تا )ج( به ترتیب  ، نرخ کاهش فرکانس در منحنی 0

وی بستر الاستیک مستقر گیرد. همچنین، در حالتی که تیر ر تر شدن عضو شدت کمتری صورت می ضريب ارينگن، کاهش فرکانس با باريک

است. شدت افزايش فرکانس در عضو با ضريب ارينگن بالاتر، بیشتر است. زيرا افزايش پارامتر غیرمحلی سبب نرمی هرچه بیشتر عضو 

یرات توان از اين قسمت گرفت اينست که: به ازای تغی نتیجه گیری کلی که می گردد و تاثیر بستر وينکلر روی عضو نرم تر بیشتر است. می

يابد. اما  ضريب باريک شدگی مقطع و سفتی بستر الاستیک، همچنین افزايش ضريب ارينگن، فرکانس ارتعاشی با شدت بیشتری افزايش می

 شود.  اگر تاثیر بستر حذف گردد، افزايش ضريب ارينگن باعث کاهش شدت تغییرات فرکانس می

 

 الاستیک و ضریب ارینگن روی فرکانس ارتعاشی بی بعد: بررسی تغییرات سطح مقطع )حالت دوم(، بستر  9شکل

 نتیجه گیری -8

 –( بر روی فرکانس طبیعی ارتعاش تیر اويلر 0-5( و پارامتر غیرمحلی )155-5در اين مقاله، اثرات بستر الاستیک وينکلر در بازه )

توان به  باشد. نتايج بدست آمده از اين تحقیق را می می ای مورد بررسی قرار گرفته است و تمام نتايج مبتنی بر بازه مذکور برنولی ماهیچه

 بندی کرد: صورت زير جمع

در های توانی يک روش کارآمد، دقیق و سريع برای حل معادلات ديفرانسیل با ضرايب متغیر است.  روش نیمه تحلیلی بسط سری -

اما در حالت تیر با مقطع متغیر افزايش  يد.جمله، همگرايی نتايج حاصل گرد 35اين پژوهش با افزايش تعداد جملات سری به 

 کند. نتايج دقیقی را ارائه می 05تعداد جملات سری به 

 ای: * اثرات مقطع ماهیچه
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,دهد که با افزايش ضريب باريک شوندگی ) نتايج نشان می - میزان فرکانس  ،رخ ( در هر دو حالت تغییرات خطی و نمايی نیم

 يابد که اين رفتار به دلیل کاهش سفتی تیر ناشی از کوچک شدن مقطع در طول آن است. کاهش می ارتعاشی

 * اثرات تئوری الاستیسیته غیرمحلی ارينگن:

شود، که اين مقدار  افزايش پارامتر غیرمحلی ارينگن باعث کاهش میزان سفتی تیر و در نتیجه کاهش فرکانس طبیعی نانو تیر می -

 يک سر مفصل و دو سر گیردار است.  -و سر مفصل کمتر از يک سر گیردارکاهش برای تیر د

با پارامتر يک سر مفصل و دو سر گیردار  -گاهی دو سر مفصل، يک سر گیردار تکیه طيبا شرامقیاس کوچک  ریت مقدار سفتی -

 . نسبت عکس دارد یرمحلیغ

 توان از اثرات آن چشم پوشی نمود. بسیار بیشتر است و نمی بالاتر یدهاومتر غیرمحلی در ماپار ریتاث -

عمل  یتر سازه بصورت منعطف جهیاند و در نت به هم متصل شده کیالاست یفنرها لهیها بوس اتم شود یفرض م یرمحلیمدل غ در -

 یبدست آمده از تئور یفرکانس ارتعاش ريمقاد در نتیجه،است.  تينها یفنرها ب یسخت یمحل یدر تئور که یدر حال کند، یم

 .استکوچکتر  ی )کلاسیک(محل تهیسیالاست یغیرمحلی نسبت به تئور تهیسیتالاس

 * اثرات بستر الاستیک وينکلر:

به صورت  نکلريو کیبستر الاست یسخت شيبا افزا بدون بعد نانو تیر منشوری و غیرمنشوری یعیفرکانس طب راتییروند تغ -

فنری وينکلر روی مقدار سفتی تیر و در نتیجه مقدار خیز و  که اين به دلیل تاثیرگذاری مستقیم ثابتاست  یصعودغیرخطی و

 فرکانس ارتعاشی سیستم است. 

بسته به نوع  فرکانس طبیعی بدون بعد نانو تیر مستقر بر فونداسیون الاستیک شينرخ افزانتايج بدست آمده نشان دادند که  -

  .استمتفاوت  ی، مقدار ضريب باريک شدگی و پارامتر غیرمحلیمرز طيشرا

 يابد. با افزايش ثابت فنری وينکلر نسبت فرکانس غیرمحلی به محلی کاهش می های منشوری،  در تیر -

( بر فرکانس ارتعاشی بدون بعد از تاثیر ساير عوامل مدنظر همچون 155-5نتايج نشان داد که اثر بستر الاستیک وينکلر در بازه ) -

ر بیشتر است. به عبارت ديگر در اثر حضور اين بستر، تاثیر ساير عوامل ( و ضريب باريک شدگی مقطع بسیا0-5پارامتر ارينگن )

 شود. مذکور بر رفتار ارتعاش آزاد نانو تیر با مقطع متغیر کمتر می

يابد. که  با افزايش ضريب باريک شدگی و پارامتر ارينگن، نرخ افزايش فرکانس ارتعاشی نسبت به پارامتر سختی بستر افزايش می -

 تر است.  و منعطف  تاثیرگذاری بیشتر ثابت فنری وينکلر روی مقدار سفتی )الاستیسیته( نانوتیرهای نرماين به دلیل 
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