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 چکیده 
و   پايداری  رفتار  پژوهش،  اين  تابعدر  مدرج  از مصالح  غیرمنشوری ساخته شده  تیموشنکو  تیر  آزاد  )ارتعاش  قرار  FGMی  مورد مطالعه   )

باعث استفاده بهینه از تمام ظرفیت مقطع، کاهش چشمگیر وزن  ترکیب خصوصیات اعضای غیرمنشوری و مصالح مدرج تابعی گرفته است. 
شود. همچنین، تعیین فرکانس طبیعی ارتعاش اعضای  ی ارتجاعی میها ستمیسسبب ايجاد بهترين حالت طراحی برای    ت يدرنهاسازه و  

ای برخوردار است. از سوی ديگر مسئله پايداری يکی از معیارهای اصلی طراحی اعضا  مسائل دينامیکی از اهمیت ويژه  لیتحلای در  زهسا
، فرکانس طبیعی ارتعاش و بار  مرکزی و پس رو با دقت مرتبه دومحدود پیش رو،   تفاضل . بنابراين، در اين پژوهش با استفاده از روشاست

، يک رداریگ  سر  دواز مصالح مدرج تابعی با در نظر گرفتن سه نوع شرايط مرزی:    شده  ساختهتیموشنکو غیرمنشوری    یرت  بحرانی  کمانش
براساس قانون توزيع پیوسته و    صورتبهيک سر آزاد و دو سر مفصلی تعیین شده است. خصوصیات مصالح در راستای طولی    -سر گیردار

به علت تغییر اندک ضريب ماند. همچنین  د در راستای ضخامت تیر ثابت و بدون تغییر باقی میموا  خواص؛  کهیدرحالکند.  توانی تغییر می
و همچنین    های معتبريج مقالهبا مقايسه نتايج حاصل با نتادر انتها    مقدار آن ثابت در نظر گرفته شده است.  پوآسون مصالح در طول تیر،

آباکوس  مقادير افزار  نرم  از  و دقت  حاصل  تا، صحت  است.روش مذکور  مانند  همچنین،  يید شده  عوامل مختلفی  مدرج   تاثیر  ماده  توان 
ای به تفصیل مورد مطالعه ماهیچه  تیر  بر بار کمانش بحرانی و فرکانس طبیعی ارتعاش  گاهو نوع تکیه  ضريب باريک شوندگی مقطع  ،تابعی 

 گذارد.ای میتیر ماهیچه ی بر رفتار پايداری و ارتعاشی اتوان ماده تابعی تاثیر عمده است و نشان داده شد که قرار گرفته
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In this paper, the critical buckling loads and natural frequencies of axially 

functionally graded non-prismatic Timoshenko beam with different 

boundary conditions are acquired using the Finite Difference Method 

(FDM). In the recent years, the use of functionally graded materials 

(FGMs) has been increasing in different mechanical components due to 

their conspicuous characteristics such as high strength, thermal 

resistance and optimal distribution of weight. The designer can thus 

produce structures with favorable stability and manage the distribution of 

material properties. In this study, the material properties of non-prismatic 

Timoshenko beams such as Young’s modulus of elasticity and density of 

material are described by a power-law formulation along the beam axis. 

Contemplating elastic behavior, the system of equilibrium equations of 

non-uniform Timoshenko beam and the related boundary conditions are 

coupled in terms of the vertical displacement and the bending rotation of 

the cross-section. Afterwards, the system of second-order differential 

equations with variable coefficients and end conditions are discretized by 

finite difference formulations with second-order accuracy. Finally, the 

system of finite difference equations culminates in a set of simultaneous 

and linear equations and the critical buckling loads and natural 

frequencies are calculated by solving an eigenvalue problem of the 

obtained algebraic system. In order to demonstrate the accuracy and 

reliability of this approach to calculate elastic buckling loads and natural 

frequencies of functionally graded (FG) Timoshenko beams, one 

comprehensive example including axially non-homogeneous and 

homogeneous members with non-uniform cross-section is expressed. The 

numerical results in clamped-clamped, simply supported and fixed-free 

boundary conditions are accomplished. Moreover, the effect of various 

parameters such as volume fraction index, end conditions and the section 

variation on the elastic buckling and free vibration behavior of AFG 

Timoshenko beam are investigated in detail. 
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 مقدمه -1

ابعاد سطح مقطع در مقايسه با طول    ها آن ( تیرهای تیموشنکو که در  1  :شوند ی میبندمیتقستیرها از نظر نوع رفتار به دو دسته  

اويلر2است.    توجهقابلتیر   ابعاد سطح مقطع در قیاس با طول تیر کوچک است. در تیرهای  -( تیرهای  اثرات نیروی   موشنکویتبرنولی که 

 شود.  ی میپوشچشمصرف نظر کردن است.  ولی در تیرهای اويلر برنولی از اين دو اثر  رقابلیغ دورانی چشمگیر و  رسیاينبرشی و 

زمینه در  ناهمگن  حرارتی  مواد  سپرهای  مانند  مهندسی  مختلف  لولهماها یفضاپ های  صنايع  ،  حرارتی،  مبدل  و  سازیکشتهای  ی 

يک نوع ماده کامپوزيت که   عنوانبهتوان  را می  (FGM)  1. مصالح مدرج تابعی اندگرفته   قرارده  در مهندسی عمران مورد بررسی و استفا  راًیاخ

خصوصیات ساختاری با    جيتدربه  تدريجی در يک يا چند  جهت در حال تغییر است، در نظر گرفت. در مواد مدرج تابعی   طوربه خواص آن  

تبديل می ماده ديگری   به  ماده  يک  از  مصالح مدرج میتیرهاشود.  يک شیب خاص  از  دارای ساخته شده  اهداف مختلف  برای  ی  توانند 

ای بسیار بزرگ ی حرارتی متفاوت و بارهای ضربههاانيگراد،  کنواختيریغ مانند خستگی ناشی از توزيع بارهای گسترده    همگنریغ شرايط  

 در يک نقطه بکار گرفته شوند. 

ت  یداريپا  نهیدرزم آزاد  ارتعاش  او  وموشنک یت  یرهایو  با مصالح همگن تحق   یبرنول-لريو  صورت گرفته    یاریبس  قاتیساخته شده 

اين خصوص    است در  توسط  میکه  شده  انجام  پژوهش  به  تحقیق،اشاره    [ 1]  اوحدیو    زادهلیاسماع توان  اين  در  معادله    نمود.  دستگاه 

پا  لیفرانسيد بر  ت  یداري حاکم  آزاد  ارتعاش  دمعاد  کيبه    یرمنشور یغ   موشنکویت  ریو  شده   چهار  مرتبه  لیفرانسيله  بار    ري مقاد   و   تبديل 

طب  یکمانش فرکانس  سربا    یعیو  روش  از  ]اند.  شدهمحاسبه    یتوان  هایی استفاده  همکاران  و  حسنی  کمانش  2همچنین  بار  بحرانی [ 

 روش انرژی تعیین نمودند. با استفاده از های متکی بر بستر الاستیک را ستون 

تیموشنکو ساخت  در تیر  تابخصوص  از مصالح مدرج  نیز تحقیقات  ه شده  تانگ و  اگسترده عی  [  3]  2تبرکی صورت گرفته است. 

[ با استفاده  4]  3تسکین. آيدوقدو و  نداند را انجام داد تحلیل ارتعاش آزاد تیر تیموشنکو با مصالح مدرج تابعی که با قانون نمايی ساخته شده

  . سیسمک وند جايی محوری محاسبه نموددر نظر گرفتن جابهز مصالح مدرج تابعی را با  طبیعی تیرهای ساخته شده ا  از روش ناويه فرکانس 

های برشی تغییر شکل   شده از مصالح مدرج تابعی را بر اساس تئوری  تیرهای ساخته  حاکم برارتعاش آزاد    حاکم بر[ معادله  5]   4همکاران

[ رفتار پايداری تیرهای ساخته شده با مصالح مدرج  6]  همکاراننژاد و    عطار   . دندبدست آورلاگرانژ  مرتبه اول و بالاتر با استفاده از معادلات  

حرانی و  بار کمانش ب  [ 7]  همکاران. شهبا و  ندبررسی نمودبا استفاده از يک روش مکانیکی جديد  و  تیموشنکو  تئوری تیر  براساس  تابعی را  

ارتعاش را برای تیر تیموشنکو با مقطع متغیر   ارائه يک روش عددی  به شرايط مرزی کلاسیک و غیر  هتوجبا  فرکانس طبیعی  کلاسیک با 

ارتعاش آزاد و رفتار دينامیکی    [8]  5  همکاران. آلشوربرگی و  ندمحدود محاسبه نمود  ءروش اجزا  بر اساسجديد   تجزيه و تحلیل فرکانس 

 راجاسکاران  . شهبا و ند انجام دادروش اجزاء محدود  از های مختلف مصالح با استفاده برای توزيع  را تابعی مدرجتیرهای ساخته شده از مصالح 

.  ندشده از مصالح مدرج تابعی محوری را بررسی نمودبرنولی با مقطع متغیر ساخته  -[ ارتعاش آزاد و پايداری خطی و ارتجاعی تیر اويلر9]

هايی که توسط . در بررسیندرج تابعی پرداخترفتار ارتعاشی تیرهای ساخته شده از مصالح مد  دربارهبه تحقیق    [10]  6  همکاراننگ و  وآه

نشان داده شده است که به دلیل تغییر   ، صورت گرفته  هدفمند  [ بر روی انواع مختلف تیرهای ساخته شده با مصالح11]   7همکارانسو و  

الاستیسیته و چگالی در مقطع ارتعاشی بههمگرايی فرکانس  ،مدول  دار  روش  نوع  های  انتخاب شده بستگی     8همکاران د. سرکار و  عددی 

تحلیل و  [ به 13]  9همکاران. بامبیل و  ند کردگاهی دو سر گیردار را بررسی  [ ارتعاشات تیر تیموشنکو با سطح مقطع ثابت با شرايط تکیه12]

ی ساخته شده  دينامیکی تیرهارفتار  [  14-15]  10و چاکراورتی   ن. پرادهاندی تیموشنکو با سطح مقطع و مصالح پلکانی پرداخترهایت  بررسی
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تابعی   از رايلی  را  مصالح مدرج  از روش عددی  استفاده  نمودندريتز  -با  پژوهشی ديگر،.  مطالعه  ماتريس سختی  16]   11چنگو  دنگ    در   ]

ارتعاش و  [ فرکانس طبیعی  17]   12همکاران. ترين و  ندکردی کلاسیک محاسبه  هاروشدو جهته با  میکی را برای تیرهای مدرج تابعی  دينا

تیرهای جدارنازبار کمان از مصالح  ک  شی  را محاسبه نموی دينا بارهاتحت    هدفمند ساخته شده  و حرارتی     13همکارانن و  د. نگويدنمیکی 

   14همکارانهوآری و  همچنین،    .ددنکريک جهته را بررسی    هدفمند مصالح    ساخته شده ازشکل و قوطی    Iارتعاش آزاد تیرهای  پديده  [  18]

برش مبادرت   مراتب بالای  های مدرج تابعی با در نظر گرفتن تئوری[ به تجزيه و تحلیل ارتعاشات ورق 02]   15همکاران[ و تونسی و  19]

ساخته شده از مصالح مدرج تابعی را با استفاده از روش حساب   دهیتنش یپ [ ارتعاش آزاد تیرهای تیموشنکو  21]   16داسپائول و  .  اندنموده

واد مدرج تابعی  ساخته شده از مپاسخ دينامیکی غیرخطی هندسی صفحات [ 22منظری و شهابیان ]اخیراً،  .ددنتغییرات مورد بررسی قرار دا

همچنین،   محدود آباکوس مطالعه نمودند.   ءرا به کمک نرم افزار اجزاتحت بارهای انفجاری    نیتريد  سیلیکون -استیل    استاينلس  متشکل از

تی تیر  برای  جديدی  سختی  ماتريس  توانی  سری  روش  ساختبراساس  غیرمنشوری  تابعی  موشنکو  مدرج  مواد  از  شده  و  ه  سلطانی  توسط 

 [ ارئه شد. 23عسگريان ]

در اين پژوهش فرکانس طبیعی ارتعاش و بار کمانش بحرانی برای تیر تیموشنکو ساخته شده از مصالح مدرج تابعی با استفاده از  

محدودروش   می  تفاضل  همانتعیین  شد،  شود.  مشاهده  که  روش رفتار  بررسی  گونه  از  استفاده  با  مذکور  اعضای  آزاد  ارتعاش  و  پايداری 

روشتاکنون  محدود    ضلتفا از  بلکه  نشده،  اجزاانجام  روش  ديگر همچون  رايلیمحدود  ءهای  ديفرانسیل،  مربعات  توانی-،  يا سری  و   ريتز 

و    های تغییر شکلبه مولفه   شامل دو معادله وابسته  رانسیل مرتبه دو حاکم بر رفتار تیر تیموشنکو کهمعادله ديفاستفاده شده است. دستگاه  

توجه به شرايط مرزی مسئله و    گردد. سپس، با محدود با دقت مرتبه دو حل می  تفاضل با ضرايب متغیر است، با استفاده از روابط حاکم بر  

نشان دادن توانايی و صحت روش ارائه   نظورمبهدر پايان    گردد. فرکانس ارتعاشی محاسبه می  حل مقادير ويژه، مقدار بار کمانش بحرانی و 

  ابعاد  تغییر  زمان همشده، چندين مثال عددی شامل تیر تیموشنکو با شرايط مرزی متفاوت ارائه شده است. در طی مسائل حل شده، اثر  

بدست    با مقايسه نتايج  است.  مطالعه شدهتیموشنکو  و ارتعاش آزاد تیر    پايداریخصوصیات مصالح بر رفتار    و  گاهی، شرايط تکیه رخ عضونیم

روش و دقت  توانايی    ،آباکوس  افزارنرمحاصل از    نتايج آمده از روش معرفی شده در اين مطالعه با مقادير ارائه شده توسط محققان ديگر و  

 ه است. د شد تايی تیر تیموشنکو ناهمگن با سطح مقطع متغیر  ارتعاشار بحرانی و فرکانس طبیعی محدود در محاسبه مقادير ب تفاضل

 له سازی مسأالگو  -2

در انتهای خود قرار دارد، در   Pکه تحت بار متمرکز فشاری    Lی ساخته شده از مواد تابعی به طول  رمنشوریغ يک تیر تیموشنکو  

کو در  . مطابق تئوری حاکم بر تیر تیموشنمیک ساخته شده استمصالح تیر در راستای طول آن از ترکیب فلز و سرانظر گرفته شده است.  

بر   مختصات  دستگاه  که  جابهحالتی  باشد،  گرفته  قرار  مقطع  سطح  مرکز  بیان روی  زير  روابط  توسط  ترتیب  به  عرضی  و  محوری  جايی 

 شوند: می

(1      )                                                                                                 ( , , ) ( )U x y z z x= − 

(2                              )                             ( , , ) ( )W x y z w x= 

آن   ,که در  ,x y z   همچنین  در جهت طولی، جانبی و ضخامت هستندمختصات هندسی  های  مولفه .θ  و w   با برابر  ترتیب  به 

بر  اند. دستگاه معادله ديفرانسیل حاکم بر تیر تیموشنکو ارتجاعی  ه شده( نشان داد1جايی عرضی است که در شکل )دوران خمشی و جابه

 : [6ذيل تعريف شده است ]  صورت( به)و دوران سطح مقطع (  w) جايی حاکم بر آن شامل تغییر مکان عرضی میدان جابه اساس

(3      )                                       2( ) ( ) 0EI kGA w I      + − + =                                        
 

11 Deng & Cheng 
12 Trinh et al. 
13 Nguyen et al. 
14 Houari et al. 
15 Tounsi et al. 
16 Paul & Das 
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(4                           )             2( ( )) ( ) 0kGA w Pw A w    − − + = 

به    Gو    Eهمچنین  مساحت مقطع در هر نقطه است.    A  و  برش تیموشنکوضريب    kرخ تیر،  ممان اينرسی نیم  Iکه در روابط فوق،  

 بار کمانش بحرانی است. Pفرکانس طبیعی حاکم بر ارتعاش آزاد و   ω هر نقطه هستند.  مدول برشیو  يانگ ضريب ارتجاعیترتیب معرف 

 
 تیر تیموشنکو جایی حاکم بر میدان جابه :  1شکل 

ل دهنده در  ای از مواد ناهمگن هستند و خواص، تابعی از کسر حجمی مواد تشکیتوضیح داده شد، مواد تابعی دستهکه  گونه  همان

هر نقطه از تیر توسط يک قانون اختلاط در نظر گرفته شده و    مصالح   های يگر، در مصالح مدرج تابعی، ويژگیارت دبه عبهر نقطه است.  

مورد نظر از دو جزء سرامیکی و    FGدر اين پژوهش، تیر  شود.  یل دهنده آن در هر نقطه تعريف میهای مواد تشکتابعی از ويژگی  صورتبه

طوريکه  فلز است.  شده  تشکیل  تدريجی    اتخصوصیی  و  پیوسته  صورت  به  متغیر  مقطع  با  تیر  طولی  راستای  در  خواص  ماده    کاملاًاز 

که، جنس مصالح تیر کند. در حالیفلزی )آلومینیوم( در سمت راست تغییر می  کاملاًسرامیکی )زيرکونیا( در انتهای سمت چپ، به خواص  

از قانون اختلاط   در امتداد طول  اده ، فرض شده است که توزيع خواص مر گرفته شده است. در اين مقالهدر راستای ضخامت ثابت در نظ

   : [26-24] ( را خواهیم داشت5، رابطه )کندمید پیروی خطی کسر حجمی موا

(5)                   ( ) ( ) ( )
Z Z A A

P x P V x PV x= + 

به    ZVو    AV  کنند. در رابطه فوق،اشاره می  (اکسید زيرکونیوموم( و سرامیک )به ترتیب به خواص فلز )آلومینی   Zو    Aهای  زيرنويس

بیانگر خواص فلزی و سرامیکی )ضريب يانگ، ضريب   ZPو    APدر ابتدا و انتهای تیر هستند.  ان دهنده کسر حجمی فلز و سرامیک  ترتیب نش

محور طولی تیر به    طه در امتدادنی، کسر حجمی جزء فلزی در هر نقپواسون و ضريب انبساط حرارتی( هستند. با استفاده از قانون توزيع توا

 گردد: صورت زير تعريف می

(6 )                    
( ) ( ) 1

( ) ( )

Z A

m

A

V x V x

x
V x

L

+ =

=
 

( رابطه  پ6در  تابعی  mارامتر  (،  ماده  راستای   است شاخص کسر حجمی  را در  فلز  و  ترکیب کسر حجمی سرامیک  که چگونگی 

نهايت برای اين پارامتر، به ترتیب بیر صفر و  است. لازم به ذکر است که مقاديتر و يا مساوی صفر  يک عدد بزگو    کندطولی مشخص می

و ضريب ارتجاعی مصالح مصرفی در امتداد محور طولی تیر به  درنتیجه، تغییرات جرم واحد حجم  معرف فلز خالص و سرامیک خالص است.

 اند: در نظر گرفته شده (8( و ) 7های )با رابطهمطابق ترتیب 

(7)                                     m

Z A Z

x
( x ) ( )( )

L
 =  +  −  

(8           )                 m

Z A Z

x
E ( x ) E ( E E )( )

L
= + − 

 د: باشنزير می صورتبه  آلومینیوماکسید زيرکونیوم و  که مقادير مرتبط با ضريب يانگ و چگالی 

3

2 0 0

3

1 1

200   5700

70        2702

ZrO : E GPa; kg / m

Al : E GPa; kg / m

=  =

=  = 
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در نظر گرفته شده است. در اين    3/0ر طول ثابت و برابر  ون مصالح سازنده تیر، مقدار آن دبه علت تفاوت بسیار کم ضريب پوآس

  ( m)جمی  ( مشخص است که با افزايش شاخص کسر ح8( و )7به روابط )  با توجهبرابر با يک، دو و سه در نظر گرفته شده است.    mمطالعه،  

 شود. ه تیر میيابد و اين منجر به افزايش وزن و سختی ماده سازندايش میدرصد حضور اکسید زيرکونیم در طرح اختلاط ماده تابعی افز

توان  با  تابعی  برای مصالح همگن )زيرکونیا( و مدرج  امتداد عضو  الاستیسیته در  های مختلف در طول عضو در نمودارهای  تغییرات مدول 

 اند. ن داده شدهنشا (2شکل )

 

 جمی متفاوت در مختصات محلی عضومصالح همگن و مدرج تابعی با شاخص کسر ح  : تغییرات ضریب الاستیسیته حاکم بر2شکل 

معادله   تابعی حل  مدرج  مصالح  از  استفاده  در صورت  تیموشنکو  تیر  بر  حاکم  ديفرانسیل  معادله  دستگاه  به  توجه  ديفرانسیل با 

های عددی موجود استفاده  ز يکی از روش دلیل بايد ا  است؛ به اين  رممکنیغ   باًيتقرهای معمول  کو با استفاده از روش وشنتیم  حاکم بر تیر

معادلات ديفرانسیل خطی و با ضرايب   کهیهنگام محدود است. اين روش    تفاضل ها، روش  ترين اين روشکارآمدترين و مناسب  ازکرد. يکی  

 مهندسی قابل استفاده است.  است و برای مسائل د دارای دقت مناسبنغیر باشمت

 روش عددی  -3

های تقريبی برای حل معادلات ديفرانسیل با ضرايب متغیر با توجه به يکی از قدرتمندترين روش  ( FDM)  17دود اضل محروش تف

ابع مجهول در يک نقطه را استوار است که مشتقات مراتب مختلف تباشد. اساس اين روش بر اين اصل  شرايط مرزی حاکم بر مسئله می

بامی بس  توان  از  رعبارات جبری حاصل شده  اين  نمود.  تیلور جايگزين  معادله چند مجهول ط  يک دستگاه چند  به  را  وش عددی مسئله 

   کند.جبری تبديل می

طول هر   هجیدرنتگردد و  قسمت تقسیم می  nمحدود مرکزی به    تفاضل، طبق فرضیات حاکم بر روش  Lی با طول  رمنشوریغ تیر  

( نشان داده  3محدود در شکل )  تفاضلی نقاط بر اساس روابط  گذارشمارهی و  ندبمیتقسی  شود. شیوهدر نظر گرفته می h=L/n قسمت برابر

ای مرتبه دو، مشتقات مرتبه اول و دوم تغییر شکل تیر تیموشنکو به قرار زير محدود مرکزی با خط  تفاضلبا توجه به تعاريف   شده است.

 اشند: بمی

(9)                           
1 1 1 1

2

1 1 1 1

2 2

( , ) ( , )( , )

2

( , ) 2( , ) ( , )( , )

i i i i

i i i i i i

w wd w

dx h

w w wd w

dx h

+ + − −

+ + − −

 − 
=

 −  + 
=

                             

 
17 Finite Difference Method (FDM) 

E (GPa) 

x/L 
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 محدود  تفاضلروش  بر اساسهای یکسان ی طول تیر به المان بندمیتقس: 3شکل 

 گردند: صورت ذيل ساده میز مواد مدرج تابعی بهرخ متغیر و ساخته شده امعادلات حاکم بر پايداری ارتجاعی تیر تیموشنکو با نیم

(10)                                       
2

2

2
( ) ( ) 0

dI d dE d d dw
E I EI kGA kGA x I x

dx dx dx dx dxdx

  
   + + + − + =  

(11)                            

2

2

2
2

2

( ) ( )

( ) 0

dA dw dG dw dA dG d w d
kG kA kG x kA x kAG kAG

dx dx dx dx dx dx dxdx

d w
P A w x

dx


 

 

+ − − + −

− + =

 

 کنیم: ذاری میمحدود مرکزی را در معادلات فوق جايگ تفاضلسپس، روابط حاکم بر روش 

 (21  )                 

1 1 1 1 1 1

2

21 1

2

2 2

0
2

i i i i i i i

i i i i i i

i i
i i i i i i i i

E I E I E I
h h h

w w
kG A kG A I

h

+ − + − + −

+ −

 −   −   −  +      
 + +     
     

− 
+ −  +    = 

 

 

(31)                                 

1 1 1 1

1 1

2

21 1 1 1

2

2 2

2

2
0

2

i i i i

i i i i

i i i

i i i i i i i i

i i i i i

i i i i i

w w w w
kG A kA G

h h

w w w
kG A kA G kG A

h

w w w
kG A P A w

h h

 

 
 

+ − + −

+ −

+ − + −

− −   
 +   
   

− + 
 − − +  

 

− − +   
− − + =   

   

 

 ( نشان داده شده است: 15( و )14( در روابط )13( و )12مرتب شده روابط )

(14)                                  

2

1 2 2

1 1 12

1 1 1 2

2 2

1 1 1
0

2 2 2 2

i i i i i i i i i i i i i i

i i i i i i i i i i i i i

I E E I E I E I kG A I
h h h h

k k
I E E I E I w G A w G A

h h h hh

−

+ − +

− −   
  − + +  − +     

   

−     
 + + + + + =     

     

   

(15)             

 1 1

2

1 2 2 2 2

1 2 2

2 2

2 2

2 2

0
2 2

i i i i i i i i i i i

i i i i i i i i i i i i

i i i i i i i

k k
G A kA G kG A G A

h h

P k k k P k
w G A A G G A w G A A

h hh h h h

P k k k
w A G G A G A

h hh h

− +

−

+

−   
  +  − − +    

   

−   
 + + − − + − +     

   

 
 + − + + + = 

 

 

به    کهی درصورت رو  میتقسقسمت مساوی    nعضو  نقاط  ابط فوق  شود،  تمامی  برای  بايستی  و    i=1,2,3,…,n-1را     (n-1)2،  جهیدرنتنوشت 

 گردد. معادله وابسته حاصل می
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در اين پژوهش سه تیر با شرايط مرزی دو سر مفصل، دو  مرزی نیاز است.  همواره برای حل دستگاه معادله ديفرانسیل به شرايط  

آزاد در نظر  -سر گیردار و يک سر گیردار   تیموشنکو،  گرفته شده  يک سر  تیر  بر  اساس فرضیات حاکم  بر  برای هر دو  اند.  شرايط مرزی 

 اند: ابق روابط زير در نظر گرفته شدهانتهای اعضای تحلیل شده مط

w                            0=0                                                                             (  16: )انتهای مفصلی
d

dx


= 

w                                       0=0                                                                                  (17گیردار: ) انتهای = 

)                                                                          (18انتهای آزاد: ) ) 0
dw dw

kGA P
dx dx

− − =0
d

dx


=         

  اب در اين پژوهش جهت افزايش دقت و جلوگیری از تشکیل نقاط مجازی در ابتدا و انتهای تیر، معادلات حاکم بر شرايط مرزی  

 اند: دو گسسته شدهین و پسین با خطای مرتبه اضلات پیشروابط تف استفاده از

(19)                                                                     
1 1 2 2

1 1 2 2

3( , ) 4( , ) ( , )( , )

2

3( , ) 4( , ) ( , )( , )

2

i i i i i i

i i i i i i

w w wd w

dx h

w w wd w

dx h

+ + + +

− − − −

− + −
=

− +
=

  

  
 

ادامه، روابط    در  جايگذاری  بر  با  پیش  تفاضلحاکم  پسمحدود  و  تکیرو  شرايط  تیر،  انتهای  و  ابتدا  مرزی  شرايط  در  گاهی  هرو 

 گردند: زير ساده می صورتبه

      (  20مفصلی:) انتهای

0 1 2

0

1 2

3 4 0
0 0

0

3 4 0

0

n n n

n

x i
w

x L i n
w

  

  − −

− + − =
= → =  

=

− + =
= → =  

=

 

                          (          21گیردار:)انتهای 

0

0

0
0 0

0

0

0

n

n

x i
w

x L i n
w





=
= → =  

=

=
= → =  

=

 

                                (22آزاد: )انتهای

0 1 2

0 1 2

0

1 2

1 2

0 0

3 4 0

3 4
( ( 0) ( 0) ) ( 0) ( 0) 0

2

3 4 0

3 4
( ( ) ( ) ) ( ) ( ) 0

2

n n n

n n n

n

x i

w w w
kA x G x P kA x G x

h

x L i n

w w w
kA x L G x L P kA x L G x L

h

  



  



− −

− −

= → = 

− + − =


− + −
= = − − = = =



= → = 

− + =


− +
= = − − = = =



 

2(n-1)    ب   ضل تفامعادله تقسیممحدود  از  حاصل  نقاط  در  آمده  انتها دست  هر  در  اضافی  مرزی  شرط  دو  و  يک    بندی  به  منجر 

 توان به فرم ماتريسی ذيل نوشت:يان، روابط حاصل شده را میدر پاگردد. می (n+1)2دستگاه معادله خطی همگن به ابعاد 

(23)            * 2 **

2( 1)*2( 1) 2( 1)*1 2( 1)*1
( ) 0n n n n

R P R R A + + + +
   + +  =    

 ی که: طوربه
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(24  )                        0 1 1 0 1 1... ...
T

n n n nA w w w w− −=          

( رابطه  در  ضماتر(،  20همچنین  ابعاد      [R]رايب  يس  به خصوصیات  می  2(n+1)*  (n+1)2به  مربوط  جملات  شامل  که  باشد 

 شوند. محاسبه می  35تا  25های ماتريس مذکور مطابق با روابط هندسی و مصالح )صلبیت خمشی و برشی( است. درايه

(25           )                    2 1 2

1 1 1

2 2
i ,i

L L L L L L
R E ( i ) I ( i ) I ( i ) E ( i ) E ( i ) I ( i )

h n n h n n n nh
−

 = − − + 

(26)                  2 1 1 2

2
i ,i

L L L L
R E ( i ) I ( i ) kG( i ) A( i )

n n n nh
− +

−
= − 

(27 )                                                2 1 2 2

1 1 1

2 2
i ,i

L L L L L L
R E ( i ) I ( i ) I ( i ) E ( i ) E ( i ) I ( )

h n n h n n n nh
− +

 = + +  

(28)                                                                                            2 1 1
2

i ,( n ) i

k L L
R G( i ) A( i )

h n n
− + +

−
= 

(92                     )                                                       2 1 1 2
2

i ,( n ) ( i )

k L L
R G( i ) A( i )

h n n
− + + + = 

(30              )                                                                             2
2

i ,i

k L L
R G( i ) A( i )

h n n
= 

(31)                                                                                   2 1i ,i

L L L L
R kA( i )G ( i ) kG( i ) A ( i )

n n n n
+

 = − −  

(32                            )                        2 2
2

i ,i

k L L
R G( i ) A( i )

h n n
+

−
= 

(33)                                              2 1 2 2 2
i ,( n ) i

k L L k L L k L L
R G( i ) A( i ) A( i )G ( i ) G( i ) A ( i )

n n h n n h n nh
+ +

 = − − 

(34         )                                          2 1 1 2

2
i ,( n ) ( i )

k L L
R G( i ) A( i )

n nh
+ + + = − 

(35)                 2 1 2 22 2
i ,( n ) ( i )

k L L k L L k L L
R A( i )G ( i ) G( i ) A ( i ) G( i ) A( i )

h n n h n n n nh
+ + +

 = + + 

 گردند: به صورت زير تعريف می R*های ماتريس درايه 

(36)                                                                                                            2 1 2

1*

i ,( n ) iR
h

+ +

−
= 

(37                             )                                                                           2 1 1 2

2*

i ,( n ) ( i )R
h

+ + + = 

(38                          )                                                                             
2 1 2 2

1
i ,( n ) ( i )

*R
h+ + +

= − 

 دهند: تشکیل می را جملات مربوط به جرم تیر R**عناصر 

(39)                     
2 1 1

**

i ,i

L L
R ( i ) I ( i )

n n
− + =  

(40                 )            
2 1 1

**

i ,( n ) ( i )

L L
R ( i ) A( i )

n n
+ + + =  
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(  R*و    Rهای مربعی ضرايب )های ماتريسکند. باقی درايهمی  ییرتغ  n-1تا    1در بازه  معرف شماره گره است، که    iدر جملات فوق  

تیر تشکیل  را عبارات مربوط به شرايط مرزی دو به نوع تکیه   دهند، که می  سر  )  براساسگاه و  با توجه  تا )20روابط  زير 22(  ( به صورت 

 گردند: تعريف می

2                                                      (: 41)مفصلرسدوتیر 1,1 2 1,2 2 1,3 2 , 2

2 1, 1 2 1, 2 1, 1 2 2,2 2

3,        4,        1,        1

1,        4,        3,        1

n n n n n

n n n n n n n n

R R R R

R R R R

− − − +

+ − + + + + +

= − = = − =

= = − = =
     

2                                                                                      (     42سر گیردار: )دوتیر 1,1 2 , 2

2 1, 1 2 2,2 2

1,           1

1,         1

n n n

n n n n

R R

R R

− +

+ + + +

= =

= =
 

                    (43يک سر آزاد: ) -يک سر گیردارتیر

2 1,1 2 , 2 2 1, 1 2 1,

2 1, 1 2 2,2

2 2,2 1 2 2,2 2

*

2 2,2

3,         1,       1,        4,        

( ) ( )
3 ( ) ( ),         ,        

2

( ) ( ) ( ) ( )
4 ,     3 ,

2 2

1
,   

2

n n n n n n n

n n n n

n n n n

n n

R R R R

kA L G L
R kA L G L R

h

kA L G L kA L G L
R R

h h

R
h

− + + − +

+ + +

+ + + +

+

= − = = = −

= − =

= − =

= − * *

2 2,2 1 2 2,2

2 3
   ,             

2
n n n nR R

h h
+ + += = −

 

(  23طه )راب ( درP( و در تحلیل ارتعاش آزاد مقدار بار محوری )لازم به ذکر است که در تحلیل پايداری مقدار فرکانس ارتعاشی ) 

ارتعاش براس  را بايستی مساوی صفر قرار داد. از روش حل مقادير ويژه، بار کمانش بحرانی و يا فرکانس طبیعی  ع نواس  سپس با استفاده 

 گردد.  تحلیل مدنظر تعیین می

 نتایج عددی  -4
تیهر  ل تحلیهل پايهداری و ارتعاشهینمونه مثال عددی جامع کهه شهام يکبررسی صحت روش عددی معرفی شده  منظوربه در اين قسمت،

منظور دی پیشهنهادی بههکلیه مراحل محاسباتی مطابق با روش عدمنشوری ناهمگن با شرايط مرزی مختلف ارائه شده است.  تیموشنکو غیر

ارآيی روش برای بررسی میزان دقهت و که[ بسط داده شده است. همچنین،  27]  MATLABافزار  شی و فرکانس ارتعاشی در نرمتعیین بار کمان

 .انهدهای عددی و تحلیلهی موجهود مقايسهه گرديدهو ديگر روش[  28]  آباکوس  افزارنرمدست آمده با نتايج حاصل از  محدود مقادير ب  تفاضل

ف ( انتخاب شده است. برای تعريWireسیمی )از نوع افزار آباکوس دوبعدی و سازی در نرممورد استفاده برای مدللازم به ذکر است که المان  

استفاده شده است.   Taperedهای متغیر های مقاطع همگن از سطح مقطع ثابت و برای مقاطع متغیر از سطح مقطعسطح مقطع در مدلسازی

باشهد نهوع گهروه تیهر، آنکهه تیهر مهورد بحهث از نهوع تیهر تیموشهنکو می لیدل بهان ياد شده از گروه تیر و مش بندی نوع خانواده المبرای  

 مش بنهدی  ابعاد.  انتخاب شده است  B31Hاست. در نهايت المان    درجه  6المان  استفاده شده است. تعداد درجه آزادی هر  شی  بر  ريپذانعطاف

در نظر گرفتهه شهده  02/0با توجه به اهمیت بیشتر موضوع و نیاز به دقت بالاتر برابر با   مدرج تابعیع  و مقاط  05/0بر با  در مقاطع همگن برا

ی دو عضو غیرمنشوری متفاوت به طول واحهد و مقطهع مسهتطیلی مهورد بررسهی قهرار ارتجاع تعاش آزاد و پايداری  ار،  در اين پژوهشاست.  

اند کهه نسهبت  رخ تهوپر تیرههای تحلیهل شهده بهه صهورتی در نظهر گرفتهه شهده ئه نتهايج، ابعهاد نهیم ارا   سازی و مدل سهولت در    منظور به   فته است.گر

0 0 0 01I / A  عضو غیرمنشهوری هسهتند.   ای تر در ابتد بزرگ حول محور ضعیف و مساحت مقطع    ممان اينرسی به ترتیب    0Aو    0I  گردد.   برقرار   =.

 اند:نظر گرفته شدهتابع توانی و به فرم زير در  صورتبه  نسبت به محور ضعیف رخ تیر توابع حاکم بر تغییرات مساحت و ممان اينرسی نیم

)                                                           مورد اول:              (44-1) ) ( )
3

0 01- ; 1-
x x

I x I A x A
L L

 
   

= =   
   

  

)                                      مورد دوم:                                       (44-2) ) ( )
4 2

0 01- ; 1-
x x

I x I A x A
L L

 
   

= =   
   

   

حالتی است که عرض مقطع مستطیلی  و مساحت مقطع در مورد اول از عضو غیرمنشوری مدنظر، نظیر   ممان اينرسی نظر گرفته شده برای ت در عبارا 

ماند. در مورد سوم، طول و عرض مقطع مستطیل شکل  رخ ثابت می که طول نیم کاهش يافته؛ درحالی     خطی در امتداد عضو با شیب ثابت  صورت به 
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  0/ 9تا   0رخ عضو در بازه  بعاد نیم يابند. در اين پژوهش، ضريب کاهش ا کاهش می   عضو و با شیب  زمان در راستای صورت هم عی مدنظر به عضو ارتجا 

در    است. ( در نظر گرفته شدهطره همچنین در اين مثال، سه نوع ستون بر اساس شرايط مرزی )دو سر مفصل، دو سر گیردار وکند.  ی تغییر م 

دارای مقطع ثابت در طول خود  باشد که عضو  برابر صفر در نظر گرفته شده که منطبق بر حالتی می   ( مقطع )   تغییرات ت، مقدار شیب  مرحله نخس 

تقريبی تقسیماست. در اين قسمت سعی بر آن است که   با روش  بندیتعداد  برای دستیابی به جواب دقیق مطابق  المان  های لازم در طول 

بار کما ارتعاشی و  ارائه شده در محاسبه فرکانس  از مصالح همگنعددی  تیر منشوری ساخته شده  مشخص   از جنس زيرکونیا   نش بحرانی 

اند؛ به همراه اثر تعداد  بعد گشته ( بی 45محدود که مطابق با رابطه )   ضل از روش تفا آمده    طبیعی ارتعاش و بار کمانشی بدست   مقادير فرکانس   گردد. 

 شدهاند.   نمايش داده   1در جدول  به ترتیب  های استفاده شده  بندی تقسیم 

 (54 )                                                                                                                         0

0 0

1
  Z

nor cr nor
Z Z

A
P P ;

E I E I


=   =  

 بدست آمده از نرم افزار آباکوس ادیرهمگن به مق منشوری بعد حاصل از روش عددی ارائه شده برای عضوروند همگرایی بار کمانشی و فرکانس ارتعاشی بی -1جدول 
 ( nمحدود در راستای طول تیر ) ضلبندی اعمال شده مطابق روش تفاتعداد تقسیم مرجع

 شرايط مرزی  مود
 5 10 15 20 25 30 40 50 آباکوس 

فرکانس  1 9/ 66 8/ 69 8/ 52 8/ 46 8/ 43 8/ 42 8/ 41 8/ 39 8/ 39

 ارتعاشی 
 دو سر مفصل 

29 /25 37 /25 38 /25 41 /25 44 /25 50 /25 64 /25 05 /26 22 /28 2 

بار  1 10/ 24 8/ 16 7/ 81 7/ 69 7/ 64 7/ 61 7/ 58 7/ 57 7/ 64

 2 23/ 92 19/ 11 18/ 29 18/ 02 17/ 89 17/ 83 17/ 77 17/ 74 18/ 2 کمانشی 

فرکانس  1 6/ 24 4/ 12 3/ 74 3/ 58 3/ 49 3/ 46 3/ 38 3/ 35 3/ 22

 ارتعاشی 
 يک سر آزاد -سرگیرداريک 

39 /14 7 /14 77 /14 92 /14 99 /14 17 /15 49 /15 27 /16 97 /18 2 

بار  1 5/ 96 3/ 29 2/ 81 2/ 63 2/ 54 2/ 49 2/ 43 2/ 39 2/ 3

 2 20/ 58 15/ 44 14/ 46 14/ 06 13/ 84 13/ 70 13/ 54 13/ 45 13/ 4 کمانشی 

فرکانس  1 14/ 81 14/ 12 13/ 97 13/ 91 13/ 88 13/ 87 13/ 85 13/ 85 13/ 90

 ارتعاشی 
 دو سرگیردار

48 /28 53 /28 54 /28 55 /28 57 /28 59 /28 65 /28 79 /28 19 /29 2 

بار  1 21/ 96 18/ 82 18/ 2 17/ 98 17/ 87 17/ 82 17/ 76 17/ 74 18/ 2

 2 28/ 75 25/ 10 22/ 13 21/ 89 21/ 79 21/ 73 21/ 67 21/ 64 22/ 3 نشی کما

 

قايسه با در م ارائه شده محدود ضلتفااز روش  اصلج حنتايی نمود که ریگجهینتتوان و مقايسه بین نتايج ارائه شده، می 1با توجه به جدول 

توان استنباط نمهود بر اساس جدول مذکور میبرخوردار است. همچنین،  از تطابق و دقت قابل قبولیس،  افزار آباکودست آمده از نرمبمقادير  

بهرای  وس  بدست از نرم افزار المان محهدود آبهاک ها به سرعت به مقادير  جواب قسمت،    30بندی در امتداد طولی عضو به  که با افزايش تعداد تقسیم

تعهداد المهان بهه کهار بهرده شهده در روش    در جهت اطمینان در تمام مسائل بعدی،  دهای اول و دوم کمانش و يا ارتعاش آزاد همگرا شدهاند. بنابراين،  و م 

  در نظر گرفته خواهد شد.   40تعیین مقدار بار کمانشی و فرکانس ارتعاشی با دقت قابل قبول برابر با    منظور   به محدود    تفاضل 

از مصهالح مهدرج    شهده ساخته ارتعاش آزاد تیر تیموشنکو غیرمنشهوری  در تحلیل پايداری و    ( FDM)   بررسی توانايی و دقت روش تفاضل محدود   منظور به 

  مقهادير بهدون   ، صورت گرفته است. بهدين ترتیهب کهه، است   2برابر    ( m)   ای در شرايطی که شاخص کسر حجمی اختلاط مواد تابعی، يک مطالعه مقايسه 

ايج ارائهه شهده  ( بهه همهراه نتهFDMفاده از روش عهددی معرفهی شهده ) بعد بار کمانشی مود اول و فرکانس ارتعاشی مود اول و دوم محاسبه شده با است 

 اند. نشان داده شده   3و    2[ در جداول 7توسط شهبا و همکاران ] 
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 m=2زای  به ا ای هدفمندماهیچهاعضای  بار کمانشی  برای دار بدون بعد: مق 2جدول 

β 

 مورد دوم مورد اول 

رردایگيک سر  دو سر گیردار دو سر مفصل  رداریگيک سر  دو سر گیردار دو سر مفصل    

نتايج 

 جديد 
[ 7مرجع ]  

نتايج 

 جديد 
[ 7مرجع ]  

نتايج 

 جديد 
[ 7مرجع ]  

نتايج 

 جديد 
[ 7مرجع ]  

نتايج 

 جديد 
[ 7مرجع ]  

نتايج 

 جديد 
[ 7مرجع ]  

0 /1 4 /8 4 /76 10 /15 10 /16 1 /832 1 /78 4 /49 4 /45 9 /21 9 /25 1 /75 1 /71 

0 /2 4 /05 4 /02 8 /95 8 /94 1 /624 1 /59 3 /49 3 /47 7 /30 7 /34 1 /47 1 /45 

0 /3 3 /41 3 /31 7 /71 7 /69 1 /417 1 /39 2 /63 2 /61 5 /61 5 /64 1 /20 1 /19 

0 /4 2 /67 2 /64 6 /44 6 /42 1 /209 1 /19 1 /88 1 /87 15  /4  4 /16 0 /94 0 /93 

0 /5 2 /05 2 /028 5 /18 5 /16 1 /002 0 /98 1 /26 1 /26 2 /88 2 /90 0 /70 0 /70 

0 /6 1 /49 1 /47 3 /94 3 /92 0 /795 0 /78 0 /77 0 /77 1 /85 1 /86 0 /48 0 /48 

0 /7 0 /99 0 /97 74 /2  2 /74 0 /589 0 /57 0 /41 0 /41 1 /05 1 /05 0 /29 0 /28 

0 /8 0 /56 0 /55 1 /67 1 /64 0 /388 0 /37 0 /17 0 /17 0 /47 0 /46 0 /13 0 /13 

0 /9 0 /22 0 /22 0 /74 0 /69 0 /193 0 /17 0 /04 0 /04 0 /13 0 /12 0 /03 0 /03 

 
 m=2به ازای   ای ساخته شده از مواد مدرج تابعیتیر تیموشنکو ماهیچه برای بعد شدهفرکانس ارتعاش آزاد بی قدارم : 3جدول

β  مود 

 مورد دوم  مورد اول 

رداریگیک سر  دو سر گیردار دو سر مفصل رداریگیک سر  دو سر گیردار دو سر مفصل   

نتايج 

 جديد 
[ 7مرجع ]  

نتايج 

 جديد 
[ 7مرجع ]  

نتايج 

يد جد  
[ 7مرجع ]  

نتايج 

 جديد 
[ 7مرجع ]  

نتايج 

 جديد 
[ 7مرجع ]  

نتايج 

 جديد 
[ 7مرجع ]  

1 /0 
1 7 /67 7 /65 12 /48 12 /47 4 /07 3 /94 7 /64 7 /63 12 /49 12 /48 4 /19 4 /05 

2 23 /74 23 /74 26 /40 26 /42 15 /41 15 /16 23 /74 23 /78 26 /42 26 /44 15 /57 15 /31 

2 /0 
1 7 /31 7 /29 12 /22 12 /21 4 /13 4/00 7 /24 7 /22 12 /34 12 /24 4 /41 4 /24 

2 23 /15 23 /13 26 /09 26 /10 15 /29 15 /02 23 /15 23 /14 26 /25 26 /15 15 /69 15 /34 

3 /0 
1 7 /26 6 /70 11 /93 11 /92 4 /19 4 /06 6 /79 6 /78 11 /89 11 /97 4 /59 4 /46 

2 23 /42 22 /46 25 /72 25 /72 15 /13 14 /86 22 /49 22 /48 25 /79 28 /51 15 /63 15 /36 

4 /0 
1 6 /48 6 /46 11 /59 11 /57 4 /27 4 /14 6 /30 6 /28 11 /68 11 /67 4 /84 4 /71 

2 21 /72 21 /70 25 /26 25 /26 14 /93 14 /66 21 /82 21 /74 25 /38 25 /39 15 /63 15 /36 

5 /0 
1 6 /00 5 /99 11 /19 11 /17 4 /36 4 /24 5 /72 5 /71 11 /33 11 /32 5 /14 5 /02 

2 20 /86 20 /83 24 /69 24 /68 14 /70 14 /43 20 /93 20 /92 24 /87 24 /87 15 /62 15 /35 

6 /0 
1 5 /47 5 /45 10 /71 10 /69 4 /47 4 /36 5 /07 5 /07 10 /93 10 /92 5 /51 5 /39 

2 19 /87 19 /84 23 /96 23/94 14 /42 14 /15 20 /00 19 /99 24 /22 24 /23 15 /61 15 /35 

7 /0 
1 4 /85 4 /84 10 /13 10 /10 4 /61 4 /51 4 /32 4 /33 10 /45 10 /46 5 /98 5 /87 

2 18 /71 18 /66 23 /01 22 /98 14 /09 13 /83 18 /94 18 /94 23 /39 23 /30 15 /64 15 /38 

8 /0 
1 4 /13 4 /12 9 /40 9 /36 4 /81 4 /72 3 /41 3 /44 9 /92 9 /92 6 /61 6 /50 

2 17 /29 17 /24 21 /72 21 /66 13 /73 13 /48 17 /69 17 /72 22 /30 22 /30 15 /78 15 /56 

9 /0 
1 3 /17 3 /20 8 /43 8 /36 5 /13 5 /04 2 /17 2 /32 9 /27 9 /30 7 /50 7 /38 

2 15 /42 15 /38 19 /85 19 /69 13 /38 13 /17 16 /13 16 /30 20 /74 20 /78 16 /30 16 /16 

 

دسهت آمهده از روش  ب     از تفاضهل محهدود و نتهايج   اصل ادير ح ی نمود که مق ر ی گ جه ی نت توان  با توجه به دو جدول مذکور و قیاس بین نتايج ارائه شده، می 

توان با اطمینهان از ايهن روش جههت تحلیهل پايهداری و ارتعاشهی  . بنابراين می هستند [، از تطابق و دقت قابل قبولی برخوردار  7کاران ] عددی شهبا و هم 

 اعضای غیرمنشوری ناهمگن نیز استفاده نمود. 

  با شرايط مرزی متفاوت  ایماهیچه برای تیر تیموشنکو    ()  اد مقطعنشی نرمال شده نسبت به شیب تغییر ابعدر اين مرحله، تغییرات بار کما

برای هر دو مورد اول و دوم از تغییرات سطح مقطع به   3و    1  مصالح همگن و مدرج تابعی با توانبرای    در نظر گرفته شده در اين تحقیق 
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با سبز   (FDM)  محدود  فاضلتآباکوس با رنگ قرمز و روش    افزارنرمنتايج    هاند. در تمامی نمودارانشان داده شده  5و    4  هایشکل ترتیب در  

با علامت مثلث   طرهمشخص شده است. نتايج تیرهای دو سرگیردار با علامت دايره، دو سر مفصل با علامت لوزی و نتايج مربوط به تیرهای  

کسر حجمی اختلاط    مقدار شاخص گیری نمود که با افزايش  توان نتیجه می   5و    4های  در شکل ارائه شده  با توجه به نمودارهای    نشان شده است.

 يابد.  افزايش می     ضريب ارتجاعی و سختی سیستم   افزايش   به علت پايداری عضو    جه ی درنت بار کمانشی و     (، mمواد ) 

            

 
(، ب: مواد مدرج تابعی میرکونیز( و با شرایط مرزی متفاوت، الف: مصالح همگن )مقادیر متفاوت )  برحسباول  تیر نمونه   ( norPشده ) مال  انشی نرم: تغییرات بار ک4شکل 

m=1 ج: مدرج تابعی ،m=3 . 
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(، ب: مواد مدرج تابعی میرکونیز( و با شرایط مرزی متفاوت، الف: مصالح همگن )مقادیر متفاوت ) برحسبدو  تیر نمونه ( norPمال شده ) انشی نرمغییرات بار ک: ت5شکل 

m=1 ج: مدرج تابعی ،m=3 . 
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قابل توجهی بر نتايج    ریتأثتیر  شکل    مستطیلرخ  نیم  ابعاد مشخص است که تغییر    کاملاًمذکور نشان داده شده    مطابق آنچه در نمودارهای

افزايش مقدار ضريب   انتهای ديگر عضو   خصوصبهمنجر به کاهش سطح مقطع و صلبیت خمشی در طول و  ،  دارد. بدين صورت که  در 

جات  ع آن افزايش در چنین با ثابت ماندن شیب تغییرات مقطع، افزايش شرايط گیرداری و به تب هم يابد.  ناپايداری افزايش می  جهیدرنتشود و  می

زمان دچار تغییر شوند )مورد  صورت هم که طول و عرض سطح مقطع تیر به ی ط ي در شرا يابد. نامعینی ستون، بار کمانش بحرانی و پايداری افزايش می 

توان   افزايش  با  بحرانی مانش  ک  بار  همچنین، مقدار يابد. می  افزايش طع انتهايی عضو، با شدت بیشتری  سطح مق  تر شديد  کاهش  به علت پايداری نا دوم(، 

علاوه بر اين موارد،  يابد.  می  افزايش  بعلت افزايش سهم سرامیک در ترکیب کلی مصالح و زياد شدن ضريب ارتجاعی عضو،  طرح اختلاط ماده هدفمند 

نشان دهنده تطابق بسیار    افزار آباکوس نرم با نتايج حاصل شده از    ( FDM)   ه با استفاده از روش عددی ارائه شده مقايسه مقادير بار کمانشی محاسبه شد 

  باشد. ناچیز می   خطای خوب با  

ا  نشان داده شده است. ب   6ای در شکل  اثر تغییرات همزمان توان ماده هدفمند و ضريب باريک شوندگی سطح مقطع بر بار کمانشی عضو طره ماهیچه 

ذکور تاثیر قابل توجهی بر پايداری عضو دارد. همچنین با افزايش توان طرح  پارامتر م   دو مود که تغییر  توان مجددا نتیجه گیری ن توجه به شکل می 

 يابد. افزايش می   3/ 0تا    1/ 2بار بحرانی با شدت بیشتری نسبت به بازه    1/ 2تا    0/ 3اختلاط در بازه  

 )الف( 

 )ب( 
 (، الف: مورد اول، ب: مورد دوم mاختلاط ) و توان طرح  ( β)مقادیر متفاوت  برحسبتیر کنسول مال شده بار کمانشی نر: تغییرات 6شکل 

 

ادامه،   نیم  ریتأثدر  باريک شوندگی  تابعی و ضريب  توان ماده  بتغییرات  تیموشنکو مدنظر  تیر  ارتعاشی  رفتار  بر  تیر  گاهی  شرايط تکیه  ارخ 

از روش المان   آمدهدستبه های  ( نسبت به جوابFDMگرفته است. همچنین، کفايت و دقت روش پیشنهاد شده ) متفاوت مورد مطالعه قرار  

 اند. نشان داده شده 8و  7 ار آباکوس در اشکالافزده از نرممحدود با استفا

() 

(m) 

(m) 

() 
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(، ب: مواد  میرکونیزرزی متفاوت، الف: مصالح همگن )و با شرایط م ( β) مقادیر متفاوت  برحسبتیر نمونه اول  ( norωمال شده ): تغییرات فرکانس ارتعاش آزاد نر 7شکل 

 .m=3، ج: مدرج تابعی m=1مدرج تابعی 

             

 
(، ب: مواد  میرکونیزالح همگن )( و با شرایط مرزی متفاوت، الف: مصβمقادیر متفاوت ) برحسبنمونه اول تیر  ( norωمال شده )فرکانس ارتعاش آزاد نر  : تغییرات8شکل 

 . m=3، ج: مدرج تابعی m=1مدرج تابعی 

 

و روش المان محدود به  (  FDM) گیری نمود که تطابق بسیار خوبی میان روش تفاضل محدود  توان نتیجه ( می8( و )7با توجه به دو شکل )
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بر نرمکار  در  ماهیچهده شده  تیر  آزاد  ارتعاش  فرکانس  تعیین  در  آباکوس  دارد. همچنین، افزار  تابعی وجود  مواد مدرج  از  ای ساخته شده 

ارتعاش  غیرمنشوریفرکانس  برای هر دو عضو  ارائه شده  از روش عددی  استفاده  با  اندکی کوچک   ی محاسبه شده  و دوم(  اول  از  )مورد  تر 

عضو و مقدار ارتعاشی  اری مشاهده شد، رفتار  افزار آباکوس است. برخلاف آنچه در نمودارهای مرتبط با تحلیل پايدرمدست آمده از نمقادير ب

با   پیشفرکانس طبیعی سیستم  قابل  باريک شوندگی مقطع  تابعی و ضريب  ماده  توان  مقدار  نیستافزايش  ارتعاشی    .بینی  فرکانس  چون 

هر  صورت همبه به  اينرسی،  ممپارامتر    سهزمان  است.  ان  وابسته  يانگ  و ضريب  کلی میجرم  به صورت  نتولی  که توان  نمود  گیری  یجه 

يابد و اين امر ناشی از  (، به شدت کاهش میا افزايش ضريب باريک شوندگی مقطع )سر گیردار ب  سر مفصل و دو   فرکانس ارتعاشی تیر دو 

که، فرکانس تیرهای کنسول با کاهش هرچه بیشتر سطح مقطع در حالی  .شوددچار حرکت نوسانی میتر  کاهش سختی عضو است که راحت

 يابد.  افزايش میعضو 

ای در  اثر تغییرات همزمان توان ماده هدفمند و ضريب باريک شوندگی سطح مقطع بر فرکانس طبیعی ارتعاش عضو دوسر مفصل ماهیچه    در پايان، 

بر رفتار ارتعاشی عضو   مجددا نتیجه گیری نمود که تغییر دو  پارامتر مذکور تاثیر قابل توجهی توان نشان داده شده است. با توجه به شکل می   9شکل 

کند. همچنین با  تر شروع به ارتعاش می يابد، يعنی عضو راحت ( فرکانس به شدت کاهش می به طوری که با افزايش شیب تغییرات سطح مقطع )   دارد. 

جه  توان نتی يابد. در واقع می ی شدن همزمان جرم و ضريب ارتجاعی عضو، مقدار فرکانس ارتعاشی افزايش م   افزايش مقدار توان طرح اختلاط، بعلت زياد 

 دهد. گیری نمود که افزايش توان ماده هدفمند، مقدار ضريب الاستیسیته را با شدت بیشتری نسبت به جرم افزايش می 
 

 )الف( 

 )ب(  
 : مورد اول، ب: مورد دوم (، الفmو توان طرح اختلاط ) ( β)مقادیر متفاوت  برحسبتیر دوسر مفصل  مال شده: تغییرات فرکانس ارتعاشی نر9شکل 

 نتیجه گیری  -5
در اين پژوهش، مسئله ارتعاش آزاد و پايداری تیر تیموشنکو غیرمنشوری ساخته شده از مصالح مدرج تابعی مورد مطالعه قرار گرفته است. 

بر تیر تیموشنکو با  انسیلبدين منظور، دستگاه معادله ديفر از روش عددی    وابسته حاکم  دود حل شد. سپس دستگاه  مح  تفاضلاستفاده 

به کمک روش عددی  بدمعادلات جبری   تیموشنکو  تیر  بر  پايداری حاکم  و  آزاد  ارتعاش  ديفرانسیل  از گسسته سازی معادلات  آمده  ست 

() 

() 

(m) 

(m) 
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روش حل مقادير    بر اساس های ارتعاشی و بار کمانشی سیستم  کانسن، فری شده است. در پاياسينوبرنامهمحدود در محیط متلب    تفاضل

با شرايط مرزی دو سر گیردار، دو سر مفصل و يک سرگیرداروي ناهمگن  تیرهای  برای  آزاد محاسبه شدند.  -ژه    منظور به  تيدرنهايک سر 

محدود حل    تفاضل ثال با استفاده از روش  ونه مصحت سنجی و ارزيابی توانايی و دقت روش عددی استفاده شده در اين مطالعه، چند نم

 بار مقدار گاه رویهمچون ضريب باريک شوندگی سطح مقطع، توان ماده تابعی و نوع تکیه مختلف پارامترهای تاثیر همچنین،  شده است. 
از اين تح  گرفت. قرار بررسی مورد  ایتیموشنکو ماهیچه  بحرانی و فرکانس ارتعاشی تیر کمانش صورت زير توان به قیق را مینتايج حاصل 

 جمع بندی کرد: 
 

تطابق قابل قبولی میان نتهايج محاسهبه شهده بهرای بارههای کمانشهی بحرانهی و فرکهانس   شود که ئه شده مشاهده می های ارا مثال   به   توجه   با  -

ير بهار کمهانش بحرانهی اعضهای مقادهمچنین،  ديگر وجود دارد. های عددی و تحلیلی  طبیعی ارتعاش با استفاده از روش ارائه شده و روش 

 40آورد. در صورتی که، عضهو تنهها بهه  به دست  %7توان با میزان خطای کمتر ازمیرا  ای ساخته شده از مصالح هدفمندماهیچه

 قطعه در طول خود تقسیم شود. 

بدلیل کاهش سختی    رانیبح کمانش بار مقدار  ،شیب تغییرات سطح مقطع  افزايش با که دهدمی نشان تحقیق اين از حاصل نتايج -

 . يابدمی کاهش عضو به شدت
يابد و چون ضريب شود که با افزايش شاخص کسر حجمی، سهم سرامیک در ترکیب کلی مصالح افزايش میدر نتايج مشاهده می -

 يابد. م( بیشتر است، پايداری عضو افزايش میارتجاعی سرامیک )اکسید زيرکونیوم( از ضريب ارتجاعی فلز )آلومینیو
 يابد. افزايش می 0/3تا  2/1بازه  یشتری نسبت بهبار بحرانی با شدت ب  2/1تا  3/0با افزايش توان طرح اختلاط در بازه  -
تاثیر بیشتری  ضريب باريک شوندگی مقطع نسبت به توان ماده مدرج تابعی روی پايداری تیر  شود که  با بررسی نتايج مشاهده می -

 دارد.
شده با مواد مدرج تابعی و  شرايط مرزی تاثیر قابل توجهی بر رفتار کمانشی و ارتعاشی تیر ساخته    دهد کهمی نشان تحقیق نتايج -

 مقطع متغیر دارد.
تیر تیموشنکو تحت تاثیر تغییرات ابعاد مقطع و يا توان ماده مدرج، بعلت آنکه  آمده نشان دادند که رفتار ارتعاشی  دست  نتايج ب -

   بینی نیست.یستم رابطه مستقیم و با جرم آن رابطه عکس دارد، قابل پیشمقدار فرکانس طبیعی عضو با سختی س
با افزايش ضريب باريک شوندگی  سر گیردار  سر مفصل و دو  توان نتیجه گیری نمود که فرکانس ارتعاشی تیر دوبه صورت کلی می -

که،  شود. در حالیحرکت نوسانی میتر دچار  يابد و اين امر ناشی از کاهش سختی عضو است که راحت مقطع به شدت کاهش می

 يابد. تر سطح مقطع عضو افزايش میفرکانس تیر کنسول با کاهش هرچه بیش
نسبت به  به تبع آن کاهش جرم عضو  يب باريک شوندگی مقطع  ضرافزايش  که    نتايج نشان داد  تیرهای دو سر مفصل، در خصوص   -

 یر دارد.ت رفتار ارتعاشیروی تغییرات ضريب ارتجاعی تاثیر بیشتری 
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