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Isogeometric analysis of forced vibration of continuous systems was 

investigated in this paper. The basis of this method is the use of NURBS 

functions, which provide an integrated mathematical basis to display the 

analytical models. The most important advantage of this method 

compared to conventional methods such as finite element is the accurate 

geometric modeling and almost no approximation with a new and easy 

method. The NURBS and B-Spline functions can have a higher continuity 

of derivatives in comparison with Lagrangian functions used in the finite 

element method. The forced vibration of Euler-Bernoulli and Timoshenko 

beams was studied in this paper. Using the Galerkin method and the 

principle of virtual work, the stiffness and mass matrix of these continuous 

systems were obtained considering the effects of shear deformation and 

rotational moment. Also, displacement functions were determined based 

on NURBS functions. Numerical examples of forced vibration of 

continuous systems are provided to prove the validity and efficiency of the 

proposed method. The natural frequencies of the members were obtained 

using MATLAB software and applying specific boundary conditions. 

Furthermore, the results of the isogeometric analysis were compared with 

the exact solution of the Dynamic Stiffness Method. The results showed 

that the isogeometric method provides more accurate results due to the 

use of NURBS functions instead of approximate selective functions of the 

element. 
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 تحلیل ایزوژئومتریکهای پیوسته تحت بارهای هارمونیکی با بررسی ارتعاش سیستم
 2ناصرالدین شاهبازی ،*2، اصغرامانی داشلجه1احسان دبیری
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 چکیده
باشد مطالعه شده است. اساس این روش استفاده از توابع نربز میهای پیوسته در این مقاله تحلیل ایزوژئومتریک ارتعاش اجباری سیستم

حسن استفاده از این روش در مقایسه با روشهای مرسومی کند. مهمترین ای برای نمایش اشکال تحلیلی فراهم میکه پایة ریاضی یکپارچه
استفاده شده  ت. در مقایسه با توابع لاگرانژیسازی دقیق هندسی و بدون تقریب با یک روش جدید و آسان اسهمچون المان محدود، مدل

به مطالعه ارتعاش اجباری تواند پیوستگی بالاتری از مشتقات داشته باشد. در این مقاله، اسپلاین میبی، توابع نربز و در روش المان محدود
ه با در نظر گرفتن اثرات تغییر شکل های پیوستبرنولی و تیموشکو  پرداخته شده است. ماتریس سختی و جرم این سیستم -تیر اویلر

اند. همچنین توابع تغییرمکانی براساس توابع نربز به برشی و ممان چرخشی با استفاده از روش گالرکین و اصل کار مجازی تعیین شده
پیوسته ارائه های های عددی در مورد ارتعاش اجباری سیستمدست آمده است. به منظور اثبات صحت و کارایی روش پیشنهادی، مثال

دست آمده و نتایج تحلیل های طبیعی اعضا بهشده است. با استفاده از نرم افزار متلب و  با اعمال شرایط مرزی مشخص، فرکانس
به دلیل استفاده از توابع نربز ایزوژئومتریک با حل دقیق مقایسه گردید. نتایج نشان داد که روش ایزوژئومتریک در تحلیل مسائل ارتعاش به

 دهد.تری ارائه میجای توابع انتخابی تقریبی المان، نتایج دقیق
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 مقدمه -1
-تواند تحت ارتعاش آزاد یا اجباری قرار بگیرد. در ارتعاش آزاد هیچ نیروی خارجی برر سیسرتم وارد نمریای مییک سیستم سازه

گیرد. ولی در ارتعاش اجباری، سیستم در معرض نیرروی خرارجی ابلرب جایی یا سرعت اولیه صورت میدر اثر جابه گردد و ارتعاش سیستم

ها در ایرن سرازههای مهندسری هسرتند. های مهم و اساسی در سازههای پیوسته مانند تیرها یکی از مولفهگیرد. سیستمتکرارشونده قرار می

ای گرردد کره تحلیرل ارتعراش آنهرا از اهمیرت ویرژهگیرند که باعث ارتعاش اعضرا میارهای خارجی قرار میمعرض ابتشاشات دینامیکی و ب

برنرولی،  -برنولی و تیموشنکو تقسیم کرد. در تیرهای اویلر -دو دسته تیرهای اویلر ای بهتوان از لحاظ رفتار سازهبرخوردار است. تیرها را می

صورت خطری اسرت. در حرالی کره در تیرهرای تیموشرنکو همچرون وده و توزیع کرنش در ارتفاع تیر بهرفتار خمشی در اکثر موارد حاکم ب

های برشی در یرشکلاهمیت تغی. با توجه به [1]ها حاکم استتیرهای عمیق توزیع کرنش بیرخطی بوده و در اکثر موارد، رفتار برشی در آن

نتایج دقیقری منجرر برنولی برای تحلیل ارتعاش تیرهای تیموشنکو به -های تحلیل ارتعاش تیرهای اویلرتیرهای تیموشنکو، استفاده از روش

 نخواهد شد.

های سرال اولرین برار درهای مهندسی و علوم معرفری شرده اسرت. ایرن روش در رشته اخیراً رویکرد جدیدی به نام ایزوژئومتریک

بیریکنواخرت  های نسبی اسپلایناین ایده با استفاده از توابع نربز )بی 2772معرفی شد. در سال  [2]توسط کیگان و هولیگ 2770تا 1331

اساس این روش تکامل یافت و روش تحلیل ایزوژئومتریک نام گرفت.  [9]توماس هیوز آیند، توسطدست میاسپلاین بهکه از توسعه توابع بی

هرا برا روش المران محردود های اخیر در زمینه گرافیک کامپیوتری و ترکیرب آنحی به کمک رایانه و پیشرفتهای طرارا استفاده از فناوری

هرا روش المران های بسیاری برای تحلیل مسائل مهندسی ارائره شرده اسرت کره مشرهورترین آنهای گذشته روشدهد. در دههتشکیل می

اند، امرا های پیشین از خرود ارائره شردهبا هدف توانمندتر نمودن و رفع اشکالات روش ها در پی یکدیگر وباشد. با اینکه این روشمحدود می

توان به ضعف در تولید دقیق شرکل مسرائل توان روشی را یافت که کامل و بدون نقص باشد. ازجمله این نواقص و مشکلات میهنوز هم نمی

شدید در خواص مصالح، اشاره نمرود. روش جدیرد ایزوژئومتریرک بررای سازی دقیق مسائل با تغییرات دارای هندسه پیچیده، ضعف در مدل

 .محدود استفاده شرده اسرتاسپلاین به جای توابع شکل درالمانهای موجود است که در آن از توابع پایه بیحل این مشکلات و بهبود روش

اسرپلاین بررای نشران دادن بیش از توابع پایره نربرز و محدود و طراحی کامپیوتری است. در این رواز روش الماندر واقع این روش ترکیبی 

تواند به راحتی بدون تغییرشکل هندسری افرزایش داده اسپلاین میبیها استفاده شده است. به علاوه درجه توابع پایه نربز و تغییرشکل سازه

 شود. 

 [0]مطالعات، تحقیق صورت گرفته توسط ویگر تحقیقات گوناگونی در زمینه تحلیل ایزوژئومتریک صورت گرفته است. یکی از این 

پایه مشابهی را برای حلهای عددی و نمرایش هندسری بره  اسپلاین -ای بیرخطی بررسی شده و توابع بیاست که در آن رفتار ارتعاش سازه

در ادامه، انجام شده است.  [2]اعضا با استفاده از روش ایزوژئومتریک توسط وال و همکاران  ایسازی شکل سازهکار برده است. بررسی بهینه

معرفری شرده اسرت. اخیرراً، امرانی  [6]روش المان مرزی ایزوژئومتریک برای مسائل الاستواستاتیک دوبعدی توسط سیمپسون و همکراران 

 .روش ایزوژئومتریک را در مسائل ترموالاستودینامیک تحت شوک حرارتی سیکلی به کار برده است [0]داشلجه 

تحقیقات انجام شرده توسرط  توان بههای دیگر انجام شده است. از جمله میبرنولی قبلاً با روش-ل ارتعاش آزاد تیرهای اویلرتحلی

برنولی بیریکنواخرت تحرت شررایط -برنولی اشاره نمود که در آن مسائل ارتعاش آزاد تیرهای اویلر-های اویلربر روی تیر [1]1چلیک ابراهیم

تحقیقات خود را روی ارتعاش آزاد و  [3]9ر گرفت. سینیر و همکارانمورد بررسی قرا 2گاهی گوناگون با استفاده از روش موجک چبیشفتکیه

صورت تقریبی با استفاده از روش انحراف حل شده اند. معادلات بهبرنولی با مقطع بیریکنواخت انجام داده -و اجباری بیرخطی تیرهای اویلر

                                                           
1 Celik, Ibrahim 
2 Chebyshev Wavelet Collocation Method 
3 Sınır et al. 
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حرل تقریبری بررای تعیرین رفترار روی یرک راه [17]اصل و خرداپناهه است. قنادیاست و مود شکل توسط روش تربیع دیفرانسیل حل شد

دینرامیکی اسرتفاده  0بنردی توابرع خراماند که رویکرد تحلیلی براساس فرمولهای چند دهانه تحت بار متمرکز مطالعه نمودهتیرهای با ترک

برنولی ترک خورده تحت بار هارمونیکی را ارائره  -های حالت پایدار یک تیر اویلریک بیان صریح دربارة پاسخ [11]2همکاران شده است. ژو و

تحلیرل ارتعراش آزاد و  [12]6دست آمرده اسرت. ارهراناند که در آن پاسخ دینامیکی یک تیر دارای یک ترک توسط روش توابع خام بهداده

 ص ترک در یک تیر طره شرح داده است. خورده را به منظور تشخیاجباری یک تیر ترک

محردود را بررای بررسری ارتعراش روش المان 0های دیگر انجام شده اسرت. رائروتحلیل ارتعاش تیرهای تیموشنکو نیز قبلاً با روش

 [19]آریرایی تیرهای یکنواخت و بیریکنواخت ارائه داد که در آن تأثیر برشی عرضی و اینرسی چرخشی در نظرگرفته شرده برود. بفاریران و

مطالعره  [10]3را ارائه داده اسرت. چرن و همکراران 1تحلیل ارتعاش اجباری یک تیر تیموشنکو با ویژگی خمشی پیچشی روی پایه پسترنک

اندکه در آن از توابرع خرام اسرتفاده شرده اسرت. خورده شامل میراگر انجام دادهخود را روی تحلیل ارتعاش اجباری تیرهای تیموشنکو ترک

ارائه داده اسرت. ارتعراش  17تحلیل ارتعاش اجباری و آزاد نانو تیرهای تیموشنکو را براساس گرادیان کرنشی میدلاین [12]روحی و همکاران

انجرام شرده اسرت.  [16]11بندی عملکرردی دوطرفره تحرت اثرر بارگرذاری محررک توسرط شیمشرکآزاد و اجباری تیر تیموشنکو با درجه

لترون محدود ارائه داد و برای تشکیل معادلات تعادل از اصرل همیخورده را با تحلیل المانارتعاش آزاد یک تیر تیموشنکو پیچ [10]یوکویاما

 اند.های مویی را مورد بررسی قرار دادهنظم تیرهای طره با ترکعاش اجباری بیارت [11]12استفاده کرد. آوراموف و مالیشف

 -های طبیعی و اشکال مود تیرهرای اویلررهای منحصربفرد تحلیل ایزوژئومتریک، فرکانساین مقاله، برای روشن ساختن قابلیتدر 

برای انجرام  ها مقایسه شده است.دست آمده و با حل دقیق فرکانسمتلب بهایزوژئومتریک در برنامه  برنولی و تیموشنکو با استفاده از رویکرد

ایزوژئومتریک، مراحل مدل سرازی توضریح داده شرده اسرت. بخرش سروم این کار، در بخش بعد جهت آشنایی بیشتر با مفاهیم اولیه تحلیل

شود و نهایتاً در بخش های عددی پرداخته میارائه مثاله ایزوژئومتریک است. در بخش چهارم ببندی تیرها براساس تحلیل فرمولمربوط به 

 گردد.ارائه میسازی آخر نتایج مدل

 تحلیل ایزوژئومتریک -2

اسرپلاین و... همچون برردار گرره، توابرع پایره، منحنری بری ایزوژئومتریک لازم است تا درباره مفاهیمیمنظور آشنایی با تحلیل به 

 آن پرداخته شده است. ادامه بهتوضیح داده شود که در 

 بردارگره -1-2

 شود:صورت زیر تشکیل مییک بردار گره در فضای یک بعدی از مجموعه مختصات به

(1  𝛯 = {𝜉1, 𝜉2, … , 𝜉𝑛+𝑝+1} 

𝜉که درآن ∈ 𝑅  ،𝑖  .امین گره است𝑖 اندیس گره و برابر با 𝑖 = 1,2,3,… , 𝑛 + 𝑝 + تعداد توابرع  𝑛ای وچند جملهدرجه  𝑝 باشد.می 1

 . اسپلاین استپایه استفاده شده در تشکیل منحنی بی

                                                           
4 Green Function 
5 Zhao et al. 
6 Orhan 
7 Rao 
8 Pasternak foundation 
9 Chen et al. 
10 Mindlin's second strain gradient theory 
11 Şimşek 
12 Avramov and Malyshev 
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 توابع پایه -2-2

𝑝ترتیب با قطعات ثابت)اسپلاین بهبا یک بردارگره مشخص، توابع پایه بی =  شود:صورت زیر تعریف میشود و به  شروع می0

(2  𝑅𝑖,0(𝜉) = {
1    𝑖𝑓  𝜉𝑖 ≤ 𝜉 < 𝜉𝑖+1

0    𝑂𝑡ℎ𝑒𝑟𝑤𝑖𝑠𝑒.          
 

𝑝و برای  = 1,2,3,  برابر است با: …

(9  𝑅𝑖,𝑝(𝜉) =
𝜉 − 𝜉𝑖

𝜉𝑖+𝑝 − 𝜉𝑖
𝑁𝑖,𝑝−1(𝜉) +

𝜉𝑖+𝑝+1 − 𝜉

𝜉𝑖+𝑝+1 − 𝜉𝑖+1
𝑁𝑖+1,𝑝−1(𝜉) 

 اسپلاینمنحنی بی -3-2

 و 𝑁𝑖,𝑝تابع پایه  𝑛برای 0,1,2, ,  i n  کنترلو نقاط𝐵𝑖𝜖𝑅
𝑑 ای برا اسرتفاده از ای قطعرهاسرپلاین چندجملرهیک منحنی بی

 : 1شود)شکلرابطه زیر تعریف می

(0  𝐶(𝜉) = ∑𝑅𝑖,𝑝(𝜉)𝐵𝑖.

𝑛

𝑖=1

 

کند. هر نقطه روی منحنری برا اسرتفاده از مجمروع وزن اسپلاین را تعیین میکنترل، شکل منحنی بینقاطنقطه کنترل است.  𝐵𝑖که در آن 

کنتررل ممکرن اسرت چنرد بعردی باشرند. گردد. وزن هر نقطه براساس پارامتر حاکم متفاوت است. نقاط میکنترل محاسبه نقاطتعدادی از 

طور کلی بررای تغییرردادن شرکل منحنری بری اسرپلاین بایرد نقراط کنتررل آن را تغییرر داد و انتخرا  آن بره شرکل منحنری بسرتگی به

   .2دارد)شکل)

 اسپلاینسطح بی -4-2

𝑖و  {𝐵𝑖,𝑗}برای یک شبکه کنترل  = 1,2,3, … , 𝑛 و𝑗 = 1,2,3, … ,𝑚 ای با درجه از چندجمله𝑝, 𝑞  و بردارهای گرره𝛯 =

{𝜉1, 𝜉2, … , 𝜉𝑛+𝑝+1} وℋ = {𝜂1, 𝜂2, … , 𝜂𝑚+𝑞+1} آید:دست میاسپلاین از طریق زیر بهسطح بی 

(2  𝑆(𝜉, 𝜂) = ∑∑𝑅𝑖,𝑝(𝜉)𝑀𝑗,𝑞(𝜂)𝐵𝑖,𝑗.

𝑚

𝑗=1

𝑛

𝑖=1

 

 اسپلاینبیجسم  -5-2

 شود:اسپلاین با استفاده از فرمول زیر ایجاد مییک جسم بیطور مشابه، به 

(6  𝑆(𝜉, 𝜂, 𝜁) = ∑∑ ∑ 𝑅𝑖,𝑝(𝜉)𝑀𝑗,𝑞(𝜂)𝐿𝑘,𝑟(𝜁)𝐵𝑖,𝑗,𝑘

𝑙

𝑘=1

𝑚

𝑗=1

.

𝑛

𝑖=1
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 نربز -6-2

شروند. ورت نسبی تعریرف میداری که به صهای وزناسپلاینهای نسبی بیر یکنواخت هستند. به عبارت دیگر بیاسپلایننربز، بی

 برابر است با: 𝑝یک منحنی نربز از درجه

(0  𝐶(𝜉) = ∑
𝑅𝑖,𝑝(𝜉)𝑤𝑖

∑ 𝑅𝑖̂,𝑝(𝜉)𝑤𝑖̂
𝑛

𝑖̂=1

𝐵𝑖.

𝑛

𝑖=1

 

 کنترل هستند.نقاط 𝐵𝑖ها )مولفه عمود بر صفحه مورد نظر نقاط کنترل  و وزن {𝑤𝑖}که درآن

 توابع نسبی نیز برابر است با:مشابه سطوح و اجسام نسبی 

(1  
𝑆𝑖,𝑗

𝑝,𝑞(𝜉, 𝜂) =
𝑅𝑖,𝑝(𝜉)𝑀𝑗,𝑞(𝜂)𝑤𝑖,𝑗

∑ ∑ 𝑅𝑖̂,𝑝(𝜉)𝑀𝑗̂,𝑞(𝜂)𝑤𝑖̂,𝑗̂

𝑚

𝑗̂=1

𝑛

𝑖̂=1

 

(3  

𝑉𝑖,𝑗,𝑘
𝑝,𝑞,𝑟(𝜉, 𝜂, 𝜁) =

𝑅𝑖,𝑝(𝜉)𝑀𝑗,𝑞(𝜂)𝐿𝑘,𝑟(𝜁)𝑤𝑖,𝑗,𝑘

∑ ∑ ∑ 𝑅𝑖̂,𝑝(𝜉)𝑀𝑗̂,𝑞(𝜂)𝐿𝑘̂,𝑟(𝜁)𝑤𝑖̂,𝑗̂,𝑘̂

𝑙

𝑘̂=1

𝑚

𝑗̂=1

𝑛

𝑖̂=1

 

 

 

𝜉توابع پایه بی اسپلاین درجه دو با بردارگره باز:  1شکل = {0,0,0,1,2,3,4,4,5,5,5}. 
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 (.1اسپلاین متناظر با توابع پایه شکل): نمونه منحنی بی 2شکل

 بندی ایزوژئومتریکفرمول -3
برنرولی و تیموشرنکو ابتردا  -تئروری تیرر اویلرردهد. در این بخش با استفاده از تحت خمش را نشان می l  تیری به طول9شکل)

های انتخا  شرده حلمجازی از توابع نربز در راه معادلات تعادل به دست آمده و با استفاده از روش گالرکین )فرم ضعیف معادله  و اصل کار

 های تقریبی در المان محدود هستند.ایی همان چندجملههای انتخابحلاستفاده شد. راه

 

 
 

 : جزئیات تیر در خمش.3شکل
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 برنولی -بندی تیر اویلرفرمول -3-1
 برنولی برابر است با:-  معادله دیفرانسیل حرکت تیر اویلر9شکل)با توجه به

(17  
𝜕2

𝜕𝑥2
[𝐸𝐼

𝜕2𝑤(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥2
] + 𝜌𝐴

𝜕2𝑤(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡2
= 𝑓(𝑥, 𝑡) 

,𝑤(𝑥که در آن 𝑡) جایی عرضی تیر، جابه𝐸 ،مدول الاستیسیته𝐼 ،گشتاور دوم سطح𝜌  وزن مخصوص مرواد اسرت. در رابطره فرو𝑓(𝑥, 𝑡) 

 نیروی خارجی است.

 با استفاده از روش گالرکین، شکل ضعیف مسأله ارتعاش برابر خواهد شد با:

(11  ∫ 𝐸𝐼
𝜕2𝑤(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥2
𝛿 (

𝜕2𝑤(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥2
)𝑑𝑥

𝐿

0

+ ∫ 𝜌𝐴
𝜕2𝑤(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡2
𝛿𝑤 𝑑𝑥 = 0

𝐿

0

 

شرود. ای تقریبری انتخرا  میمحدود به صورت چندجمله  است. این مقدار در تحلیل المان12بز طبق رابطه )تابع تغییرمکان تیر براساس نر

سازی هندسره حل استفاده شده است. یعنی از همان توابعی که برای مدلشود، در این روش از توابع نربز در راهطور که مشاهده میاما همان

 گونه تقریبی در تحلیل آورده نشده است.ده است. بنابراین هیچحل نیز استفاده شاستفاده شده در راه

(12   𝑤 = ∑𝑅𝑖(𝜉)𝑤̂𝑖 = 𝑅𝑤̂

𝑛𝑐𝑝

𝑖=1

 

 کنترل است.نشان دهندة بردار شامل نقاط 𝑤̂نشان دهنده توابع پایه و 𝑅تعداد کل نقاط کنترل دامنه، 𝑛𝑐𝑝که در آن

   را می توان به صورت ماتریسی نوشت:12رابطه )

(19  𝑅 = [𝑅1 𝑅2 𝑅3 . . . 𝑅𝑛𝑐𝑝] 

(10  𝑤̂𝑇 = [𝑤̂1 𝑤̂2 𝑤̂3 . . . 𝑤̂𝑛𝑐𝑝]𝑇 

 توان نوشت:مجازی میبا استفاده از قضیه کار

(12  𝛿𝑤 = ∑𝑅𝑖(𝜉)𝛿𝑤̂𝑖 = 𝑅𝛿𝑤̂

𝑛𝑐𝑝

𝑖=1

 

 آید:دست میبه  ، رابطه زیر11در معادله )  12و )  12با جایگذاری معادلات )

(16  𝛿𝑤̂ (𝐾𝑤̂ + 𝑀
𝜕2𝑤̂

𝜕𝑡2
) = 0 

 توان به طریق زیر نوشت:کنترل را می بردار شامل نقاط

(10  𝑤̂ = 𝜓𝑛𝑒𝑖𝜔𝑛 

 است. 𝑤های کنترل متناظربابردار متغیر 𝜓𝑛که در آن

 توان معادله را به فرم زیر نوشت:  می16  در )10با قرار دادن رابطه )
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(11  [𝐾 − (𝜔𝑛)2𝑀]𝜓𝑛 = 0 

(13  𝐾 = ∫ (∑𝛻𝑥𝑥𝑅𝑖
2 𝐸𝐼

𝑛𝑐𝑝

𝑖=1

)  𝑑𝑥

𝑙

0

 

(27  𝑀 = ∫ (∑𝑅𝑖
2

𝑛𝑐𝑝

𝑖=1

 𝜌𝐼)

𝑙

0

 𝑑𝑥 

نهایتاً، برای فرمول بندی ماتریس سختی و جرم براساس تحلیل ایزوژئومتریک لازم اسرت برا اسرتفاده از عملگرر ژاکروبین فضرای پرارامتری 

^ 𝑥:Ω)تبدیل شود ایزوژئومتریک به فضای فیزیکی → Ω)تیر بره های . بنابراین ماتریس سختی و جرم اعضا از حاصل جمع ماتریس المان

 آید:دست می

(21  𝐾 = ∑[𝐾]𝑘

𝑛𝑒𝑙

𝑘=1

= ∑∫ (∑
1

𝐽2
𝛻𝜉𝜉𝑅𝑖

2𝐸𝐼

𝑛𝑐𝑝

𝑖=1

)

𝜉𝑖+1

𝜉𝑖

𝑛𝑒𝑙

𝑘=1

 𝑑𝑒𝑡(𝐽) 𝑑𝜉 

(22  𝑀 = ∑[𝑀]𝑘

𝑛𝑒𝑙

𝑘=1

= ∑∫ (∑𝑅𝑖
2𝜌𝐼

𝑛𝑐𝑝

𝑖=1

)

𝜉𝑖+1

𝜉𝑖

𝑛𝑒𝑙

𝑘=1

 𝑑𝑒𝑡(𝐽) 𝑑𝜉 

,𝜉𝑖]که در روابط بالا 𝜉𝑖+1] گیری وبازه انتگرال𝐽 .عملگر ژاکوبین است 

 بندی تیر تیموشنکوفرمول -3-2

شود. معادله دینامیکی حرکرت بررای تیرر مجازی استفاده میبندی ارتعاش تیر تیموشنکو از قضیه کار  برای فرمول0مطابق شکل)

 تیموشنکو برابر است با:

(29  

𝑘𝐴𝐺 (
𝜕2𝑤(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥2
−

𝜕𝜃

𝜕𝑥
) + 𝑓(𝑥, 𝑡) = 𝜌𝐴

𝜕2𝑤(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡2
 

𝐸𝐼
𝜕2𝜃

𝜕𝑥2
+ 𝑘𝑠𝐴𝐺 (

𝜕𝑤(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥
− 𝜃) = 𝜌𝐼

𝜕2𝜃

𝜕𝑡2
 

 

,𝑤(𝑥که در آن 𝑡) جایی،جابه𝐸 ،مدول یانگ 𝜃 ، دوران تیر𝐼 ،گشتاور دوم سطح 𝐺 ،مدول برشی 𝑘𝑠 ،ضریب برشی𝐴 ،سطح مقطرع تیرر𝜌 

 طول عضو است. 𝐿وزن مخصوص مواد،

 گیری از معادلة حرکت در طول عضواست که برابر است با:انتگرالطبق روش گالرکین، شکل ضعیف مسأله برابر با 
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(20  

∫ 𝑘𝑠

𝑙

0

𝐴𝐺 (
𝜕2𝑤(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥
−

𝜕𝜃

𝜕𝑥
) 𝛿𝑤(𝑥, 𝑡) 𝑑𝑥

+∫ (𝑘𝑠𝐺𝐴 (
𝜕𝑤(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥
− 𝜃) 𝛿𝜃 + 𝐸𝐼

𝜕2𝜃

𝜕𝑥2
𝛿𝜃)

𝑙

0

 𝑑𝑥

−∫ (𝜌𝐴
𝜕2𝑤(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡2
𝛿𝑤 + 𝜌𝐼

𝜕2𝜃

𝜕𝑡2
 𝛿𝜃)

𝑙

0

 𝑑𝑥 = 0

 

 

 
 عرضی تیر تیموشنکو.: جزئیات مقطع 4شکل

 بندی توابع تغییرمکان و دوران براساس نربز برابر است با:  بنابراین فرمول

(22  𝑤 = ∑𝑅𝑖

𝑛𝑐𝑝

𝑖=1

(𝜉)𝑤̂ = 𝑅𝑤̂ 

(26  𝜃 = ∑𝑅𝑗(𝜉)𝜃

𝑛𝑐𝑝

𝑗=1

= 𝑅𝜃 

 تعدادنقاط کنترل موجود در دامنه است.  𝑛𝑐𝑝که درآن

 مجازی برابر است با:ترم کار

(20  𝛿𝑤 = ∑𝑅𝑖

𝑛𝑐𝑝

𝑖=1

(𝜉)𝛿𝑤̂ = 𝑅𝛿𝑤̂ 

(21  𝛿𝜃 = ∑𝑅𝑗(𝜉)𝛿𝜃

𝑛𝑐𝑝

𝑗=1

= 𝑅𝛿𝜃 
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 آید:دست می  معادله زیر به20  در معادله )21تا )  22با جایگذاری معادلات )

(23  𝛿𝑤̂ (𝐾𝑤̂ + 𝑀
𝜕2𝑤̂

𝜕𝑡2
) = 0 

 بردارشامل نقاط کنترل را می توان به طور زیر نوشت:

(97  𝑤̂ = 𝜓𝑛𝑒𝑖𝜔𝑛 

 است.wهای کنترل متناظربابردار متغیر 𝜓𝑛که در آن

   می توان معادله را به فرم زیر نوشت:23  در)79با قرار دادن رابطه )

(91  [𝐾 − (𝜔𝑛)2𝑀]𝜓𝑛 = 0 

𝜔𝑛 ،𝑛  ،امین فرکانس طبیعی عضو𝐾 و 𝑀  ترتیب ماتریس سختی و جرم است.به    

 آید:دست میصورت زیر بهو جرم به بنابراین مقادیر ماتریس سختی

(92  𝐾 = ∫[

𝜕𝑅𝑖

𝜕𝑥

𝜕𝑅𝑗

𝜕𝑥
𝑘𝑠𝐺𝐴 −

𝜕𝑅𝑖

𝜕𝑥
𝑅𝑗𝑘𝑠𝐺𝐴

−
𝜕𝑅𝑗

𝜕𝑥
𝑅𝑗𝑘𝑠𝐺𝐴 𝐸𝐼

𝜕𝑅𝑖

𝜕𝑥

𝜕𝑅𝑗

𝜕𝑥
+ 𝑅𝑖𝑅𝑗𝑘𝑠𝐺𝐴

] 𝑑𝑥

𝑙

0

 

(99  𝑀 = ∫((𝑅𝑖𝑅𝑗𝜌𝐴) + (𝑅𝑖𝑅𝑗𝜌𝐼))  𝑑𝑥

𝑙

0

 

براساس تحلیل ایزوژئومتریک نیاز است با اسرتفاده از عملگرر ژاکروبین فضرای پرارامتری بندی ماتریس سختی و جرم در نهایت، برای فرمول

^ 𝑥:Ω)تبدیل شود ایزوژئومتریک به فضای فیزیکی → Ω)های تیر بره . بنابراین ماتریس سختی و جرم اعضا از حاصل جمع ماتریس المان

 آید:دست می

(90  𝐾 = ∑[𝐾]𝑘
𝑛

𝑘=1

= ∑∫ 𝑘𝑠𝐺𝐴
𝜉𝑖+1

𝜉𝑖

𝑛

𝑘=1
(

 
 

[
 
 
 
 
𝜕𝑅𝑖

𝜕𝜉

𝜕𝑅𝑗

𝜕𝜉

1

𝐽2

𝑅𝑗

𝐽

𝜕𝑅𝑖

𝜕𝜉
𝜕𝑅𝑗

𝜕𝜉

𝑅𝑖

𝐽

𝐸𝐼

𝑘𝑠𝐺𝐴

𝜕𝑅𝑖

𝜕𝜉

𝜕𝑅𝑗

𝜕𝜉
+ 𝑅𝑖𝑅𝑗]

 
 
 
 

)

 
 

det(𝐽) 𝑑𝜉 

(92  𝑀 = ∑[𝑀]𝑘
𝑛

𝑘=1

= ∑∫ ((𝑅𝑖𝑅𝑗𝜌𝐴) + (𝑅𝑖𝑅𝑗𝜌𝐼))
𝜉𝑖+1

𝜉𝑖

𝑛

𝑘=1

det(𝐽) 𝑑𝑥 

 سنجی صحت -3-3

دینامیکی که براساس حل دقیق معادلات حرکت اعضرا  ای نیست. روش سختیتعیین فرکانس طبیعی دقیق المان تیرها کار ساده

های مرورد نظرر در ایرن رو بررای صرحت سرنجی مردلشود. از اینی مناسب جهت تحلیل ارتعاش المان تیرها محسو  میاست یک گزینه

 های طبیعی دقیق مورد استفاده قرار گرفت.مطالعه، روش سختی دینامیکی برای تعیین فرکانس
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 برنولی -رتیر اویل -3-3-1
   به شکل یک معادله دیفرانسیل با مشتقات جزئی مرتبة 17برنولی)رابطه) -  معادله حرکت ارتعاشات تیر اویلر9با توجه به شکل)

هرای طبیعری تیرر  باشد که برای حل آن باید از دو شرایط مرزی در انتها استفاده نمود. پس از اعمال شرایط مررزی رابطره فرکانسچهار می

 آید:  به دست می96برنولی طبق رابطه) -ده اویلردوسر سا

(96  𝜔𝑛 = (𝛽𝑛)2√
𝐸𝐼

𝜌𝐴
 

𝑛که در آن  = 1,2,3, 𝛽𝑛و  … =
𝑛𝜋

𝑙
 است. 

 

 آید:دست میشکل مودهای ارتعاش حل دقیق با استفاده از رابطة زیر به

(90  𝑊𝑛(𝑥) = 𝐶𝑛sin𝛽𝑛𝑥 = √
2

𝜌𝐴𝐼
sin

𝑛𝜋𝑥

𝐿
 

 پاسخ تیر نیز برابر است با:

(91  𝑤(𝑥, 𝑡) =
2𝑓0
𝜌𝐴𝐼

∑
1

𝜔𝑛
2 − 𝛺2

𝑠𝑖𝑛
𝑛𝜋𝑎

𝑙
 𝑠𝑖𝑛

𝑛𝜋𝑥

𝑙
𝑠𝑖𝑛𝛺𝑡

∞

𝑛=1

 

 ثابت است.  𝑓0فرکانس تغییرات بار و 𝛺که در آن

 تیر تیموشنکو -3-3-2
  تمام فرضیات تغییرشکل مانند ممان چرخشی و اثرات تغییرشکل 0برای تعیین معادله حرکت تیر تیموشنکو مطلبق شکل )

محاسبات در نظر گرفته می شود. بنابراین معادله حرکت تیر دوسر ساده تیموشنکو یک معادله دیفرانسیل چندمتغیره با مشتقات برشی در 

 آید:  به دست می93های طبیعی تیر طبق رابطه )آید و با اعمال شرایط مرزی فرکانس  به دست می29جزئی مرتبة دوم طبق رابطه )

(93  

𝜔𝑛
4 (

𝜌𝑟2

𝑘𝐺
) − 𝜔𝑛

2 (1 +
𝑛2𝜋2𝑟2

𝑙2
+

𝑛2𝜋2𝑟2

𝑙2
𝐸

𝑘𝑠𝐺
−

𝜌𝑟2

𝑘𝑠𝐺
) + (

𝛼2𝑛4𝜋4

𝑙4
) − 𝑓0 = 0      

       𝛼2 =
𝐸𝐼

𝜌𝐴
  ,   𝑟2 =

𝐼

𝐴

 

 آید:   دست میشکل مودهای ارتعاش حل دقیق با استفاده از فرمول زیر به

(07  𝑊𝑛(𝑥) = 𝐶𝑛sin𝛽𝑛𝑥 = √
2

𝜌𝐴𝐼
sin

𝑛𝜋𝑥

𝐿
 

 صورت زیر قابل بیان است:پاسخ تیر به
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(01  𝑤(𝑥, 𝑡) =
2𝑓0
𝜌𝐴𝐼

∑
1

𝜔𝑛
2 − 𝛺2

∞

𝑛=1

sin
𝑛𝜋𝑎

𝑙
 sin

𝑛𝜋𝑥

𝑙
sin𝛺𝑡 

,𝑓(𝑥دامنة نیروی𝑓0که در آن 𝑡)و𝛺 ( آورده شده است.0فرکانس نوسان است. نتایج حاصل از تحلیل فرکانس تیر تیموشنکو در جدول   

 

 های عددیمثال -4

گردد. ابتدا حل دقیق فرکرانس ایزوژئومتریک با نتایج دقیق مقایسه میتحلیل این بخش با استفاده از یک مثال نتایج حاصل از  در

تحلیل ارتعاش اجباری و تعیین فرکانس طبیعری برا  گاه ساده در دو انتها بیان شده و سپس بهطبیعی و روابط شکل مودهای یک تیر با تکیه

 دست آمده است. های مختلف بهایزوژئومتریک برای مشعی با رویکرد طبیایزوژئومتریک پرداخته شده است. سپس مقادیر فرکانس رویکرد 

 برنولی به روش ایزوژئومتریک -مشخصات هندسی برای مدل سازی و تحلیل تیر اویلر -4-1

  در نظر گرفتره شرد. 1به منظور تحلیل ایزوژئومتریک ارتعاش اجباری اعضای پیوستة سازه، تیری با مشخصات مندرج در جدول )

 گاه تیر قرار دارد. از بر تکیه 𝑎  تحت بار هارمونیکی مشخص به فاصلة2تیر مطابق شکل )این 

 
 برنولی. -: تیر اویلر5شکل
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 برنولی. -:  مشخصات هندسی تیر اویلر 1جدول

گیری تعداد نقاط انتگرال -1

 گوس

2- ngp  4 

J/ -0 ژاکوبین -9 L 2 

ای در درجه چندجمله -2

 uجهت

6- 
up 1 

ای در درجه چندجمله -0

 vجهت

1- 
vp  3 

u 17- بردارگره در جهت -3 uΞ           1 1 1 1  

v 12- بردارگره در جهت -11 vΞ                       1 1 1 1 1 1 1 1 

E/ -10 مدول الاستیسیته -19 kg cm 2249565 

. -16 وزن مخصوص -12 /kg cm  30 0024 

cm -11 ابعاد تیر -10 300 40 30 

 برنولی تحت بار هارمونیکی -های طبیعی و پاسخ تیر اویلرفرکانس -4-2

ویژه است با استفاده از نرم  های مختلف به روش ایزوژئومتریک که یک مسأله مقداربرنولی برای المان -سختی و جرم  تیر اویلر

های طبیعی تیر به دست آمد و با محاسبه شد و درنتیجه با جایگذاری ماتریس سختی و جرم در روابط ایزوژئومتریک فرکانس19افزار متلب

اری با جایگذ   نشان داده شده است.2مقایسه گردید. نتایج در جدول )یا همان حل دقیق  10نتایج حاصل از روش سختی دینامیکی

  شش مود اول ارتعاش 6آید. شکل)  مود ارتعاش اجباری تیر مورد نظر به دست می90ی )های طبیعی حاصل از این روش در رابطهفرکانس

𝑛آید، برای دست می  به91دهد. همچنین پاسخ ارتعاش اجباری این تیر که از رابطة)برنولی را نشان می -اجباری تیر اویلر =

    نشان داده شده است.0)در شکل 1,2,3,4,5,6

 .کیزوژئومتریا لیحاصل از تحل یبرنول -لریلو ریت یعیطب یها: فرکانس 2جدول

                                                           
13 MATLAB 
14 Dynamic Stiffness Method 

 

 حل دقیق

(DSM) 

  های تیرتعداد المان

تعداد 

 مود
ne=111 ne=01 ne=61 ne=41 ne=21 ne=11 

1219125 1213122 1213122 1213122 1213122 1213122 1213126 1 

5116512 2116272 2116272 2116279 2116279 2116276 2116221 2 

11612131 11612191 11612192 11612192 11612190 11612101 11612022 3 

21616111 27616712 27616712 27616710 27616722 27616292 27613090 4 

32210142 92211100 92211106 92211120 92211136 92211311 92017110 5 

46410526 06011223 06011296 06011220 06011610 06211717 06112009 6 
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  افزار متلب.برنولی حاصل از تحلیل ایزوژئومتریک با استفاده از نرم -های ارتعاش اجباری تیر اویلر: شکل مود6شکل

 

 
  نرم افزار متلب.برنولی حاصل از تحلیل ایزوژئومتریک با استفاده از  -: پاسخ ارتعاش اجباری تیر اویلر7شکل

 

 سازی و تحلیل تیر تیموشنکو به روش ایزوژئومتریکمشخصات هندسی برای مدل -4-3

هرای   نشران داده شرده اسرت. فرکانس1  و شکل)9مشخصات هندسی لازم برای تحلیل ایزوژئومتریک تیر تیموشنکو در جدول)

 ها مقایسه گردید.  با مقدار دقیق فرکانس0حاصل مندرج در جدول) های مختلف تیر به دست آمد و نتایجطبیعی و مود شکل برای المان

 

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
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5
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w
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 : تیر تیموشنکو.0شکل

 

 :  مشخصات هندسی تیر تیموشنکو. 3جدول

گیری تعداد نقاط انتگرال -13

 گوس

27- ngp  4 

J/ -22 ژاکوبین -21 L 2 

ای در درجه چندجمله -29

 uجهت

20- 
up 1 

ای در درجه چندجمله -22

 vجهت

26- 
vp  3 

ای در درجه چندجمله -20

 جهت

21- p  2 

u 97- بردارگره در جهت -23 uΞ           1 1 1 1 

v 92- بردارگره در جهت -91 vΞ                       1 1 1 1 1 1 1 1 

 90- در جهتبردارگره  -99 Ξ            1 1 1 1 

E/ -96 مدول الاستیسیته -92 kg cm 2249565 

. -91 وزن مخصوص -90 /kg cm  30 0024 

/ -07 ضریب اصلاح برشی -93  5 6 

. -02 ضریب پواسیون -01 0 3 

cm -00 ابعاد تیر -09 300 40 30 

 

 های طبیعی و پاسخ تیر تیموشنکو تحت بارهارمونیکی فرکانس -4-4

ها در روابط ایزوژئومتریرک ماتریس سختی و جرم تیر در روش ایزوژئومتریک با مسئله مقادیر ویژه به دست آمد و با جایگذاری آن

  بره 01  و )07های طبیعی تیر به دست آمد. در نتیجه مودهای شکل ارتعاش اجباری تحت بار مشخص و پاسخ تیر طبرق روابرط )فرکانس

دهد. همچنین پاسخ ارتعاش اجباری ایرن تیرر بررای مودهرای ول ارتعاش اجباری تیر تیموشنکو را نشان می  شش مود ا3شکل)دست آمد. 

𝑛 =    نشان داده شده است.17در شکل) 1,2,3,4,5,6
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 :  نتایج تحلیل فرکانس های طبیعی حاصل از تحلیل ایزوژئومتریک. 4جدول

 

 

 
 افزار متلب.نرمهای ارتعاش اجباری تیر تیموشنکو حاصل از تحلیل ایزوژئومتریک با استفاده از : شکل مود9شکل

 

 

 حل دقیق

(DSM) 

  های تیرتعداد المان

تعداد 

 مود
ne=171 ne=161 ne=151 ne=141 ne=131 ne=121 

1216270 1216212 1216231 1216970 1216911 1216991 1216922 1 

4714901 0010313 0012772 0012713 0012796 0012700 0012732 2 

9710492 3011033 3011217 3011220 3011209 3011260 3011231 3 

15711011 12017112 12017196 12017126 12017100 12017312 12017321 4 

22116462 22716012 22716272 22716221 22716201 22716621 22716631 5 

20519724 21213002 21213031 21213121 21213116 21213321 21213309 6 
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  : پاسخ ارتعاش اجباری تیر تیموشنکو حاصل از تحلیل ایزوژئومتریک با استفاده از نرم افزار متلب.11شکل

 های طبیعی در تیرها نمودار تغییرات نسبت فرکانس -4-5

  تغییرات نسبت فرکانس طبیعی حاصل از تحلیل ایزوژئومتریک به فرکانس طبیعی دقیق براساس تعداد 12  و )11مطابق شکل)

دهد. یعنی اگر تیر به بندی را نشان میمودها، شعاع ژیراسیون و طول عضو برای هر دو نوع تیر مقدار وابستگی ایزوژئومتریک به مش

ها نمودار به شود. توجه داشته باشید که در این روش با بالا بردن تعداد المانتری حاصل میود نتایج دقیقبندی شهای ریزتر تقسیمالمان

 توان به همگرایی بهتری با حل دقیق رسید. شود، بنابراین با تعداد المان مشخص میتر میها نزدیکمقدار دقیق خود در تغییرات فرکانس

 
  برنولی با استفاده از نرم افزار متلب. -برای تیر اویلر: تغییرات فرکانس طبیعی 11شکل
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  : تغییرات فرکانس طبیعی برای تیر تیموشنکو با استفاده از نرم افزار متلب.12شکل

 های طبیعی حاصل از تحلیل ایزوژئومتریکتاثیر فرضیات تیر تیموشنکو در فرکانس -4-6

دهد. دلیل کاهش مقدار فرکانس طبیعی در تیر تیموشنکو اضافه طبیعی را نشان می  تأثیر تغییرشکل برشی بر فرکانس 19شکل)

های بالا بیشتر است. همچنین فرکانس   شدت کاهش فرکانس در مود19شدن ترم تغییرشکل برشی در معادلات تعادل است. طبق شکل)

 یابد.طبیعی با افزایش چگالی و طول تیر کاهش می

 
  برشی بر فرکانس طبیعی با استفاده از نرم افزار متلب. : تأثیر تغییرشکل13شکل

 گیرینتیجه -4

های پیوسته تحت بار هارمونیکی مورد بررسی قرار گرفت. ابتدا روش در این مقاله تحلیل ایزوژئومتریک ارتعاش اجباری سیستم

های برنولی و تیموشنکو مطالعه شد. سپس روش پیدا کردن فرکانس -های پیوسته مانند تیرهای اویلراستخراج معادلات حرکت سیستم
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حل ارتعاش اجباری براساس توابع نربز و هم چنین اثرات تغییر شکل برشی و اینرسی چرخشی بر ارتعاش اهطبیعی، اشکال مود ارتعاش و ر

حل ارتعاش در نظر جای توابع تقریبی که برای راهاسپلاین بهتیرها ارئه داده شد. اساس این تحقیق استفاده از توابع نسبی بیریکنواخت بی

شوند، با توابع شکل آن محدود استفاده میحل تقریبی المانای در راهصورت چندجملهتوابعی که بهشوند است. به این معنی که گرفته می

عنوان شود. اما در تحلیل ایزوژئومتریک توابع شکل مورد استفاده که همان توابع نربز هستند، بهمتفاوت است که منجر به جوا  تقریبی می

ای را بدون ایجاد تغییر در هندسه و پارامتر افزایش توان درجه چندجملهشوند. در این روش میحل انتخابی استفاده میای در راهچندجمله

شود. اسپلاین منجر به هندسه دقیق با پیوستگی بالا در سرتاسر دامنه و باعث نتایج دقیق سختی و جرم میداد. این خاصیت توابع بی

تحلیل ایزوژئومتریک پتانسیل قابل توجهی در  توان نتیجه گرفت که. در نهایت میهای عددی ارزیابی شدکارایی و صحت این روش با مثال

 های تحلیل فعلی است.ای برای روشحل مسائل ارتعاشات، الاستیسیته خطی، پواسیون و بیره دارد و جایگزین امیدوارکننده

 مراجع
[1] A. Amani Dashlejeh and A. Arabzadeh, “Experimental and analytical study on reinforced concrete deep beams,” Int. J. 

Struct. Eng., vol. 10, no. 1, pp. 1–24, 2019. 
[2] P. Kagan, A. Fischer, and P. Z. Bar-Yoseph, “New B-Spline Finite Element approach for geometrical design and 

mechanical analysis,” Int. J. Numer. Methods Eng., vol. 41, no. 3, pp. 435–458, Feb. 1998. 

[3] T. Hughes, J. Cottrell, Y. B.-C. methods in Applied, and U. 2005, “Isogeometric analysis: CAD, finite elements, 

NURBS, exact geometry and mesh refinement,” Elsevier. 

[4] O. Weeger, “Isogeometric analysis of nonlinear structural vibrations,” Nonlinear Dyn., vol. 194, no. April, p. 5296, 

2015. 

[5] W. A. Wall, M. A. Frenzel, and C. Cyron, “Isogeometric structural shape optimization,” Comput. Methods Appl. Mech. 

Eng., vol. 197, no. 33–40, pp. 2976–2988, 2008. 

[6] R. N. Simpson, S. P. A. Bordas, H. Lian, and J. Trevelyan, “An isogeometric boundary element method for elastostatic 

analysis: 2D implementation aspects,” Comput. Struct., vol. 118, pp. 2–12, Mar. 2013. 

[7] A. Amani Dashlejeh, “Isogeometric analysis of coupled thermo-elastodynamic problems under cyclic thermal shock,” 

Front. Struct. Civ. Eng., V. 13, No. 2, pp. 397-405, 2019.. 

[8] İ. Çelik, “Free vibration of non-uniform Euler–Bernoulli beam under various supporting conditions using Chebyshev 

wavelet collocation method,” Appl. Math. Model., vol. 54, pp. 268–280, Feb. 2018. 

[9] S. Sınır, M. Çevik, and B. G. Sınır, “Nonlinear free and forced vibration analyses of axially functionally graded Euler-

Bernoulli beams with non-uniform cross-section,” Compos. Part B Eng., vol. 148, pp. 123–131, Sep. 2018. 

[10] A. Ghannadiasl and S. Khodapanah Ajirlou, “Forced vibration of multi-span cracked Euler–Bernoulli beams using 

dynamic Green function formulation,” Appl. Acoust., vol. 148, pp. 484–494, May 2019. 

[11] X. Zhao, Y. R. Zhao, X. Z. Gao, X. Y. Li, and Y. H. Li, “Green׳s functions for the forced vibrations of cracked Euler–

Bernoulli beams,” Mech. Syst. Signal Process., vol. 68–69, pp. 155–175, Feb. 2016. 

[12] S. Orhan, “Analysis of free and forced vibration of a cracked cantilever beam,” NDT E Int., vol. 40, no. 6, pp. 443–450, 

Sep. 2007. 

[13] M. Ghafarian and A. Ariaei, “Forced vibration analysis of a Timoshenko beam featuring bending-torsion on Pasternak 

foundation,” Appl. Math. Model., vol. 66, pp. 472–485, Feb. 2019. 

[14] B. Chen, X. Zhao, Y. H. Li, and Y. Guo, “Forced vibration analysis of multi-cracked Timoshenko beam with the 

inclusion of damping by virtue of Green’s functions,” Appl. Acoust., vol. 155, pp. 477–491, Dec. 2019. 

[15] H. Rouhi, F. Ebrahimi, R. Ansari, and J. Torabi, “Nonlinear free and forced vibration analysis of Timoshenko 

nanobeams based on Mindlin’s second strain gradient theory,” Eur. J. Mech. - A/Solids, vol. 73, pp. 268–281, Jan. 

2019. 

[16] M. Şimşek, “Bi-directional functionally graded materials (BDFGMs) for free and forced vibration of Timoshenko 

beams with various boundary conditions,” Compos. Struct., vol. 133, pp. 968–978, Dec. 2015. 

[17] T. Yokoyama, “Free vibration characteristics of rotating Timoshenko beams,” Int. J. Mech. Sci., vol. 30, no. 10, pp. 

743–755, 1988. 

[18] K. Avramov and S. Malyshev, “Bifurcations and chaotic forced vibrations of cantilever beams with breathing cracks,” 

Eng. Fract. Mech., vol. 214, pp. 289–303, Jun. 2019. 

 

 

 


