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The need to use non-uniform members in the structures from the past till 

now had been proposed although the subjects and research references in 

this case are insufficient. Therefore the use of non-uniform members is 

inevitable and should be carefully examined. About this members the main 

subject that should be investigated is buckling that if it occures it leads to 

member failure which may leads to collapse of the local or entire 

structure. So the exact solution of buckling load of non-uniform columns is 

available only for simple cases. In this paper a method based on finite 

element method is used for studing the problem of elastic buckling load of 

non-uniform columns with general cases of cross-section and axial 

loading. In  first the column is devided to arbitrary numbers of finite 

elements. Then the stiffness matrix and geometric stiffness matrix is 

obtained based on existing relationship for each element and then for 

overall column. After applying boundary conditions using the eigenvalue 

equation to obtain the critical buckling load .It is clear that the effects of 

changes in cross-section of a column appear in stiffness matrix and 

changes in axial loading in geometric stiffness matrix. The proposed 

method in addition to high accuracy is general and could be used by the 

help of Matlab codes. Results obtained from this method are compared to 

ones that presented by Serna et al. The procedure in this paper is rating 

as a exact solutions but Serna’s method is a closed form method that is 

from approximated solutions. The results are presented for uniform 

columns under non-uniform axial loading and non-uniform columns under 

non-uniform axial loading. Different non-uniform columns contain single 

web-tapered columns, double web-tapered columns and web-tapered & 

flange-tapered columns.  Also results are presented for various end 

boundary conditions that contain hinged-hinged, clamped-clamped, 

hinged-clamped and clamped-free. 
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 محوری بار تحت غیریکنواخت  و یکنواخت های ستون ارتجاعی بارکمانش بررسی

 محدود اجزای روش از استفاده با غیریکنواخت
 3حسنی محمدرضا سید ،2اکبری رضا ،* 1محمودآبادی مسعود

 ایران قم، قم، دانشگاه مهندسی و فنی دانشکده عمران، گروه استادیار -1

 ایران قم، قم، دانشگاه مهندسی و فنی دانشکده سازه، -عمران ارشد کارشناس -2

 ایران بابل، نوشیروانی، صنعتی دانشگاه سازه، -عمران دکتری دانشجوی -3

 چکیده
 این در تحقیقی مراجع و موضوعات حال عین در است بوده مطرح حال به تا گذشته از سازه در غیریکنواخت اعضای از استفاده به نیاز

 رخ صورت در که است ها ستون کمانش گیرد قرار بررسی مورد باید که مسائلی مهمترین از یکی اعضا این مورد در .باشند نمی زیاد مورد
 دقیق روشی مقاله این در. شود سازه یا و ستون کل یا موضعی فروپاشی به منجر است ممکن که گردد می عضو رفتن دست از باعث دادن،

 بارگذاری حالت هر و مقطع سطح هر با یکنواخت غیر و یکنواخت های ستون ارتجاعی کمانش مسئله بررسی برای محدود اجزای اساس بر
 و کرده بندی تقسیم دلخواه جزء تعداد به را ستون ابتدا در. است کاربرد قابل گاهی تکیه مرزی شرایط تمام برای روش این. است شده ارائه

 پس و است شده تشکیل ستون کل برای سپس و جزء هر برای موجود طرواب اساس بر را هندسی سختی ماتریس و سختی ماتریس سپس
 سایر روش با روش این نتایج. است آمده بدست کمانش بحرانی بار مشخصه مقدار ی رابطه از استفاده با گاهی تکیه شرایط اعمال از

 با و باشد می نیز جامعیت دارای بالا تدق بر علاوه شده ارائه روش. است شده مقایسه اند شده محاسبه تقریبی صورت به که محققین
 .گرفت بهره آن از توان می Matlab شده کدنویسی برنامه کمک

 محدود اجزای روش مشخصه، مقدار محوری، بار غیریکنواخت، و یکنواخت های ستون ارتجاعی، کمانش :کلمات کلیدی
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 مقدمه -1

. است سودمند بسیار نیاز مورد مصالح مقدار کاهش بدلیل غیریکنواخت اعضای بکارگیری عظیم، یا خاص پیچیده، هایسازه برای

 اجتناب امری غیریکنواخت اعضای بکارگیری این بنابر باشد بحرانی و پراهمیت هاسازه انواع از برخی در خاص بطور تواندمی مصالح وزن

 . یردگ قرار بررسی مورد دقت به باید و است ناپذیر

 بیشتری ساخت بازدهی دارای شونده باریک اعضای. دارند یکنواخت منشوری اعضای به نسبت متعددی فواید اعضا از نوع این

 سطح با مقاطع از کمتر بار با نواحی در و گرفت بهره بزرگتری مقطع سطح از است بیشتری بار به نیاز که نواحی در توانمی زیرا باشند می

 مقطع سطح گرفتن نظر در با ستون کمانش مسئله 1173 سال در خود یمقاله در اویلر ،بار اولین برای[. 1] نمود ادهاستف کوچکتر مقطع

 شامل شونده، باریک هایستون الاستیک کمانش بحرانی بار یمحاسبه خصوص در هاپاسخ اولین[. 2] داد قرار بررسی مورد را غیریکنواخت

 کمانش مورد در آلایده ستون یک یافته شکل تغییر سختی دیفرانسیل معادله حل یبوسیله دینیک و لیمور ،تیموشنکو تقریبی هایجواب

 [.3] باشدمی الاستیک

 از یکی. نمود بندیتقسیم دقیق و تقریبی هایجواب یدسته دو به توانمی را جواب در دقت نظر از شده ارائه مقالات و تحقیقات

 .است بسته فرم هایفرمول یارائه باشدمی سریع و تقریبی هایروش جمله از هک کمانش مسئله بررسی هایروش

 باشد،می ورودی یک مقدار آوردن بدست برای ساده و سریع و تقریبی یشیوه یک ایجاد و بسته فرم به بندیفرمول یک، هدف

[. 0] باشدمی پارامتریک مطالعات نتایج از حاصل معمولا بسته فرم به بیان نوع این. آید بدست ترپیچیده هایروش از تواندمی تردقیق مقدار

 هایروش ،مقابل در. اندآورده بدست محوری بارگذاری حالات بعضی و گاهیتکیه شرایط از بعضی برای هاییجواب ،روش این از استفاده با

 .کرد اشاره محدود اجزای روش به توانمی جمله از که دارد وجود نیز تریدقیق

 به و هستند حجم کم که دلیل این به هستند، مناسب نیز هااتصال کلی رفتار به رسیدن برای عددی شده ساده های سازی هشبی

 عددی سازیشبیه به توانمی عددی، هایمدلسازی و عددی هایسازیشبیه پیشرفته موارد نمونه از[. 7] دارند نیاز تحلیل برای کمی زمان

 فولادی رابط المان از استفاده با ساخته پیش بتنی هایساختمان برای  صلب اتصالات محدود المان مدلسازی ،[7] کشیده پس اتصالات در

 غرلا هایستون پایداریو  [ 1]انرژی روش به مختلف مرزی شرایط با ستیکلاا بستر بر واقع هایستون کمانشهمچنین . نمود اشاره ،[6]

های ستون-ستیک و دینامیک تیرهای برشی بر روی پایداری الااثرات تغییر شکلو  [0] یافته تعمیم انتهایی شرایط با ستیکلاا بستر بر واقع

 یک بصورت را سیستم که است عددی تکنیک یک محدود اجزای روش .[11و3] ستیک مورد مطالعه قرار گرفته استلااواقع بر بستر 

 مرتبط کلی نیروهای و کلی جاییجابه با جزء هر و گیردمی نظر رد هستند متصل یکدیگر به گره عنوان تحت نقاطی در که مجموعه

 سازگاری و تعادل شرایط اعمال کمک به ماتریس این تشکیل و منفرد اجزای سختی ماتریس از متشکل سازه سختی ماتریس. باشد می

 مورد ایگسترده بطور سیده توسط شکمان مسائل دقیق جواب در مشخصه مقدار مسائل در محدود اجزای روش. باشدمی هامکان تغییر

 روش[. 2] است کامپیوتری افزارهای نرم در استفاده برای جهان در روش بهترین محدود اجزای روش رسدمی نظر به. گرفت قرار بررسی

 .است دهش گرفته بکار خمشی کمانش از بغیر مودها دیگر و کلی مرزی شرایط شامل کلی حالات برای ایگسترده بطور محدود اجزای

 ستون که ستا ضروری است، متغیر ستون طول در مقطع سطح مشخصات که حالتی برای محدود اجزای روش بکارگیری هنگام

 بهپاسخ . گرفته شود نظر در جزء هر برای معادل محوری نیروی و اینرسی ممان تعدادی وشود  بندی تقسیم کوچک جزء زیادی تعداد به را

 .آورد بدسترا  تریدقیق پاسخ بیشتر اجزای تعداد گرفتن نظر در با توانمی وبوده  تقریبیآمده  دست

 برای را روش این هاآن. گرفت بهره متغیر اعضای برای آن از توانمی که اندداده ارائه محدود اجزای پاسخ یک ریچ و برگر آیزن

 .[11] آوردند بدستنیز  قبولی قابل نتایج و گرفتند بکار شده بحث حالات تمام

 هر تحت  و مقطع سختی تابع هر با غیریکنواخت هایستون ارتجاعی کمانش بار آوردن بدست برای روشی ،حاضرپژوهش  در

 یک-گیردار سر یک ،(طره) آزاد سر یک-سرگیردار یک مفصل، سر دو قبیل از گاهیتکیه شرایط هر تحت و غیریکنواخت بارگذاری حالت
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 مشخصه مقدار مسئله بکارگیری هایروش از یکی که روش این. است شده ارائه سرگیردار دو و غلطکی سر یک-گیردار سر یک مفصل، سر

 . نامیده شده است ماتریسی روش ،باشدمی محدود اجزای مسایل در

 :گرددمی تعریف صورت این به بحرانی بار یا کمانشی بار

 (1)  

طول ستون  دهد و در آن رخ می کمانشممان دوم سطح مقطع حول محوری که  مدول الاستیسیته ماده،   Eکه در آن 

 گردد.های حقیقی اغلب با آن سنجیده می، یک مقدار مرجع است که مقاومت ستون  باشد. بار اویلر  می

 توان بیان نمود : ه این صورت میهای غیریکنواخت بار کمانشی الاستیک را ببرای تیر و ستون ] 0[طبق مرجع 

 (2 )  

بحرانی اویلر  بار  یکنواخت معادل، و  بار  ضریب با حداکثر مقدار توزیع بار محوری غیر یکنواخت،  متناظر که در آن 

 :بااست ( برابر 1) رابطهستون است که طبق 

 (3)  

 خصات و مدلسازیتعریف مش -2

 های مختلف محوریو بارگذاری هاستونمشخصات  -2-1

در  1یک ستون یکنواخت تحت بار محوری غیریکنواخت و یک ستون غیریکنواخت تحت بار محوری غیریکنواخت مطابق شکل

 تواند دارای هر تابع دلخواهی باشد.مقطع ستون میکه  شودگرفته مینظر 

 
 ستون غیریکنواخت تحت بار محوری غیریکنواخت بار محوری غیریکنواخت وستون یکنواخت تحت  :1شکل 

 نشان داده شده است. 2حالات بارگذاری محوری غیریکنواختی مطابق شکل
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 .توزیع خطی با حداکثر در وسط دهانه2  .توزیع خطی با حداکثر در یک انتها1شامل:  حالات بارگذاری غیریکنواخت محوری :2شکل 

 .توزیع سهمی با حداکثر در وسط دهانه4  ی با حداکثر در یک انتهاتوزیع سهم .3

 روش ماتریسی -2-2

های یکنواخت و غیریکنواخت تحت هر حالت بارگذاری محوری یکنواخت یا غیریکنواخت  روش ماتریسی برای کلیه حالات ستون

ها افزایش  بدیهی است که هرچه تعداد المان شود.ندی میببه چند المان تقسیم 3بق شکلاطم. در این روش ابتدا ستون استقابل کاربرد 

 2  با  برابر 3گردد. تعداد درجات آزادی هر گره طبق شکلیابد دقت روش نیز افزایش خواهد یافت. هر المان توسط دو گره مشخص می

 0و  2انتقالی و درجات آزادی  3و 1درجات آزادی  0باشد. طبق شکلیک درجه آزادی چرخشی می باشد که یک درجه آزادی انتقالی ومی

های سختی و پس از آن ماتریس ه شدهباشد. در ادامه ماتریس سختی و ماتریس سختی هندسی برای هر المان بدست آوردچرخشی می

ه ها بشرایط مرزی را اعمال نمود. شرایط مرزی در مورد ستونشود و سپس ه میکلی و ماتریس سختی هندسی کلی سازه تشکیل داد

ی مقدار مشخصه، مقدار بار بحرانی کمانشی توان با استفاده از رابطهباشد. پس از اعمال شرایط مرزی میگاهی مرتبط میشرایط تکیه

 خمشی ستون را بدست آورد.

     
 هایک المان تیری و درجات آزادی گره :4شکل          ایالمان دو گره nتقسیم ستون غیریکنواخت به  :3شکل 
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 محاسبه ماتریس سختی و ماتریس سختی هندسی المان تیری -2-3

 :]12 [از محور خنثی برابر است با  کرنش محوری یک نقطه در فاصله  7شکلمطابق 

 
 ستون کرنش ایجاد شده در  :5شکل 

 (3)  

بخش  و  کرنش ناشی از انحناءکرنش محوری،    ، بوده و  های جابه جایی در جهات مولفه  و بطوریکه 

 باشد.غیر خطی کرنش محوری می

 ، انرژی کرنشی المان برابر است با: با در نظر گرفتن  

   (0)   

 ( و یادآوری آنکه : 0) ر معادله( د3) با جایگذاری معادله

 

 باشد، آنگاه انرژی کرنشی برابر خواهد بود با:نیروی محوری با علامت مثبت در کشش می Pو توجه به این نکته که 

 (7)  

 و  ( در خصوص ماتریس سختی برای یک المان میلگردی مرتبط با درجه آزادی جنبشی 7اولین انتگرال در معادله )

، کار انجام شده توسط بار خارجی نیز سومین انتگرال  بوده وماتریس سختی برای یک المان تیری  وط بهبباشد. دومین انتگرال مر می

تیب منجر به تشکیل کشیده شوند. دومین و سومین انتگرال به تر به اندازه های دیفرانسیلی هنگامی است که المان

 :]12 [تیر و مشتق آن و مشتق دوم آن برابر هستند با شوند. جابجایی جانبی تی و ماتریس سختی هندسی المان میماتریس سخ

(6    )                                                                                                                                         

(1            )                                                                                                              
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(0 )                                                                                                                           

 که: به طوری

(3                     )                                                                                                               

 (11)  

 (11)  

 (12)  

 گردد:انتگرال دوم نیز به این صورت بیان می

 (13)  

 باشد:ورت قابل بیان میوانتگرال سوم نیز به این ص

 (10)  

 بنابراین ماتریس سختی و ماتریس سختی هندسی یک المان تیری به ترتیب عبارتند از:

(17       )                                                                                                                         

(16                        )                                                                                                        

های سختی و سختی هندسی کلی سازه  را تشکیل داده و پس از اعمال شرایط توان ماتریسبا استفاده از معادلات ارائه شده می

 ( بهره گرفت:11ها برای استفاده در معادله مشخصه رابطه )ه گاهی از آنتکی

(11          )                                                                                                                              

همان مقدار ویژه و بار کمانشی خمشی  ماتریس سختی هندسی کلی سازه و  ماتریس سختی کلی و  ( 11ی)در معادله

باشد. روشن است که تغییرات سطح مقطع یک ستون غیریکنواخت اثر خود را در ماتریس سختی و تغییرات نیروی بحرانی مطلوب می

ای کد نویسی شده است که با وارد نمودن تابع برنامه Matlab [13]ذارد. با استفاده از نرم افزار گمحوری در ماتریس سختی هندسی اثر می

 سختی و تابع بار محوری توانایی محاسبه بار کمانشی را به ازای هر تعداد جزء محاسبه نماید.
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 بررسی نتایج -3

های غیریکنواخت تحت بار ی غیریکنواخت و ستونهای یکنواخت تحت بار محوردر این قسمت نتایج روش ماتریسی برای ستون

حالت بارگذاری طبق  0باشد و برای می معادل یکنواخت. لازم به ذکر است که نتایج همان ضریب بار شده استمحوری غیریکنواخت ارائه 

 ده است.برای هر حالت در نظر گرفته شنیز المان  111مورد محاسبه قرار گرفته است. تعداد  2شکل

 گاهی دو سر مفصلنتایج برای شرایط تکیه -3-1

که تنها برای شرایط مرزی دو سر مفصل  ]0 [ابتدا نتایج حاصل از روش ماتریسی را با نتایج ارائه شده توسط سرنا و همکارانش

 گیرند. می قرارها با خط چین نشان داده شده است مورد مقایسه باشد و در منحنیمی

 های یکنواخت تحت بار محوری غیریکنواختبرای ستوننتایج  -3-3-1

و مورد ارائه به صورت خط چین  6باشد در شکلهای فرم بسته میجواب اجزای محدود و جواب سرنا و همکارانش که از روش

 است: مقایسه قرار گرفته

 
 نتایج دقیق در برابر  فرمول فرم بسته سرنا و همکاران مقایسه :6شکل 

 های غیریکنواخت تحت بار محوری غیریکنواختبرای ستون نتایج -3-1-2

 با جان باریک شونده منفردهای نتایج برای ستون -3-1-2-1

صورت هبآن است که سطح مقطع  1ستونی که در این قسمت مورد بررسی قرار گرفته است دارای مشخصاتی مطابق شکل

 ارائه شده است.  0سرنا و همکارانش با خط چین در شکلدر نظر گرفته شده است. برای این حالت نتایج روش  1جدول
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 : ستون منفرد با جان باریک شونده7شکل 

 مقطع ستون :1جدول 

     

0/1 21 01 011 011 

 

 
 نتایج دقیق در برابر تقریبی  مقایسه :8شکل 

 دوبل باریک شونده های با جانبرای ستونبدست آمده نتایج  -3-1-2-2

در نظر گرفته شده  2است و سطح مقطع برای این ستون بصورت جدول 3طالعه دارای مشخصات مطابق با شکلستون مورد م

 و با نتایج فرم بسته سرنا مورد مقایسه قرار گرفته است. نشان داده شده 11است. لازم به ذکر است که نتیجه بدست آمده در شکل
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 ستون با جان  دوبل باریک شونده :9شکل 

 طع ستون مورد مطالعهمق :2جدول 

     

0/1 21 01 011 011 

 
 در ستون با جان دوبل باریک شونده نتایج دقیق در برابر تقریبی مقایسه: 11شکل 

 نتایج برای ستون  با جان و بال باریک شونده -3-1-2-3

ارائه  1در انتهای کوچکتر در شکل شوند. مشخصات سطح مقطعحالت بال و جان با نسبتی برابر با یکدیگر، باریک می در این 

 آورده شده است. 12در شکل ایج آننشان داده شده است که نت 11شده و شکل چنین مقطعی نیز در شکل
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 : ستون با جان و بال باریک شونده11شکل 

 
 نتایج دقیق در برابر تقریبی مقایسه: 12شکل 

باشد و در عین حال درصد نسبت به پاسخ دقیق می 11ایی برابر با همانطور که مشاهده گردید روش سرنا و همکارانش دارای خط

 باشد.به علت بکاربردن آن فقط برای حالت دوسر مفصل، این روش دارای محدودیت کاربرد می

 شرایط تکیه گاهی سایرنتایج  -2-3

دقیق برای هر حالت، یک منحنی که گاهی بدست آمده و در کنار نتایج در اینجا نتایج بخش قبل، مجددا برای سایر شرایط تکیه

 است.و مورد مقایسه قرار گرفته  حاصل از برازش یک منحنی بر منحنی مقدار دقیق است ارایه گردیده 

 گاهی برای ستون یکنواخت تحت بار محوری غیریکنواختشرایط تکیه سایرنتایج  -3-2-1

 هایبه ترتیب در شکلیک سر مفصل  -یک سرگیردارو ر آزاد یک س -یک سرگیردار ،گیردارگاهی دو سربرای شرایط تکیهنتایج 

 ارائه شده است. 17و 10، 13
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 نتایج دقیق در برابر تقریبی،دوسرگیردارمقایسه  :13شکل 

 
 یک سرآزاد-نتایج دقیق در برابر تقریبی ،یک سرگیردار مقایسه: 14شکل 
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 یک سرمفصل-رنتایج دقیق در برابر تقریبی ،یک سرگیردا مقایسه :15شکل 

 های منفرد با جان باریک شونده تحت بار محوری غیریکنواختگاهی برای ستوننتایج دیگر شرایط تکیه -3-2-2

-در شکلبه ترتیب یک سر مفصل -یک سر گیردارو یک سر آزاد -یک سر گیردار ،سرگیردار گاهی دونتایج برای شرایط تکیه

 ارائه شده است. 10و 11، 16های

 
 سرگیردار دوبرابر تقریبی در ستون  نتایج دقیق در قایسهم: 16شکل 
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 یک سرآزاد-یک سرگیردار در ستون نتایج دقیق در برابر تقریبی مقایسه :17شکل 

 
 یک سرمفصل -یک سرگیردار: مقایسه نتایج دقیق در برابر تقریبی در ستون 18 شکل

 دوبل باریک شونده تحت بار محوری غیریکنواخت های با جانستون گاهی برایشرایط تکیه سایرنتایج  -3-2-3

 ،13های در شکلبه ترتیب سر مفصل  کی - رداریسرگ کیو سر آزاد  کی-رداریسر گ کی ،رداریدو سر گ یگاههیتک طیشرا جیتان

 شده است. هئارا 21و21
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 دوسرگیردار مقایسه نتایج دقیق در برابر تقریبی در ستون :19شکل 

 
 یک سرآزاد-یک سرگیرداردر ستون  تایج دقیق در برابر تقریبی: مقایسه ن21شکل 
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 یک سرمفصل-یک سرگیردار در ستون نتایج دقیق در برابر تقریبی مقایسه :21شکل 

 های با جان و بال باریک شونده تحت بار محوری غیریکنواختستونگاهی برای نتایج دیگر شرایط تکیه -3-2-0

 23، 22هایدر شکلبه ترتیب یک سر مفصل -گیردارو یک سریک سر آزاد -گیرداریک سر ،یردارگگاهی دو سرنتایج شرایط تکیه

 ارائه شده است. 20و 

 
 دوسرگیردار: مقایسه نتایج دقیق در برابر تقریبی در ستون 22شکل
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 یک سرآزاد -یک سرگیردار در ستون نتایج دقیق در برابر تقریبی مقایسه :23شکل

 

 
 یک سرمفصل -یک سرگیرداردر ستون  ایج دقیق در برابر تقریبینت مقایسه :24شکل
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 نتیجه گیری -4

بارگذاری  حالت هر و مقطع سطح هر با غیریکنواخت و یکنواخت هایستون ارتجاعی کمانش مسئله بررسی جهت پژوهش این در

ها یه صورت زیر وش بکارگرفته شده با سایر روشکه  نتایج حاصل از بررسی و مقایسه ر است شده ارائه محدود اجزای اساس بر دقیق روشی

 ارائه گردیده است:

درصد بوده است که در روش ارائه شده نتایج در برخی مقاطع مطابق با نتایج واقعی 11خطای استفاده از روش سرنا در حدود  -1

 درصد بوده است.11و در سایر مقاطع کمتر از 

های مسئله بوده است که این خطا در روش ارائه وجود تقریب در فرضیات و داده ها به دلیلخطای ایجاد شده در سایر روش -2

 شده حذف شده است.

نقطه ضعف این  اند کههای غیریکنواخت ارائه کردهبرای حل مسئله کمانش ستونرا های تقریبی و سریع برخی محققین روش -3

تون دو سر مفصل قابلیت کاربرد دارد اما با و همکارانش تنها برای سسرنا  ی. بطور مثال روش فرم بستهآنهاستها عدم جامعیت روش

 ها و شرایط تکیه گاهی انجام داد.توان محاسبات را برای سایر ستوناستفاده از  روش پیشنهادی می

د انتظار که این تحقیق تنها با وارد کردن تابع بار محوری متغیر و تابع سختی خمشی متغیر و همچنین تعداد اجزای مور در -0

به جواب دقیق دست  یتوان تنها در مدت زمان کوتاهمی Matlabی کد نویسی شده نرم افزار برنامه در هستندبیانگر میزان دقت جواب نیز 

 یافت.
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