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This paper presents a hybrid method for predicting the dynamic responses 

of bridge structures contemplating the interaction between vehicle–bridge 

systems. This method is a combination of the theoretical approach and 

iterative increments as commonly used numerical solutions. It has been 

shown, the contact force between the vehicle and bridge has a linear 

relationship with the displacement at the contact point. The parameters of 

mentioned linear relationship change during the movement of the vehicle 

on the bridge. In the proposed framework, each increment is initiated with 

the numerical and iterative parts. Then, according to the analytical part of 

the proposed framework, the linear relationship of contact force and 

displacement between the vehicles a bridge is extracted. Consequently, 

considering the numerical and analytical criteria, the contact 

displacements and contact forces are calculated. Results indicate that the 

proposed method offers a framework to predict the dynamic response of 

bridge and vehicle considering the vehicle-bridge interaction. It was 

concluded that this method takes a considerably lower computational 

effort compared to conventional iterative methods In the structures with 

high contact displacement between the vehicle and structure (for example 

in the flexible pavement), the suggested method can solve the interaction 

problems in a considerably lower time and computational effort. 
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 پل و متحرک وسیله اندرکنش سیستم تحلیل برای ترکیبی روش یک وسعه
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 چکیده

مسئله اندرکنش پل و وسیله متحرك استفاده شده است. روش تكرار و روش تئوری برای حل  یک روش ترکیبی براساس از در این مقاله 

هر نیروی تماسی در پل و یا  دهد کهمی پل و وسیله متحرك نشان اندرکنش روابط نیومارك و معادله دیفرانسیل مرتبه دوم حاکم بر

های تشكیل دهنده این رابطه دارد. پارامتر رابطه خطیمتحرك  هاینقاط مشترك بین پل و وسیلههای با جابجایی ،های متحركوسیله

از فرآیند حل عبور وسیله  در هرگام در این مقاله، . در روش پیشنهادیکندخطی با جابجا شدن وسیله متحرك بر روی پل، تغییر می

اضافه یک ههای نقاط تماسی بتعداد جابجایی برابر بااگر تعداد فرآیند تكرار  شود.می آغاز ابتدا با استفاده از روش تكرار متحرك بر روی پل

های ، رابطه خطی موجود بین نیروهای تماسی و جابجایی، با استفاده از روش تئوریشود و قبل از آن معیار همگرایی تامین نشده باشد

های تماسی که هر دو مقدار جابجایی های حاصله،با استفاده از رابطه گردد.در آن گام زمانی محاسبه میك و پل تماسی در وسیله متحر

مطابق نتایج بدست آمده در این تحقیق  د.نیآد، بدست مینارضا کن در آن گام زمانی بخصوص معادله دیفراسیل پل و وسیله متحرك را

در  معمولی تكرار روش با مقایسه در همگرایی آوردن بدست برای تلاش تعداد در این مقاله، هادیپیشن روش مشاهده شد که با استفاده از

 بیشتر دقیقتر، همگرایی شاخص مقدار برای بخصوص پیشنهادی روش در همگرایی سرعت داد که. نتایج نشان مییابدمی کاهش هر گام

سرعت حل روش  روسازی انعطاف پذیر که تغییرات نیروی تماسی در گامهای متوالی زیاد است، در حالتهمچنین مشاهده شد  .است

 مفید است لازم متحرك وسیله و پل انرکنش حل تكرار که مسائلی در سرعت افزایش .استبیشتر  بسیار پیشنهادی از روش تكرار معمول
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 مقدمه -1

 صورت تحقیقات در. است گرفته صورت پل روی بر متحرك وسیله حرکت مسئله روی بر زیادی تحقیقات اخیر هایسال در

[. 14-15] متحرك فنر و جرم و[ 2-6] متحرك جرم ،[1-5] متحرك بار: است شده ارائه متحرك وسیله برای سازیمدل نوع سه ،گرفته

. کرد سازیمدل متحرك بار صورت به توانمی را متحرك وسیله باشد، کردننظرصرف قابل پل مقابل در متحرك وسیله اینرسی که زمانی

 نظربودن اینرسی وسیله متحرك بوده و همچنینقابل صرف در این روش صحت پاسخ بدست آمده برای پل وابسته به میزان برقراری شرط

 شودمی گرفته نظر در متحرك وسیله اینرسی اثرهرچند  ،متحرك جرم بصورت قطار سازیمدل در آید.مین بدستنیز  متحرك وسیله پاسخ

 هایسازیمدل اولین از فنر بر سوار جرم مدلرا ندارد.  مسافرین راحتیمیزان  ارزیابی توانایی ،متحرك وسیله از سازیمدل نوع این ولی

، قطار ترکامل هایمدل ازانجام شده است،  اخیر سالهای دراست. در تحقیقاتی که دراین زمینه  فنر و جرم سیستم بصورت متحرك وسیله

ناشی از لاستیک گیری فشاردینامیكی در تحقیقی دیگر با اندازه[. 11-15]است شده استفاده هستند، هاچرخ و بوژی اصلی، بدنه :شامل که

اندرکنش بین پل و وسیله متحرك مشخص وسیله نقلیه بر پل و سپس تعیین پارامترهای مجهول مدل با استفاده از فیلترکالمن، نیروی 

های مورد استفاده به منظور گاهی بر روی رفتار دینامیكی مدلدر تحقیقات دیگری به منظور بررسی شرایط و سختی تكیه .]11[گردید

سازی شدند و مدلای از جرم، فنر و میراگرها خطوط ریلی با قطار، ابتدا اجزای سیستم خط آهن به صورت مجموعهلحاظ نمودن اندرکنش 

های خط آهن بر روی بسترهای ارتجاعی پیوسته و گسسته، خط آهن با وجود یک، دو یا سه هایی از خطوط ریلی شامل مدلسپس مدل

 .]12-24[لایه و چند الگوی بارگذاری مختلف مورد مطالعه قرارگرفتند

 و پل بین اندرکنش که دارد وجود متحرك وسیله و پل برای دو مرتبه دیفرانسیل معادله دسته دو قطار و پل اندرکنش آنالیز برای

با عبور وسیله متحرك در سرتاسر پل نقطه تماس دو سیستم  [.21]سازدمی وابسته یكدیگر به را معادله دسته دو این ،متحرك وسیله

کند. ین پل و وسیله متحرك تغییر میشود و در هر گام از عبور وسیله متحرك از روی پل ماهیت اندرکنش بوسیله متحرك و پل جابجا می

 از ساده هایسازه در البته. دارد وجود[ 21-25] تكرار روش و[ 20-22] تئوری روش دو متحرك وسیله و پل بین اندرکنش آنالیز برای

 و پل اندرکنش اثر که آورده بدست جدیدی دیفرانسیل معادله ،گام هر در تئوری روش در[. 21و14] شودمی استفاده هم تحلیلی روش

 این سپس. است شده داده اثر معادله دیفرانسیل بدست آمده در زمانی، گام آن در، پل روی بر متحرك وسیله موقعیت در متحرك وسیله

 هر در واقع در[. 21] گرددمی حل است، استفاده قابل پل روی بر متحرك وسیله عبور از زمانی گام یک برای فقط که دیفرانسیل معادله

 تكرار روش از. است شده اعمال هاآن در متحرك وسیله و پل اندرکنش که بیاید بدست جدیدی سختی و میرایی جرم، ماتریس باید گام

 که بوده صورت این به تكرار روش از استفاده برای روش یک. کرد استفاده متحرك وسیله و پل اندرکنش حل برای مختلف طرق به توانمی

 متحرك وسیله دیفرانسیل معادله حل از آمده بدست تماسی نیروهای بعد و شده گرفته نظر در تماسی نقاط برای جابجایی مقدار یک ابتدا

-می داده ادامه نظر مورد دقت به رسیدن تا فرآیند این. آیدمی بدست شده اصلاح جابجایی مقدار و داده قرار پل دیفرانسیل معادله در را

 و پل اندرکنش اثر که جدیدی دیفرانسیل معادله آوردن بدست به نیاز عدم به توانمی دقیق روش به نسبت تكرار روش برتری از[. 25]شود

 هایمدل برای را متحرك وسیله و پل اندرکنش مسئله حل روش این برتری همین که کرد اشاره باشد، شده اعمال آن در متحرك وسیله

 سرعت شود استفاده سازیمدل در متحرك وسیله و پل ترپیچیده هایمدل از که زمانی ولی. سازدمی آسان متحرك وسیله و پل از گوناگون

هایی با طول دهانه متوسط تا صادقی و همكاران مدلی ساده برای درنظرگرفتن اندرکنش وسیله نقلیه با پل [.21]یابدمی کاهش تكرار روش

مطابق نتایج این تحقیق مشخص شد که در یک پل تحت بار تصادفی، با بلند که در معرض بارهای ترافیكی تصادفی هستند، ارائه نمودند. 

نحوه لحاظ نمودن اندرکنش  .]11[یابدهای پل به دینامیک وسیله نقلیه کاهش میافزایش جرم و کاهش سختی پل، میزان وابستگی پاسخ

رسانی مدل اهمیت  روزهای مبتنی بر بهیژه در روشها تحت اثر ترافیک عبوری به ووسیله نقلیه و پل در مسائل مرتبط با پایش سلامت پل

 . ]12[ای داردویژه

 تماسی نیروی هر که است شده داده نشان متحرك وسیله و پل دیفرانسیل معادله و نیومارك روابط از استفاده با تحقیق این در

. دارد خطی رابطه متحرك وسیله همان در تماسی نقاط هایجابجایی با متحرك وسیله در تماسی نیروی هر و تماسی هایجابجایی با پل در

 در پیشنهادی روش در. آورد بدست( است شده ارائه تحقیق این در که) غیرمستقیم روش و تئوری صورت دو به توانمی را خطی رابطه این
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 تكرار تعداد اگر و کرده گام هر در مسئله حل به شروع تكرار روش از استفاده با ابتدا پل و متحرك وسیله اندرکنش حل برای تحقیق، این

 تمام از که آمده بدست تماسی نقاط برای هاییجابجایی ،دقیق روش از استفاده با برسد یک باضافه تماسی نقاط هایجابجایی تعداد به

 .است نزدیكتر نهایی جواب به شده استفاده قبلی تكرارهای در که هاییجابجایی

 متحرک وسیله هر در تماسی هایجابجایی و تماسی نیروهای بین خطی رابطه -2

توان به دو قسمت تقسیم کرد. یک قسمت در  نشان داده شده است وسیله متحرك را می الف-1 شماره طور که در شكلهمان

توان با بردار  باشد. جابجایی قسمت در تماس مستقیم با پل را میتماس مستقیم با پل نمی درتماس با پل)چرخها( و قسمت دوم که 
{dw}  و جابجایی قسمتی که در تماس مستقیم با پل نیست را با بردار{du}  نشان داد. با در نظر گرفتن𝑚𝑣 ،𝑘𝑣  و𝑐𝑣  به ترتیب به عنوان

{dv}بعنوان بردار تغیر مكان وسیله متحرك که برابر با  {dv}ماتریس جرم، سختی و میرایی وسیله متحرك و  = 〈{du}{dw}〉  ،است

 [.21( خواهد بود]1بصورت رابطه ) وسیله متحركمعادله حرکت 

 

 
 سازی وسیله متحرک لمد-1شکل

 ب: دیاگرام آزاد نیروهای وارد بر وسیله متحرک  آن بر سوار سیستم و چرخ قسمت دو به شده تفکیك صورت به متحرک وسیله مدل : الف
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 (1)                                            [mv]{d̈v}+[cv]{ḋv}+[kv]{dv}={fv} 

 ( به دو قسمت تقسیم کرد.2توان آن را با استفاده از رابطه )بردار نیرو بوده که می {fv}در این رابطه 

(2                                             )             {fv} = {fe} + [l]{fc} 

 {fc}بردار نیروهای خارجی بجز نیروهای تماسی است که شامل نیروهایی چون نیروی وزن وارد بر اجرام بوده و  {fe}در این رابطه  

نشان داده شده است نیروهای  ب-1. همانطور که در شكل شماره شودها به وسیله متحرك وارد مینیروهای تماسی است که از طریق چرخ

 نشان داده شده است cشود و نیروهای تماسی که با اندیس بر درجات آزادی وسیله متحرك وارد می eبا اندیس خارجی بجز نیروی تماسی 

لازم  .شودانجام می [l] برای مدلسازی وسیله متحرك نیاز به انتقال به درجه آزادی وسیله متحرك دارد که این کار توسط ماتریس تبدیل

و شكل وسیله متحرك تعداد درجات آزادی در روابط ل آورده شده و ب بطور مثا-1مدل وسیله متحرك شكلکه به توضیح است 

ناهمواری روسازی راه های وسیله متحرك با جابجایی نقاط تماسی پل و اعوجاج موجود در ریل )یا از طرفی جابجایی چرخ محدودیتی ندارد.

 .[21]( در ارتباط با یكدیگر هستند1مطابق رابطه ) ها(در بزرگراه

(1                                                                ) {dw} = [Γ]{dc} + {r} 

نشان  {r}و بردار و در زمانی که پرشی برای چرخ وسیله متحرك اتفاق نیافتد برابر ماتریس واحد است ماتریس قید  [Γ]که دررابطه فوق 

 است. ی روسازیهادهنده ناهمواری

( باز نویسی 0توان بصورت رابطه )(، می2ها و با استفاده از رابطه )ها به دو بخش بالایی و چرختفكیک ماتریس( را با 1معادله دیفرانسیل )

 کرد.

[
[muu] [muw]

[mwu] [mww]
] {
{d̈u}

{d̈w}
}

t+∆t

+[
[cuu] [cuw]

[cwu] [cww]
] {
{ḋu}

{dw}
}
t+∆t

+[
[kuu] [kuw]

[kwu] [kww]
] {
{du}

{dw}
}
t+∆t

={
{fue}

{fwe}
} + {

[lu]

[lw]
}  {fc}t+∆t

 

 

(0) 
{fue}  و{fwe} ها مستقل از باشند و مقدار آن ها میبترتیب بردار نیروهای خارجی)بجز نیروهای تماسی( وارد بر قسمت بالا و بخش چرخ

های تبدیل ماتریس w[l[و l]u[های  ماتریسو  ها بودهبیانگر نیروی تماسی وارد بر چرخ t+∆t{fc} .نیروهای تماسی و مستقل از زمان است

 [.21هستند ]

و مقادیر  t+Δt در لحظه جابجاییبر اساس  (،5با استفاده از روابط )توان را می t+Δtو سرعت در لحظه  شتابنیومارك  روش استفاده از با

 [.21] نوشت tمعلوم شتاب، سرعت و جابجایی در زمان 

𝑡+𝛥𝑡{𝑑̈𝑢}الف(                                             -5) = 𝑎1({𝑑}𝑡+𝛥𝑡 − {𝑑}𝑡) − 𝑎3{𝑑̇}𝑡 − 𝑎4{𝑑̈}𝑡 

{𝑑̇}              ب(                                  -5)
𝑡+𝛥𝑡

= 𝑎2({𝑑}𝑡+𝛥𝑡 − {𝑑}𝑡) − 𝑎5{𝑑̇}𝑡 − 𝑎6{𝑑̈}𝑡 

 باشند. ( می6( بصورت رابطه )5ضرایب استفاده شده در رابطه )

𝑎1 =
1

𝛽∆𝑡2
,           𝑎2 =

𝛾

𝛽∆𝑡
 ,            𝑎3 =

1

𝛽∆𝑡
  

(6                                  ) 𝑎4 =
1

2𝛽
− 1,       𝑎5 =

𝛾

𝛽
− 1,        𝑎6 =

∆𝑡

2
(
𝛾

𝛽
− 2) 

 مطابقت با روش شتاب متوسط دارد. باشد γ=5/4و  𝛽=25/4باشند، برای مثال در صورتی که  ضرایب نیومارك می 𝛾و  𝛽در این رابطه 

شود وارد نمی قسمت حرك بر آنتنیروی تماسی بین پل و وسیله م نبوده وحرك در تماس با پل تقسمت بالایی از وسیله مبا توجه به اینكه 

در معادله  t+Δt( بجای شتاب و سرعت لحظه 5. با جاگذاری رابطه )باشد برابر با صفر می( 0در رابطه ) [lu] بنابراین زیر ماتریس

 .شود ( حاصل می1(، معادله )0دیفرانسیل )

(1                                            )[
[𝐾uu] [𝐾uw]

[𝐾wu] [𝐾ww]
] {
{du}

{dw}
}
t+∆t

= {
0
[lw]

} {fc}t+∆t+[
[𝐵𝑢]

[𝐵𝑤]
]
t

 

 .اند ( تعریف شده2( و )1های ) ( بصورت رابطه1های موجود در رابطه)عبارت
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(1                                                                ) Kii=𝑎1[𝑚𝑖𝑖] + 𝑎2[𝑐𝑖𝑖] + [𝑘𝑖𝑖] 

[
𝐵𝑢
𝐵𝑤
]
𝑡

= {
{𝑓𝑢𝑒}

{𝑓𝑤𝑒}
}
 

+ [
𝑎1[𝑚𝑢𝑢] + 𝑎2[𝑐𝑢𝑢] 𝑎1[𝑚𝑢𝑤] + 𝑎2[𝑐𝑢𝑤]

𝑎1[𝑚𝑤𝑢] + 𝑎2[𝑐𝑤𝑢] 𝑎1[𝑚𝑤𝑤] + 𝑎2[𝑐𝑤𝑤]
] {
{𝑑𝑢}

{𝑑𝑤}
}
𝑡

+ [
𝑎3[𝑚𝑢𝑢] + 𝑎5[𝑐𝑢𝑢] 𝑎3[𝑚𝑢𝑤] + 𝑎5[𝑐𝑢𝑤]

𝑎3[𝑚𝑤𝑢] + 𝑎5[𝑐𝑤𝑢] 𝑎3[𝑚𝑤𝑤] + 𝑎5[𝑐𝑤𝑤]
] {
{𝑑̇𝑢}

{𝑑̇𝑤}
}
𝑡

   

+ [
𝑎4[𝑚𝑢𝑢] + 𝑎6[𝑐𝑢𝑢] 𝑎4[𝑚𝑢𝑤] + 𝑎6[𝑐𝑢𝑤]

𝑎4[𝑚𝑤𝑢] + 𝑎6[𝑐𝑤𝑢] 𝑎4[𝑚𝑤𝑤] + 𝑎6[𝑐𝑤𝑤]
] {
{𝑑̈𝑢}

{𝑑̈𝑤}
}
𝑡

 

(2) 

-میی تماسی هاه و نیروظدر این لح جابجاییهستند  t+Δtتنها مقادیری که وابسته به زمان  شودمشاهده می (1)همانطور که در معادله 

  .باشند

 .رسیم( می14(، به معادله )1با بسط ردیف اول معادله )

(14                                                         ) [𝐾𝑢𝑢]{𝑑𝑢}𝑡+∆𝑡 + [𝐾𝑢𝑤]{𝑑𝑤}𝑡+∆𝑡 = [В𝑢]𝑡 

 
 .( بدست آورد11بصورت رابطه ) t+∆t{dw}را بر اساس  t+∆t{du}توان مقدار ( می14از رابطه )

(11                                                    ) {𝑑𝑢}𝑡+∆𝑡 = [𝐾𝑢𝑢]
−1[[В𝑢]𝑡 − [𝐾𝑢𝑤]{𝑑𝑤}𝑡+∆𝑡] 

 ( بدست خواهد آمد.12( معادله )1از طرف دیگر با بسط ردیف دوم معادله )

(12                                 ) [𝐾𝑤𝑢]{𝑑𝑢}𝑡+∆𝑡 + [𝐾𝑤𝑤]{𝑑𝑤}𝑡+∆𝑡 = [𝑙𝑤]{𝑓𝑐}𝑡+∆𝑡 + [𝐵𝑤]𝑡 

 آید.( بدست می11معادله ) (،12ه است در معادله )بدست آمد t+∆t{dw}( بر اساس 11که در معادله ) t+∆t{du}با جایگذاری بردار 

(11           ) [𝐾𝑤𝑢][[𝐾𝑢𝑢]
−1[[В𝑢]𝑡 − [𝐾𝑢𝑤]{𝑑𝑤}𝑡+∆𝑡]] + [𝐾𝑤𝑤]{𝑑𝑤}𝑡+∆𝑡 = [𝑙𝑤]{𝑓𝑐}𝑡+∆𝑡 + [𝐵𝑤] 𝑡   

در طرف دیگر معادله باشد، معادل  𝑡+∆𝑡{𝑓𝑐}در یک طرف معادله و پارامتر  𝑡+∆𝑡{𝑑𝑤}( با این هدف که پارامتر 11با ساده سازی معادله )

 .آید( بدست می10)

(10        ) [[𝐾𝑤𝑤] − [𝐾𝑤𝑢][𝐾𝑢𝑢]
−1[𝐾𝑢𝑤]]{𝑑𝑤}𝑡+∆𝑡 = [𝑙𝑤]{𝑓𝑐}𝑡+∆𝑡 + [𝐵𝑤]𝑡 + [𝐾𝑤𝑢][𝐾 𝑢𝑢]

−1[В𝑢]𝑡     

 ( بدست خواهد آمد.15)نیروی نقاط تماسی( به صورت معادله )𝑡+∆𝑡{𝑓𝑐}( مقدار بردار10از معادله )

(15  ){𝑓𝑐}𝑡+∆𝑡 =  [𝑙𝑤]
−1 [[[𝐾𝑤𝑤] − [𝐾𝑤𝑢][𝐾𝑢𝑢]

−1[𝐾𝑢𝑤]]{𝑑𝑤}𝑡+∆𝑡 − [𝐵𝑤]𝑡 − [𝐾𝑤𝑢][𝐾𝑢𝑢]
−1[В𝑢]𝑡    ]    

 آید.( بدست می16( نیروهای تماسی در وسیله متحرك بصورت رابطه )15( در رابطه )1با جاگذاری رابطه )

{𝑓𝑐}𝑡+∆𝑡 =  [𝑙𝑤]
−1 [[[𝐾𝑤𝑤] − [𝐾𝑤𝑢][𝐾𝑢𝑢]

−1[𝐾𝑢𝑤]][𝛤]{𝑑𝑐}𝑡+∆𝑡 − [𝐵𝑤]𝑡 − [𝐾𝑤𝑢][𝐾𝑢𝑢]
−1[В𝑢]𝑡    ]

+ [𝑙𝑤]
−1 [[[𝐾𝑤𝑤] − [𝐾𝑤𝑢][𝐾𝑢𝑢]

−1[𝐾𝑢𝑤]]{𝑟 }𝑡+∆𝑡] 

(16) 
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نیروهای تماسی و  است، t+Δt( وابسته به زمان 16باشد، تنها عبارتی که در رابطه )مشخص می t+Δtدر لحظه  { 𝑟}از آنجا بردار 

ی های نقاط تماسی در همان وسیله متحرك رابطه. بنابراین هر نیروی تماسی در هر وسیله متحرك با جابجاییهای تماسی هستندجابجایی

 خطی دارد.

 پل در تماسی هایجابحایی و تماسی نیروهای بین خطی رابطه -3

( نوشت. در این رابطه نیروهای وارده بر پل به دو دسته 11معادله دیفرانسیل حاکم بر سیستم پل را میتوان به صورت معادله )          

اند و دیگری نیروهای نشان داده شده cدسته نیروهایی که بین وسیله متحرك و پل در حال تبادل است و با اندیس اند، یکتقسیم شده

که مقدار آنها  نشان داده شده و شامل نیروهایی چون وزن اجزا تشكیل دهنده پل بوده eخارجی)بجز نیروهای تماسی( که با اندیس 

 مستقل از زمان است.

 

بر پل با در نظز گرفتن روسازی انعطاف پذیرنیروی وارد  :2شکل  

 (11                    )                    [𝑚𝑏]{𝑑̈𝑏} + [𝑐𝑏]{𝑑̇𝑏} + [𝑘𝑏]{𝑑𝑏} = {𝑓𝑐} + {𝑓𝑒} 

و درجات آزادی که در تماس مستقیم با وسیله  {dc}ها به دو بخش در تماس با وسیله متحرك با تقسیم بندی درجات آزادی المان

 ( بازنویسی کرد.11توان به صورت معادله )( را می11معادله )، {dn}متحرك نیستند 

[
[mcc

 ] [mcn
 ]

[mnc
 ] [mnn

 ]
] {
{d̈c}

{d̈n}
}
t+∆t

+[
[ccc
 ] [ccn

  ]

[cnc
 ] [cnn

 ]
] {
{ḋc}

{ḋn}
}
t+∆t

+[
[kcc
 ] [kcn

 ]

[knc
 ] [knn

 ]
] {
{dc}

{dn}
}
t+∆t

={
{fc}t+∆t
0

}
 
+{
{fec}

{fen}
} 

(11) 

بر روی معادله دیفرانسیل پلل انجلام داد. بلا اسلتفاده از  توانحال همان مراحل انجام گرفته بر روی معادله دیفرانسیل وسیله متحرك را می

 ( خواهد شد.12( تبدیل به معادله )11(، معادله دیفرانسیل )5رابطه )

(11                                            ) [
[𝐾𝑐𝑐

 ] [𝐾𝑐𝑛]

[𝐾𝑛𝑐] [𝐾𝑛𝑛]
] {
{𝑑𝑐}

{𝑑𝑛}
}
𝑡+∆𝑡

= {
{𝑓𝑐}𝑡+∆𝑡
0

}
 
+ [

𝐵𝑐
𝐵𝑛
]
𝑡
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Kii]که زیر ماتریس 
]( و ماتریس 1( بصورت رابطه )12موجود در رابطه ) [ 

𝐵𝑐
𝐵𝑛
]
𝑡

بصورت  مشخص است، t+Δt که مقادیر آن در زمان 

 باشد. ( می24رابطه )

[
𝐵𝑐
𝐵𝑛
]
𝑡

= {
{𝑓𝑒𝑐}

{𝑓𝑒𝑛}
}
 

+ [
𝑎1[𝑚𝑐𝑐] + 𝑎2[𝑐𝑐𝑐] 𝑎1[𝑚𝑐𝑛] + 𝑎2[𝑐𝑐𝑛]

𝑎1[𝑚𝑛𝑐] + 𝑎2[𝑐𝑛𝑐] 𝑎1[𝑚𝑛𝑛] + 𝑎2[𝑐𝑛𝑛]
] {
{𝑑𝑢}

{𝑑𝑛}
}
𝑡

+ [
𝑎3[𝑚𝑐𝑐] + 𝑎5[𝑐𝑐𝑐] 𝑎3[𝑚𝑐𝑛] + 𝑎5[𝑐𝑐𝑛]

𝑎3[𝑚𝑛𝑐] + 𝑎5[𝑐𝑛𝑐] 𝑎3[𝑚𝑛𝑛] + 𝑎5[𝑐𝑛𝑛]
] {
{𝑑̇𝑢}

{𝑑̇𝑛}
}
𝑡

   

+ [
𝑎4[𝑚𝑐𝑐] + 𝑎6[𝑐𝑐𝑐] 𝑎4[𝑚𝑐𝑛] + 𝑎6[𝑐𝑐𝑛]

𝑎4[𝑚𝑛𝑐] + 𝑎6[𝑐𝑛𝑐] 𝑎4[𝑚𝑛𝑛] + 𝑎6[𝑐𝑛𝑛]
] {
{𝑑̈𝑢}

{𝑑̈𝑛}
}
𝑡

 

(02)  

 ( بدست خواهد آمد.21( معادله )12با بسط ردیف دوم معادله )

[Knc]{dc}t+∆t+[Knn]{dn}t+∆t=[Вn]t (21                                             )  

 ( بدست آورد.22به صورت معادله ) t+∆t{dc}بر اساس بردار توان  را می t+∆t{dn}از این عبارت بردار 
{dn}t+∆t=[Knn]

-1[[Вn]t-[Knc]{dc}t+∆t] (22              )                             
 بدست خواهد آمد.( 21(، معادله )12با بسط ردیف اول معادله )

(21                                  )[Kcc]{dc}t+∆t+[Kcn]{dn}t+∆t={fc}t+∆t+[Bc]t 

 ( حاصل خواهد شد.20(، معادله )21( بدست آمده است در معادله )22که از معادله ) t+∆t{dn}با جاگذاری بردار 

[Kcc]{dc}t+∆t+[Kcn] [[Knn]
-1[[Вn]t-[Knc]{dc}t+∆t]]={fc}t+∆t+[Bc]t (20                   )  

 ( بازنویسی کرد.25توان به صورت معادل ) ( را می20معادله )

[[Kcc]-[Kcn][Knn]
-1[Knc]] {dc}t+∆t={fc}t+∆t+[Bc]t +[Kcn][Knn]

-1[Вn]t (25               )  

 ( بدست خواهد آمد.26( مقدار بردار نیروهای تماسی به صورت معادله )25از معادله )

(26                ) {fc}t+∆t= [[Kcc]-[Kcn][Knn]
-1[Knc]] {dc}t+∆t-[Bc]t -[Kcn][Knn]

-1[Вn]t      

 

همانطور  های نقاط تماسی در پل رابطه خطی دارد.با تمام جابجایی هم ( مشخص است هر نیروی تماسی در پل26طور که در رابطه )همان

انعطاف پذیر باشد که در این حالت نیروی تماسی  تواند دارای مدلسازی دقیقی از روسازینشان داده شده است پل می 2که در شكل شماره 

شی از پل محسوب و مدلسازی میگردد گردد. در این موارد روسازی هم بخشود و سپس بر روی عرشه پل توزیع میاول وارد بر روسازی می

 و در روابط تاثیری ندارد.
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 وسیله یک فقط که نظیر حالتی تماسی جابجاییهای و نیروها بین خطی رابطه مستقیم غیر آوردن بدست -4

 است حرکت حال پل در روی بر متحرک

آنها با تماسی بین  های نقاطجابجاییساس او پل بر بین وسیله متحرك نقاط تماسی  ( هر کدام از نیروهای26)و ( 16)های عبارت رد

( با استفاده از 26( و )16بدست آوردن رابطه ). اندمدهبدست آ استفاده از روابط نیومارك و معادله دیفرانسیل حاکم بر پل و وسیله متحرك

( و 16های ) در این بخش روشی برای بدست آوردن غیرمستقیم رابطه .فرآیندی طولانی است 1و  2های فرآیند توضیح داده شده در بخش

 ( بترتیب برای وسیله متحرك و پل ارائه شده است.26)

با هر نیروی تماسی در پل و یا وسیله متحرك را، توان  در شرایطی که فقط یک وسیله متحرك در حال عبور از پل باشد، می          

 ( بازنویسی کرد.21( بصورت رابطه )26( و )16استفاده از روابط )

(21                                                       )𝑓𝑖 = 𝑎𝑖0 + 𝑎𝑖1𝑑𝑐1 + 𝑎𝑖2𝑑𝑐2 +⋯+ 𝑎𝑖𝑛𝑑𝑐𝑛 
های با جابجایی 𝑎𝑖𝑗ضریب  n+1در پل و یا وسیله متحرك با  𝑓𝑖( مشخص است، هر نیروی تماسی 21طور که در رابطه )همان        

دسته  n+1برای خصوص وسیله متحرك بر روی پل، معادله دیفرانسیل وسیله متحرك را . اگر برای یک موقعیت بتماسی در ارتباط است

برای تمام  توانی( را م21رابطه ) 𝑎𝑖𝑗ضرایب  n+1نقاط تماسی متناظر آنها را بدست آید، جابجایی تماسی متفاوت حل کرده و نیروهای 

 ( بدست آورد.21نیروهای تماسی در وسیله متحرك با استفاده از رابطه )

(21)                                          

{
 
 

 
 
𝑓𝑖
1

𝑓𝑖
2

𝑓𝑖
3

⋮
𝑓𝑖
𝑛+1}

 
 

 
 

=

[
 
 
 
 
 
1    𝑑𝑐1

1

1    𝑑𝑐1
2

𝑑𝑐2            
1 … 𝑑𝑐𝑛

1

𝑑𝑐2              
2      … 𝑑𝑐𝑛

2

1   𝑑𝑐1
3

⋮
1

⋮
𝑑𝑐1
𝑛+1

𝑑𝑐2
3  … 𝑑𝑛

3

⋮
   𝑑𝑐2

𝑛+1
      ⋱ 
     … 

⋮
𝑑𝑐𝑛
𝑛+1]

 
 
 
 
 

[
 
 
 
 
𝑎𝑖0
𝑎𝑖1
𝑎𝑖2
⋮
𝑎𝑖𝑛]
 
 
 
 

 

را بله عنلوان  وسیله متحلرك متفاوت در نقاط تماسی جابجاییدسته  n+1بدست آمده از وارد کردن  نیروی نقاط تماسیاگر دسته           

( بدسلت 21تفاده از رابطه )سبا ا در پل( را برای تمام نیروهای تماسی 21توان رابطه )باز می ،وارد شود پل در به نقاط تماسی نیروی تماسی

( بایلد معكلوس 22مطلابق رابطله ) Uفقط یک ملاتریس  ، وسیله متحرك بر روی پل باشدطور که مشخص است زمانی که یک آورد. همان

( را برای وسیله 26( و )16ها رابطه )توان با استفاده از آنقطار میبرای تمام نیروهای تماسی در پل و  (21)شود. بعد از بدست آوردن رابطه 

آیلد کله از تملام دسلته  بدسلت ملی هلاییجابجلایی( مقدار دسلته 26( و )16)های  متحرك و پل بدست آورد. با مساوی قرار دادن رابطه

 .استوجود دارد به جواب نهایی نزدیكتر  Uنقاط تماسی که در ماتریس  هاییجابجایی

(22)                                                 [U] =

[
 
 
 
 
 
1    𝑑𝑐1

1

1    𝑑𝑐1
2

𝑑𝑐2            
1 … 𝑑𝑐𝑛

1

𝑑𝑐2              
2      … 𝑑𝑐𝑛

2

1   𝑑𝑐1
3

⋮
1

⋮
𝑑𝑐1
𝑛+1

𝑑𝑐2
3  … 𝑑𝑐𝑛

3

⋮
   𝑑𝑐2

𝑛+1
      ⋱ 
     … 

⋮
𝑑𝑐𝑛
𝑛+1]
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 : نیروی تماسی قائم وارد بر پل و وسیله متحرک3شکل

( 21رابطه ) و تنها مولفه قائم نیرو در نظر گرفته شود مدلسازی شود 1بطور مثال اگر اندرکنش پل و وسیله متحرك به صورت شكل شماره 

 ( بازنویسی کرد.11( و )14) توان بصورت رابطهبرای وسیله متحرك و پل را می

(14)                                                                   𝑓𝑐𝑣 = 𝑎𝑣0 + 𝑎𝑣1𝑑𝑐𝑣 
 

(11)                                                                  𝑓𝑐𝑏 = 𝑎𝑏0 + 𝑎𝑏1𝑑𝑐𝑏 
-نیروی تماسی در پل است. همانطور که مشخص است هر کدام از وسیله متحرك و پل ملی fcbنیروی تماسی در وسیله متحرك و  fcvکه 

تواند به ازای جابجایی مختلف نیروی تماسی مختلفی داشته باشد ولی زمانی که به ازای جابجایی یكسان نیلروی تماسلی یكسلان از رابطله 

مجهلول  ab0و  avi( ضلرایب 11( و )14( حاصل شود شرایط اندرکنش وسیله متحرك و پلل تلامین شلده اسلت. در روابلط )11( و )14)

در هر گام زمانی عبور وسلیله متحلرك بلر  1و  2ز فرآیند تشریح شده در بخش توان اده شده این روابط را میهستند. همانطور که توزیح دا

بلا نیلروی خرجلی متفلاوت ) کله  توان برای آن گام زمانی بخصوصروی پل بدست آورد ولی هزینه محاسباتی و زمانی زیادی دارد. ولی می

 کند( تحلیل نمود.الزاما اندرکنش وسیله متحرك و پل را راضاء نمی

( بطور جداگانه محاسبه نمود. سپس با مساوی قرار دادن این دو رابطه مقلدار جابجلایی کله 11( و )14توان ضرایب مجهول روابط )حال می

 ا تامین کند، بدست آورد.قید اندرکنش وسیله متحرك و پل در آن گام زمانی ر

 وسیله یک از بیش کهدرحالتی تماسی هایشتاب و نیروها بین خطی رابطه مستقیم غیر آوردن بدست -5

 است پل روی بر حرکت حال در متحرک

تفاوتی وجود ندارد که نقاط تماسی مربوط به یک وسیله متحرك و یا برای نیروهای تماسی پل  (21)برای بدست آوردن رابطه           

های نقاط تماسی پل در ( نشان داده شد که هر نیروی تماسی در پل با تمام جابجایی26در واقع در رابطه ) .باشدچندین وسیله متحرك 

. به استکدام از وسیله های متحرك صادق  در هرطور مستقل به ،شد توضیح داده 1همانطور که در بخش  (16)ولی رابطه  است. ارتباط

و  به همان وسیله متحرك در ارتباط بودههای نقاط تماسی مربوط این صورت که هر نیروی تماسی در یک وسیله متحرك فقط با جابجایی

 ΄nی در هر وسیله متحرك برابر با نقاط تماس هایجابجایی . اگر تعدادهای متحرك دیگر با پل نداردای با جابجایی تماسی وسیلههیچ رابطه

( بازنویسی کرد. در این رابطه فرض شده است که هر نیروی تماسی در هر وسیله 12صورت رابطه )هتوان ب( را می21فرض شود، رابطه )
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ها برابر با صفر هستند(.  ijbهای متحرك در ارتباط است )واضح است که ضرایب تماسی دیگر وسیله هایجابجاییبا  ijbمتحرك با ضرایب 

معكوس شود ولی این ماتریس برابر با  n+1مستقیم باید ماتریسی به بزرگی طور غیرهب  𝑎𝑖𝑗در این حالت برای بدست آوردن ضرایب 

به دلیل شود. ل باید معكوس پهای تماسی در باشد که برای بدست آوردن رابطه خطی بین نیروها و جابجایی (( می22)رابطه ) Uماتریس 

صفر  ijbسی در هر وسیله متحرك تنها با درجات آزادی نقاط تماسی همان وسیله متحرك در ارتباط است ضرایب اینكه هر نیروی تما

فقط باید یک ماتریس  ،های متحركدر وسیله ها و نیروهای تماسیهای بین جابجاییبا این روش بدست آوردن رابطهآید. بدست می

 مستقیم ارائه شده است.طور غیره( ب21( و )16های )فلوچارت بدست آوردن رابطه 0شماره معكوس شود. در شكل 

 (30                            )                 𝑓𝑖 = 𝑎𝑖0 + ∑ 𝑎𝑖𝑗𝑑𝑐𝑗
𝑛΄

𝑗=1 + ∑ 𝑏𝑖𝑗𝑑𝑐𝑗
𝑛−𝑛΄

𝑗=1 

 
 های نقاط تماسی در پل و وسیله متحرکفلوچارت بدست آوردن غیر مستقیم روابط خطی بین نقطه نیروها و جابجایی :4شکل
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 بر متحرک وسیله حرکت غیرخطی دینامیک مسئله حل برای تکرار روش و تئوری روش از ترکیبی روش -6

 پل روی

تكرار برای حل مسئله اندرکنش پل و وسیله متحرك استفاده کرد به  روشتوان از  همانطور که اشاره شد یكی از روشهایی که می          

شود و سپس برای نقاط تماسی جابجاییهایی در نظر گرفته  های تماس وسیله متحرك و پل مشخص میباشد که ابتدا محلاین صورت می

وسیله متحرك بدست می آید. با وارد کردن شود. سپس معادله دیفرانسیل وسیله متحرك حل شده و مقدار نیروهای تماسی بین پل  می

. فرآیند نیروهای تماسی بدست آمده در نقاط تماسی در معادله دیفرانسیل پل، جابجاییهای اصلاح شده برای نقاط تماسی بدست می آید

بین پل و وسیله متحرك  با فرض اینكه که تعداد درجات آزادی در نقاط تماسی شود. توضیح داده شده تا تامین معیار همگرایی تكرار می

اندرکنش پل و  5شماره توان با استفاده از فلوچارت شكل  برسد، می n+1باشد. و تعداد تكرار حلقه توضیح داده شده به تعداد  nبرابر با 

از روش  فلوچارت حل مسئله اندرکنش پل و وسیله متحرك ارائه شده است که 5شماره در شكل  وسیله متحرك را با روش دقیق حل کرد.

 شود. تكرار و تئوری بسته به شرایط همگرایی در هر گام از حل اندرکنش پل و وسیله متحرك استفاده می

 

 پیشنهادی روش عددی بررسی -7

انتخاب شده  6 شماره دهانه دو سر ساده همانند شكلیک پل تكرار معمول،  برای مقایسه سرعت حل روش پیشنهادی با روش          

 m=41.74(، جرم واحد طول )L=30 mطول )هباین پل  .قرار گرفته است 144واگن از قطار شینكانسن سری  15عبور که تحت  است

ton/m( مدول الاستیسیته ،)=28.28 GPabE( ممان اینرسی ،)4I=7.839 mسازی اویلر مدل-. ریل به صورت تیر برنولیباشد ( می

جرم واحد طول دو ریل و بالاست  صورت نامحدود در دو طرف پل امتداد دارد.)بالاست( به  شده است که بر روی بستر الاستیک

(=0.587 ton / mrm( مدول الاستیسیته ریل ،)=210 GParE و ممان اینرسی دو ریل )UIC60 (4e5 m×=6.11rIمی )  .باشد

معادلات دیفرانسیل پل  .[21است]در نظر گرفته شده ( 50e3 N s /mbvc=( و میرایی قایم )104e6 N/mvk=م بالاست )ئسختی قا

حل  (β=0.25، γ=0.5فرض شتاب متوسط )با استفاده از روش گام زمانی مستقیم نیومارك و با  5 شماره و قطار در فرآیند تكرار شكل

رایی مطابق کردن تكرار در هر گام از معیار همگ برای توقف ( در نظر گرفته شده است.Δt=0.005شده است. گام زمانی برای حل برابر )

  ام و بردار جابجایی پل در گام زمانیnبین بردار جابجایی پل در گام  1صورت اختلاف نرم اقلیدوسیهکه ب،( استفاده شده است11)رابطه

(n-1)،بین بردار جابجایی پل در گام  ام بخش بر اختلاف نرم اقلیدوسیn ام و بردار جابجایی پل شروع برای تكرار تعریف شده، استفاده

که محدوده معیار همگرایی دقت کافی برای حل این  1×14-5و  1×14-1[. برای بررسی اثر مقدار معیار همگرایی دو مقدار 14شده است]

متر بر ثانیه  144متر بر ثانیه برای قطار در نظر گرفته شده است که سرعت  144و  64[. دو سرعت 25]باشد، استفاده شده است مسئله می

و در  1 شماره مشخصات یک واگن از قطار شینكانسین شكل باشد.می 144انس پل بر اثر عبور قطار شینكانسن سری اولین سرعت رزون

 آورده شده است. 1جدول 

(11                                                               )‖ 𝑢Bn
t+∆t − uBn−1

t+∆t ‖

‖ uBn
t+∆t − uB0

t+∆t ‖
< ε 

 

 

 

                                                           
1 Euclidean norm 
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 متحرک وسیله و پل اندرکنش مسئله حل برای تئوری روش و تکرار روش از استفاده : فلوچارت 5شکل
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 : مشخصات واگن قطار شینکانسن 1جدول

 مقدار نماد قسمت

 cM t10/01 جرم بدنه

 cI ممان اینرسی جرمی بدنه
2m-t2414 

 tM t40/1 جرم یک بوژی

 tI ممان اینرسی جرمی یک بوژی
2m-t21/1 

 wM t11/1 جرم یک چرخ

 pk kN/m1114 سیستم معلق اولیهسختی 

 pc kN.s/m2/12 میرایی سیستم معلق اولیه

 sk kN/m514 سختی سیستم معلق ثانویه

 sc kN.s/m2/24 میرایی سیستم معلق ثانویه

 lc m15/1 های بوژی عقب و جلونصف فاصله طولی بین مرکز جرم

 tl m25/1 ها در یک بوژینصف فاصله طولی بین چرخ

 sl m15/1 طولی بین مرکز جرم بوژی و نزدیکترین بدنه خارجی واگنفاصله 

 

 
 پذیر انعطاف روسازی با پل روی بر قطار حرکت : مدل 6شکل

 

 
 

 

 

 

 

 قطار واگن از دوبعدی : مدل 7شکل

 برای لازم زمان مدت همچنین و است شده مقایسه[ 21]شماره مرجع با ریل و پل دهانه وسط جابجایی 2 و 1 شماره هایشكل در          

 اشاره که طورهمان. است آمده 2 جدول در پل روی بر شینكانسن قطار از واگن پانزده عبور برای معمول تكرار روش و پیشنهادی روش حل

  

  

  

 

 

 
cs ks 

lc ls 

lt 
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 و یابدمی کاهش تكرار روش حل سرعت ،باشدمی زیاد آن در تماسی نیروی راتیتغی آنكه دلیل به ،روسازی از سازیمدل نوع ایندر  شد

 شده اعمال آنها در متحرك وسیله و پل اندرکنش که هستند جدیدی یهاسیماتر آوردن بدست به نیاز اینكه وجود با تئوری هایروش

 مدت ،است مشخص 2 جدول در که طورهمان. هستیم تكرار روش به نسبت بهتری عملكردشاهد  ،روسازی از مدلسازی نوع این در باشد،

 شدن کوچكتر با و پیداکرده معمول تكرار روش با مقایسه در گیریچشم کاهش ،پیشنهادی روش از استفاده با مسئله حل برای لازمزمان 

 باشدمی همگرایی معیار مقدار به وابسته معمول تكرار روش از استفاده با حل برای لازم زمان مدت. شودمی بیشتر اختلاف ی،همگرای معیار

 حل برای لازم زمان کندمی استفاده 5شماره  شكل فلوچارت از تكرار پروسه در زمانی هایگام تمام در اینكه دلیل به پیشنهادی روش ولی

 1×14-1 همگرایی معیار از مسئله حل دقت 1×14-5 همگرایی معیار انتخاب هنگام در که است شده باعث تفاوت عدم این. کندنمی تفاوتی

 .شود بیشتر هم

 پذیر انعطاف روسازی حالت در پیشنهادی روش و معمول تکرار روش در حل سرعت : مقایسه 2جدول

زمان لازم براي حل 

توسط روش 

 پيشنهادي)ثانيه(

زمان لازم براي حل 

توسط روش تكرار 

 معمول)ثانيه(

 معيار همگرايي

 (ε) 
 

 
سرعت حركت 

 (m/secقطار)

11.11 03.12 1×12-1 122 

11.11 11.14 1×12-4 122 

01.20 144.20 1×12-1 02 

01.20 122.21 1×12-4 02 

 

 پل دهانه وسط قائم : جابجایی 8شکل

 



 انجمن مهندسی سازه ایران                                                                                                                                                                                                              امتیازصاحب

 

 292 تا 267، صفحه 2042، سال 21 ، شماره9مهندسی سازه و ساخت، دوره پژوهشی  –علمی نشریه  219

 

 

 یلر دهانه وسط قائم : جابجایی 9شکل

در تمام موارد سرعت همگرایی روش پیشنهادی از روش تكرار معمول  ،مشخص است 2جدول  از مقادیر ارائه شده در همانطور که         

تكرار معمول قادر به  نسبت به روش های کوتاهتریروش پیشنهادی در زمان ی باشد،و هر اندازه معیار همگرایی عدد کوچكتر بودهبیشتر 

 .حل مسئله است

 گیری نتیجه و بندی جمع -9

 متحرك وسیله و پل اندرکنش تحلیل به نیاز شود،می استفاده هاپل سلامت پایش در که پل مدل رسانی بروز همچون مسائلی در          

در میزان موفقیت و کارایی سیستم پایش سلامت ارائه شده برای پل  متحرك وسیله و پل اندرکنش مسئله حل سرعتعلاوه براین  .است

 وسیله و پل اندرکنش حل زیاد تكرار بعلت حل سرعت در تغییر اندکی مقدار حتی مسائل نوع این در. کندنقش بسیار کلیدی ایفا می

یک روش جدید برای حل مسئله اندرکنش  در این تحقیق.داشت خواهد حل زمان در فاحشی تغییر نهایتا متفاوت پارامترهای با متحرك

که در حل مسائلی چون حرکت وسیله متحرك بر روی پل و یا حرکت وسیله متحرك  گردیدحرکت وسیله متحرك بر روی سازه پیشنهاد 

ابتدا با استفاده از روابط نیومارك و معادله دیفرانسیل مرتبه دوم حاکم بر وسیله متحرك و پل نشان باشد. بر روی روسازی قابل استفاده می

مستقیم برای بدست ك رابطه خطی دارند. سپس روشی غیریله متحرهای تماسی در پل و وسداده شد که نیروهای تماسی با جابجایی

های متناظر که از معادله دیفرانسیل های تماسی ارائه شد که با استفاده از دسته نیروها و جابجاییآوردن رابطه خطی بین نیروها و جابجایی

آید. سپس های تماسی بدست میی تماسی و جابجاییپل و وسیله متحرك بدست آمده با معكوس کردن تنها یک ماتریس رابطه بین نیرها

روشی ترکیبی از روش تكرار و روش دقیق ارائه شد که سرعت حل روش تكرار معمول را در شرایطی که تغییرات نیروی تماسی زیاد باشد 

 سازد.چندین برابر می
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