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Ever-increasing demands of the modern world and the growth of industry 

requirements toward more accurate analyses have made the engineering 

community develop the first fundamental step and meet the needs by 

extending the previous prevalent linear methods into nonlinear areas. In 

this regard, the improvement of linear modes as one of the most pervasive 

and widespread analytical methods opens a new window to analyses with 

more closeness to reality. In this paper, after the deep identification of 

Nonlinear Normal Modes, an approach is proposed to analyze the multi-

degree-of-freedom structures with nonlinear material under undamped 

free vibration. Afterward, through an in-depth investigation of the 

calculation methods, a novel algorithm for identifying Nonlinear Normal 

Modes was proposed, and by expanding this algorithm to the existing 

invariable motion equation used in free vibration analysis, the possibility 

of the extraction of all Nonlinear Normal Modes has emerged. After that, 

to investigate the functionality of the proposed approach, the Finite 

Elements Method-based Model of a 2-story steel structure was developed 

and, after verification, it was used to form the invariable differential 

equations. Finally, after verifying the Independent Periodic Method, 

pseudo-continuous masses of Nonlinear Normal Modes and Frequency-

Energy curves of the mentioned structure were calculated. It is worth 

noting that the independency of resulted response to previous points, the 

possibility of capturing Nonlinear Normal Modes with different 

frequencies in each degree-of-freedom, the potential of capturing all 

internal resonances, the expendability of Finite Elements Model to a set of 

invariable motion equations, and considering material nonlinearity are 

among achievements of the current paper. 
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های دارای مصالح غیرخطی بر پایه روش تناوب مستقلاستخراج مودهای نرمال غیرخطی سازه  

 *2اسکوئیاصغر وطنی ، 1آرش قریب لو

 دانشجوی دکتری، دانشکده مهندسی عمران، دانشگاه تربیت دبیر شهید رجائی، تهران، ایران -1
 دانشیار، دانشکده مهندسی عمران، دانشگاه تربیت دبیر شهید رجائی، تهران، ایران -2

 چکیده
-ط روشه تا با بسر آن داشتبالاتر، جامعه مهندسی را بهایی با سطوح دقت افزون دنیای مدرن و افزایش نیاز صنایع به تحلیلتقاضای روز

ل ودهای نرمارتقای مدارد. در این میان، اهای خطی متداول پیشین به نواحی غیرخطی گامی اساسی را در راستای ارضای این نیاز بر
. در این گشایدتر به واقعیت میدیکنزی تحلیلی سوبهی جدید اپنجرهی تحلیلی، هاروشترین یکی از فراگیرترین و محبوب عنوانبهخطی 

حت ارتعاش یرخطی تهای چند درجه آزاد با مصالح غمقاله، پس از شناخت بنیادین مودهای نرمال غیرخطی، رویکردی جهت تحلیل سازه
و  ارائه شده خطیل غیری نوین جهت شناسایی مودهای نرماتمیالگورهای محاسبه، آزاد نامیرا پیشنهاد شده است. سپس با تمرکز بر روش

یرخطی غهای نرمال لیه مودکگرفته شده در تحلیل ارتعاش آزاد، امکان استخراج  به کاربا بسط این الگوریتم بر معادلات دیفرانسیل مانا 
 ه فولادیک سازه دو طبقیبررسی عملکرد روش پیشنهادی، مدل اجزا محدودی  منظوربهپس از آن،  فراهم گردیده است. مسئلهدر حیطه 

ی روش سنجرپس از اعتبا ایجاد شده و پس از اعتبارسنجی، در راستای تشکیل معادلات دیفرانسیل مانا به کار گرفته شده است. نهایتاً،
 ذکرانیاش اند.تخراج گشتهرکانس سازه مذکور اسف - های انرژیتناوب مستقل، احجام مودهای نرمال غیرخطی شبه پیوستار و منحنی

فاوت در هر های متسهای پیشین در یافتن پاسخ بعدی، امکان دستیابی به مودهای نرمال غیرخطی با فرکانه پاسخعدم وابستگی باست 
ر نظر انا و دهای داخلی، امکان بسط ساده مدل اجزا محدودی به یک مجموعه معادلات حرکت مدرجه آزادی، جذب تمامی رزونانس

 های نوین این مقاله هستند.دگرفتن مصالح غیرخطی در تحلیل، همگی از دستاور

، رزونانس کانسرف - مودهای نرمال غیرخطی، روش تناوب مستقل، دوشاخگی، دینامیک غیرخطی، وابستگی انرژی :کلمات کلیدی

 داخلی.
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 مقدمه -1

 له مطالعاتین مسئها است و ااولین گام در مواجهه با پیشرفت تکنولوژی در حوزه مهندسی مترادف با ارتقای سطح دقت تحلیل

های سنتی کاربردی روش در دهه گذشته گردانیده است. ابعاد خصوصبهنشدنی از تحقیقات در مرز علم غیرخطی را تبدیل به عضوی جدا

ولوژی دارای تکن ائل مدرنتواند پاسخگوی نیاز مسخواهد شد که عموماً نمی در دنیای واقعی در بهترین حالت منجر به یک تحلیل غیربهینه

آن در حل  مسیر روشن واسطهبهآید، جایگاه برجسته روش اجزا محدود رخطی به میان میسخن از تحلیل غی که یزمانبالای امروز باشد. 

ت غیرمانا نسیل حرکهای معادلات دیفراکند. ولی به جهت ذات این روش در حل مسائل که شامل تغییر مکرر المانمسائل خودنمائی می

تلاش و  ها نیازمندهای ذاتی سازهیبسیاری موارد استخراج ویژگ شود، درماتریس ضرایب )سختی( می خصوصبهو  مسئلهصورت عنوانبه

که شد، چرا غافلگیر کانتاحدامرای آن بهای ایجاد شده ی زیرساختریکارگبهابتکار مضاعف بوده و یا اساساً مقدور نخواهد بود. البته نباید از 

زه ریشه در حو های دارایوشررو، رجوع به اینی باشد. ازتریادیبنتر و در راستای تسریع و تسهیل مسیر تحلیلی عمیق مؤثرتواند گامی می

از  هبرخاستهیم رترین مفارسد. در این حیطه، یکی از فراگیناپذیر به نظر میامری اجتناب خطی و تلاش برای بسط آنها به ناحیه غیرخطی

احیه خطی و نهای طبیعی ثابت در عنوان فرکانسدیر ویژه بهواسطه استخراج مقادنیای ریاضیات محض مودهای نرمال خطی هستند که به

دیل به و آن را تب نتج از آنها بر محبوبیت این روش افزودهشوند و تعابیر فیزیکی معنوان مودهای نرمال خطی حاصل میبردارهای ویژه به

 . کندهای غیرخطی میی سازههای رفتاری و ذاتی جذاب برای بسط داده شدن به جهت استخراج خواص و ویژگیانهیگز

نظر قرار داد که شامل استخراج حالاتی از را مد 1مودهای نرمال غیرخطی بارنیاولبرای  1960در سال  ]1[در این زمینه، روزنبرگ 

، حالاتی که گریدیعبارتبهآهنگ به ارتعاش درآیند. شد که طی آنها تمامی درجات آزادی به شکلی همیک سیستم دو درجه آزاد نامیرا می

زمان از نقطه صفر تعادلی خود عبور کنند. او با بسط تعریف ارائه زمان به مقادیر اکسترمم خود رسیده و همطی آنها تمام درجات آزادی هم

غیرخطی ادامه مسیر روش خطی در ناحیه ای جهت پایه عنوانبهرا  "آهنگارتعاش هم"مفهوم ، آزادیدرجه  nشده به یک سیستم دارای 

های بالاتر جهت تقریب صریح عبارات متناسب با مودهای نرمال کارگیری مرتبهبا به ]2[. در دهه هفتاد، رند و ریچارد نظر قرار دادمد

سعی بر گسترش مطالعات پیشین نموده و سپس روشی مستقیم جهت محاسبه آنها در نزدیکی یک  2غیرخطی و نیز اعمال روش اغتشاش 

های شدید هندسی تحت ارتعاش آزاد پرداخت و روشی هایی با غیرخطینیز به بررسی سیستم ]3[ئه نمودند. واکاکیس سیستم خطی ارا

را مورد بررسی قرار داد.  ]4[هایی با سطوح انرژی بالا عددی جهت محاسبه مودهای غیرخطی پیشنهاد نمود و سپس با همکاری رند سیستم

هایی با به بررسی سازه بارنیاولبرای  تنهانهشود، چراکه نقطه عطفی در این زمینه محسوب می 1991 در سال ]5[های شآوو و پییر فعالیت

راهی چند" عنوانبهنمودند و از آنها تعداد درجات آزادی نسبی بالا پرداختند، بلکه تعریفی جدید برای مودهای نرمال غیرخطی ارائه 

تمرکز نمودند و  5تر بر روی نقاط دوشاخگیپیشنهاد کرده و بیش 4پایه تکنیک چندراهی مرکزی. آنها روشی بر یاد کردند "3تغییرناپذیر

شوند. آنها با بسط این مفاهیم روشی نشان دادند مودهای نرمال غیرخطی به شکلی مماس از ناحیه خطی در مرز انرژی غیرخطی خارج می

واسطه اعمال بر یک تیر ساده دو سر دی ارائه نموده و نتایج آن را بههای پیوستار دوبعجهت محاسبه مودهای نرمال غیرخطی سیستم

در این حیطه، مطالعات کرشن، پییترز و  گرفتهصورتمطالعات کثیر  . با گذر از]6[مقایسه کردند  6مفصلی با روش تعادل هارمونیک

تری از مسائل مهندسی مال این مفهوم به طیف گستردهتوان اقدامی مؤثر در راستای تسهیل کاربرد و اعرا می 2009در سال  ]7[همکاران 

جهت حل مسائل پیوستار به شکل عددی ارائه  8و روش شبه طول کمان 7بر پایه تکنیک شوتینگ مرحلهبهمرحلهدانست. آنها الگوریتمی 

تر پرداخته و یک خطی پیچیدههای غیربا بسط مفهوم چندراهی تغییرناپذیر به مطالعه مبسوط سیستم ]8[کردند. سپس رنسون و کرشن 

کارگیری روشی نوین بر پایه روش اجزا بندی نوین در این زمینه ارائه کردند. آنها با بسط مفهوم دوراهی تغییرناپذیر و بهروش و فرمول

 های هندسی را مورد تحلیل قرار دادند.محدود یک سازه چند درجه آزاد هوافضایی دارای غیرخطی
                                                           
1 Nonlinear Normal Modes (NNMs) 
2 Perturbation Method 
3 Invariant Manifold 
4 Center Manifold Technique 
5 Bifurcations 
6 Harmonic Balance Method 
7 Shooting Technique 
8 Pseudo-Arc Length 



 نجمن مهندسی سازه ایرانا                                                                                                                                                                                                              امتیازصاحب

 

 207 تا 186، صفحه 1401، سال 3 ، شماره9مهندسی سازه و ساخت، دوره پژوهشی  –علمی نشریه  189

 

میلادی با مطالعه مودال  80در دهه  ]9[ و همکارانتوسط ابراهیم  بارنیاولکاربردی برای  طهیحیک مذکور در تبلور مطالعات تئور

های ذاتی عنوان ابزار استخراج ویژگیکه به 2011سازی شده تحت تحریک سینوسی آغاز شد و تا سال یک سازه هوافضایی غیرخطی ساده

یه بود. از دیگر های ساده و اول، معطوف به تحلیل سازه]10[قرار گرفت  مورداستفادهغیرخطی قسمت حمل موشک یک هواپیمای جنگی 

، بررسی ارتعاشات ]11[ کیبهکبا مقیاس ی F-16توان به بررسی مودهای غیرخطی یک هواپیمای جنگی می توجهجالبمطالعات موردی 

ها سنگیک شهاب، مطالعه دینام]13[های بزرگ صنعتی وربین، تحلیل رفتار دینامیکی ت]12[یک ماهواره کوچک حاوی تلسکوپ فضایی 

ذکر است که مودهای نرمال اشاره کرد. شایان ]15[دیواره کربنی های تکلولههای داخلی نانوو بررسی تبادل انرژی و رزونانس ]14[

پذیری ، اکتشاف آسیب]19[ها مت سازه، پایش سلا]18-16[های کاهش مرتبه یافته عنوان ابزاری کاربردی در تشکیل مدلغیرخطی به

-ت ویژهنیز از اهمی ]27-25[های متناظر آن و استخراج پارامتر ]24-23[، تحلیل مودال غیرخطی ]22-21[ها ، مطالعه فرکانس سازه]20[

 ای برخوردارند. 

عنوان حاسباتشان بهمهای شامل تعاریف بنیادین آنها و روش غیرخطی نرمال مودهای شناخت ، ابتدا در بخش دوم بهمقاله این در

حت ت آزاد درجه چند ایهسازه مانا متناظر با حرکت معادلات استخراجپس از آن بخش سوم با  رو پرداخته شده است.پیش مسئلهصورت

 یتمیگورال، محاسبه هایروش بر تمرکز با سپسر پایه روش اجزا محدود آغاز گشته و بعنوان نقطه شروع حل مسئله به غیرخطی مادی

 کلیه جاستخرا امکان ،حاصلهمانا  دیفرانسیل معادلات بر الگوریتم این بسط با و شده ارائه غیرخطی نرمال مودهای شناسایی جهت نوین

 یک محدودی اجزا مدل، پیشنهادی روش عملکرد بررسی منظور، بهآن از پس. است گردیده فراهم مسئله حیطه در غیرخطی نرمال مودهای

 بهره یستم مذکورحرکت مانا س معادلات تشکیل راستای در آن در فصل چهارم، اعتبارسنجی از پس و شده ایجاد فولادی طبقه دو سازه

 - یانرژ هاییمنحن، پیوستار شبه غیرخطی نرمال مودهای احجام، مستقل تناوب روش اعتبارسنجی از پسنهایتاً، . ه استشد گرفته

 فتنیا در پیشین هایاسخپ به وابستگی عدم، است ذکرشایان. در فصل پنجم ارائه شده است مذکور سازه های فضای فازیو منحنی رکانسف

 ،داخلی هایانسرزون تمامی جذب، آزادی درجه هر در متفاوت هایفرکانس با غیرخطی نرمال مودهای به دستیابی امکان، بعدی پاسخ

 ایی با مصالحهسازه درنظرگرفتنهای چند درجه آزاد و جهت دستیابی به معادلات حرکت مانا سازه محدودی اجزا مدل بسط امکان

  .هستند مقاله این نوین هایدستاورد از غیرخطی

 مودهای نرمال غیرخطی -2
 تعریف مسئله -1-2

توسط  بارنیاولهای تئوری در حوزه علوم غیرخطی پیدایش مفهوم مودهای نرمال غیرخطی را در پی داشت که برای پیشرفت

-اش همارتع"مفهوم  واسطه اتخاذهای غیرخطی بهگذاری و پرورانده شد. تلاش وی برای بسط مودهای خطی به سیستمپایه ]1[روزنبرگ 

رجات ددانست که رمال میمتبلور شد. او شرایطی را شامل مودهای نخطی و غیرخطی  نرمال مودهایبین مشترک  یتعریف عنوانبه "آهنگ

 ین موقعیت،ابی به ازمان از نقطه صفر عبور کنند. چرا که در صورت دستیزمان به مقادیر اکسترمم خود رسیده و همآزادی مختلف هم

در تحلیل  آزادجهدراصلی ایجاد شده و مسیر تحلیل یک سیستم چند آزادی وابسته به یک درجه آزادیامکان متصل کردن تمامی درجات 

ی شده معرف "ودالمهای منحنی"رابطه بین درجات آزادی تحت عنوان ، شود. در این حالتاش خلاصه میتنها یک درجه از درجات آزادی

 رابر مقداریبابجایی طبقه دوم جیی طبقه اول به در حالت خطی همواره نسبت متناظر با جابجا گریدعبارتبهد. که بالتبع غیرخطی هستن

ی ابل دستیابقن نسبت رو ایاینثابت بوده و این نسبت در حالت غیرخطی مدام در حال تغییر است، ولی هر دو پاسخ متناوب هستند و از

رمال ز مودهای نها( قسمتی ا)این نسبت آن پاسخ یکی از درجه آزادی را به سایر درجات آزادی بسط داد. در اصل  برهیباتکتوان بوده و می

 شوند. های مودال ظاهر میغیرخطی هستند که در قالب منحنی

-ها بهخطی سازهواسطه محدودیت علمی و غالب بودن روابط مبتنی بر فرضیات خطی در حیطه میرایی، مطالعه غیرنهایتاً، به

ای در نتایج کنندهکننده تبعات خارج از انتظار و تعییناً این فرض سادهها عملاً به مقوله نامیرا محدود شده و مشخصخصوص ساختمان

هم اشاره شده است، ممکن است سیستمی از  ]28[طور که در مستخرج از تحلیل بر پایه یک سیستم نامیرا در پی نخواهد داشت. همان
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هایی است که در شد و این واقعیت یکی از محدودیتحرکت پریودیک تبعیت کند ولی دوره تناوب تمامی درجات آزادی با هم برابر نبا

ارتعاش متحد درجات "هایی است که تعریف رو در مقاله حاضر یافتن پاسخپیش ، مسئلهرواینازتعریف پایه روزنبرگ گنجانده نشده است. 

 را ارضا نماید. "آهنگهم لزوماًآزادی و نه 

 مفاهیم پایه -2-2

ها مشترک و قابل بسط و برخی منحصر به هر یک از دو ناحیه هستند. به غیرخطی، برخی ویژگیدر گذر از مودهای نرمال خطی 

ترین ویژگی مودهای خطی که امکان بیان پاسخ نهایی بر مبنای ترکیبی از مودهای خطی را فراهم عنوان برجستهبه اصل جمع آثار قوا

ی متفاوت در فضای مود خطنیز که طی آن ضرب دو  د مودهای خطیتعامسازد، در ناحیه غیرخطی قابل دستیابی نیست. خاصیت می

عنوان به 9تغییرناپذیریهای خطی است. در این میان، ویژگی شود نیز منحصر به سیستمفازی یک سیستم نامیرا همواره برابر صفر می

ی است که اگر سیستم کاملاً منطبق بر مودی آغاز توجه از مودها در ناحیه غیرخطی نیز معتبر بوده و بدین معنیکی از تفاسیر فیزیکی جالب

های بین به حرکت نماید، سایر مودها خاموش باقی مانده و پاسخ سیستم صرفاً منطبق بر آن مود خواهد بود. فرکانس طبیعی و نسبت

غیرخطی، مقادیر فرکانس طبیعی های متناظر با ناحیه های خطی مقادیری ثابت هستند، اما با ورود به انرژیدرجات آزادی در سیستم

یابند. نمود بارز های غیرخطی تغییر میمتناظر هر مود شروع به تغییر کرده و نسبت بین جابجایی درجات آزادی از حالت خطی به منحنی

ابت فرکانس نمودار واسطه مقادیر ثاست، چرا که در سطوح پایین انرژی به مشاهدهقابلرکانس ف - وابستگی انرژیاین تغییرات در نمودار 

شود. این مسئله نمودار هایی با سطوح بالاتر )نواحی غیرخطی( به منحنی منتج میو با ورود به انرژی جیتدربهبا یک خط افقی آغاز گشته و 

 کند.رخطی میهای ذاتی یک سازه در مواجهه با رفتارهای غیترین ابزارها جهت ترسیم ویژگیرکانس را تبدیل به یکی از مناسبف - انرژی

های پایه هر مود است و به معنای اندرکنش بین مودهای نرمال غیرخطی در واقع یک تبادل انرژی بین فرکانس رزونانس داخلی

عنوان مفهومی منحصر نواحی غیرخطی، به محل نیز به نقطه دوشاخگیگونه مشابهی در ناحیه خطی برای آن تعریف نشده است. هیچ

ذکر است تعداد مودهای نرمال شود. شایاند و تشکیل مسیر پایدار جدیدی به سمت فرکانس مود دیگر گفته میتغییر پایداری یک مو

با افزایش انرژی ورودی، آن  گاهاًواسطه رخداد رزونانس داخلی به عددی بیش از تعداد درجات آزادی تجاوز نماید. تواند بهغیرخطی می

یابد که این کند و بالتبع انرژی آن بخش به شکلی مضاعف افزایش میاز سیستم را پیدا می انرژی تمایل به منحصر شدن در بخشی خاص

 . ]29[شود شناخته می 10شدگی مودیمحلیپدیده تحت عنوان 

 شناسیروش -3

در  محور-انرژی بندیهای محاسبه مودهای نرمال غیرخطی، حذف مشتقات زمانی از معادلات حرکت بر پایه فرمولدر میان روش

هارمونیک بالانس  های فوریه محدود در روشو جایگذاری سری ]31[های چندگانه ، روش مقیاس]30 [حوزه تکنیک چندراهی تغییرناپذیر

ک شوتینگ رکیب تکنیتهای عددی در این حوزه کمتر پرداخته شده و های تحلیلی هستند. در نقطه مقابل، به روشفراگیرترین روش ]32[

 انست.دترین ابزار عددی محاسبه مودهای غیرخطی توان برجستهرا می ]33[کمان در حل مسائل پیوستار با روش شبه طول 

که مشهود است، نقطه  طورهمانهای محاسباتی را به بهترین شکل منعکس کند. تواند ابعاد روشمی ]34[در این حوزه، بررسی 

استفاده، معرفی سازه در قالب معادلات حرکتی است که در طول تحلیل یا آغازین حل مسئله مودهای نرمال غیرخطی فارغ از روش مورد

ای سیستم نباشد که عموماً در قالب معادلات تغییر نکنند و یا تغییرات مذکور از پیش به آنها قابل اعمال بوده و وابسته به پاسخ لحظه

تعریف های معادلات حرکت در کل تحلیل و یا پیشثابت ماندن مؤلفه مانادیگر، مقصود از عبارت عبارتشوند. بهدیفرانسیل مانا شناخته می

های مجموعه معادلاتی معین و ثابت برای حالاتی خاص از رفتار سازه است. در نقطه مقابل به علت حجم بسیار بالای محاسبات و محدودیت

های عددی به مقادیر پیشین و ضعف ها در روشتگی پاسخهای تحلیلی و وابسالخصوص زمانی متناظر با روشبارز در حوزه محاسباتی و علی

                                                           
9 Invariance 
1 0 Mode Localization 
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های موجود، در این مقاله با پیشنهاد روش نوین تناوب مستقل به استخراج مودهای نرمال غیرخطی پرداخته آنها در جذب تمامی دوشاخگی

 شده است. 

 های چند درجه آزاد تحت غیرخطی مادیتحلیل ارتعاش آزاد نامیرای سازه -1-3

است که  اد نامیرای برای درجات آزادی یک سیستم با مصالح غیرخطی تحت ارتعاش آزاهیاولل هدف نهایی یافتن شرایط در اص

هر  کور را تحتستم مذتعریف پایه مودهای نرمال غیرخطی را ارضاء کنند. در این مسیر گام اول ایجاد ابزاری است که بتواند پاسخ سی

ی های سیستماً غیرخطعموم کهیازآنجائآورد. در مطالعات پیشین متناظر با مودهای نرمال غیرخطی،  به دستای از شرایط اولیه مجموعه

فاً راین ابزار ص کند،یمتحت بررسی تنها به غیرخطی هندسی محدود بوده و از منظر آن بارگذاری و باربرداری روی یک معادله یکسان عمل 

استای رواسطه تغییر ر، بهگیری عددی بر روی آنها قابل حصول است. اما در مسئله حاضگرالهای مانای مجموعه حرکت و انتبا تشکیل المان

ز ااست و پس  ن معتبرای تنها در بخشی از پاسخ خروجی مستخرج از آحرکت، معادلات حرکت نیز تغییر خواهند کرد و هر مجموعه معادله

لات معاد هایانالم، گام اول تعیین تنظیم شوند. در این راستا گامبهگام ،طبایست مجموعه معادلات در هر مرحله متناظر با شرایآن می

و با  خواهند شد تم حاصلها، مجموعه معادلات حرکت سیسمتناظر با هر درجه آزادی است و پس از آن با ترکیب این المان مانا لیفرانسید

 خواهد آمد. دستبهگیری بر مجموعه حاصله، این ابزار پایه های انتگرالاعمال روش

 های معادلات دیفرانسیل ماناتشکیل المان -1-1-3

ماتریس ضرایب حادث  خصوصبههای آنها انواسطه تغییر مداوم المنحوه اعمال شرایط غیرخطی به معادلات حرکت عموماً به

بودن رابطه ت برقرار نه، به علکند. در این حوزشود و این مسئله عملاً امکان دسترسی به معادلات دیفرانسیل ریاضیاتی مانا را محدود میمی

ل غیرخطی مودهای نرما عنوانچیهبهخطی بین درجات آزادی در نواحی غیرخطی، محاسبه مقادیر ویژه این معادلات حرکت در هر لحظه 

ست و اعددی ثابت  ال خطی( برابر، در ناحیه خطی نسبت مقادیر متناظر با بردارهای ویژه )مودهای نرمگریدیعبارتبهرا شامل نخواهد شد. 

( تغییر X1-X2واسطه ورود به ناحیه غیرخطی این نسبت نیز از حالت خطی )یک عدد ثابت( به حالت غیرخطی )یک منحنی در زیرفضای به

بود که  لاتی خواهدوعه معادرو، نیاز به مجماینکرده و محاسبه بردارهای ویژه دیگر از حل مسئله مقادیر ویژه خطی میسر نخواهد بود. از

-لماناجه آزادی، عنوان یک دردر این حیطه، با دورنمای اخذ هر طبقه بههای معادلات ظاهر گردد. غیرخطی بودن رفتار سازه در خود المان

د قابل ا محدوهای متناظر با نیروی سختی هر طبقه از تحلیل استاتیکی رفت و برگشتی غیرخطی شامل غیرخطی مادی توسط روش اجز

در  یگاه ثابتشه و جاحصول است. در نقطه مقابل نیروی اینرسی مستقل از هر موردی تنها به جرم و جابجایی مطلق هر طبقه وابسته بود

دیر دارد، مقا میرا قرارسیستم تحت ارتعاش آزاد نا کهئیآنجا ازهای معادلات حرکت به شکلی معین تثبیت شده است. نهایتاً میان المان

یر متناظر ها، مقادنین الماشوند. در ادامه به جهت ترسیم هرچه بهتر مسیر تشکیل انیروی میرایی برابر صفر قرار داده می نیروی خارجی و

 ارائه شده است.  گامبهگامآنها در یک مطالعه موردی 

ب با هر درجه آزادی است. غییرمکان رفت و برگشتی متناست -و رابطه نیرتر نیز بیان شد، اولین گام استخراج طور که پیشهمان

 2/2متر در طبقه اول و  76/1متر عمود بر آن، ارتفاع  5/2متر در راستای بارگذاری،  3به این منظور یک سازه فولادی آزمایشگاهی به دهانه 

متر، میلی 150*150مقطع  هایی با سطحکه متشکل از تیرها و ستون عنوان نمونه مورد بررسی انتخاب شده استمتر در طبقه دوم به

ی در فصل اعتبارسنجبرای  ]35[ای مطابق های سازهمتر است. فولاد مورداستفاده در المانمیلی 7متر و ضخامت جان میلی 10ضخامت بال 

 26/0گیگاپاسکال و ضریب پوآسونی برابر با  218ی برابر با اتهیسیالاستکشور کره بوده و دارای مدول  SS400چهارم منطبق بر استاندارد 

تر کردن نتایج، از مصالحی با رابطه است. در این مرحله به جهت ساده شدهدادهنشانرنش آن ک -ش جزئیات رابطه تن 1جدول  است که در

مگاپاسکال بهره گرفته شده است. در این راستا، پس  455مگاپاسکال و تنش نهایی  320شدگی رنش دوخطی دارای تنش جاریک -ش تن

و اختصاص مشخصات مصالح مذکور، تمامی اتصالات  Simulia ABAQUS افزارنرممدل اجزا محدودی این سازه در محیط از ایجاد هندسه 
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مدل اجزا محدودی سازه مذکور را در کنار مدل آزمایشگاهی  1در نظر گرفته شده است. شکل  S4Rبندی نیز از نوع صلب و مش صورتبه

 دهد.نشان می

 

 ]35[ی و اجزا محدودی سازه تحت بررسی : مدل آزمایشگاه 1شکل 

 ]35[در نمونه مورد بررسی  کاررفتهبه: جزئیات رفتار غیرخطی مصالح  1جدول 

تنش 

 )مگاپاسکال(
320 320 360 388 426 436 453 455 

147/0 کرنش )%(  19/2  37/3  71/4  45/7  12/11  55/14  32/19  

 

غییرمکان المان باربر زیر هر طبقه، جابجایی ت -و افزار، به جهت استخراج روابط نیرسازی سازه موردنظر در محیط نرمپس از مدل

ذکر اعمال شده است. شایان موردنظرکاملًا محدود شده و سناریوهای جابجایی به تراز درجه آزادی  موردنظرطبقات تحتانی درجه آزادی 

-منظور دردر راستای محور آن ستون به 𝑡𝑜𝑛𝑓 1ز هر طبقه باری معادل روی هر ستون در ترا، ]35[است که مطابق جزئیات ارائه شده در 

نظر گرفتن بارهای معادل ثقلی اعمال شده است. در اصل هدف این مرحله ایجاد محیطی است که بتوان از روی آن روابطی را بدست آورد 

رو به جای اعمال یک سناریوی اینزادی را فراهم آورد. ازکه امکان تخمین مقادیر نیروی سختی متناظر با هر جابجایی هر یک از درجات آ

متر به هر طبقه اعمال شده و به صورت رفت و برگشتی میلی 4/17و  28، 40، 50، 60های افزاینده به هر یک از طبقات، جداگانه جابجایی

 ل مشاهده است. نتایج آن قاب 2به منفی مقادیر مذکور، به این مقادیر بازگردانده شده است که در شکل 
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 های باربر طبقه اول )تصویر راست( و طبقه دوم )تصویر چپ(غییرمکان متناظر با المانت - و: استخراج روابط نیر2 شکل

غییرمکان باربرداری )و یا بارگذاری( هر نقطه از صفحه پیوستار ت -و حال هدف یافتن مجموعه معادلاتی است که بتواند رابطه نیر

تر ذکر است که جهت انتقال بهتر مفهوم، هر ارتعاشی که جابجایی ثانویه آن از جابجایی قبلی بزرگهیسترزیس را تخمین بزند. شایاننمودار 

تر باشد تحت عنوان باربرداری باشد، طبق قرارداد تحت عنوان بارگذاری و هر ارتعاشی که جابجایی ثانویه آن از جابجایی قبلی کوچک

رفتار سیستم تحت بارگذاری و باربرداری عملاً با ضرب هر دوی جابجایی و نیروهای متناظر در منفی به هم قابل تبدیل شود و شناخته می

ناپذیر مانند های برگشتخواهند بود، چرا که مثبت و یا منفی بودن صرفاً قرارداد است و در یک سیستم نامیرا که هندسه سازه دچار پدیده

به همان جابجایی برگردد، به نقطه آغازین خواهد  مجدداًابجایی معین تا منفی آن جابجایی حرکت کرده و کمانش نشود، اگر از یک ج

-ای دیگر به بیرونیآور بارگذاری و برازش یک چندجملهای به نمودار پوشرسید. اولین ایده مورد بررسی در این راستا برازش یک چندجمله

ای با وزنی که از نقطه هدف عبور کند تابع مقصود ما گیری بین این دو چندجملهوده که با میانگینترین لایه بارگذاری نمودار هیسترزیس ب

ای اول )جابجایی صفر( به نقطه آغازین تنها در بالای خط واصل نقطه آغازین چندجمله آمدهدستبهروابط  کهیآنجائ ازرا ارائه دهد. اما 

( معتبر هستند و عموماً نقاط شروع بارگذاری مجدد ما که باید تابع مقصود از آنها 2شکل  متر درمیلی -60ای دوم )جابجایی چندجمله

های شکل گرفت که اگر چرخه اساسنیبراهایی نادرست منتج خواهد شد. ایده دوم نیز بگذرد در زیر این خط هستند، این مسیر به پاسخ

نشود، شروع  11شدگیکاهش سختی نشده و کل چرخه دچار پدیده باریکهیسترزیس تا مقداری ادامه یابند که دچار کاهش مقاومت و 

آور باربرداری )و یا بارگذاری( از هر نقطه با شیب مشخصی صورت گرفته و پس از طی جابجایی مشخصی تحت تابعی به سمت منحنی پوش

منحنی بارگذاری را اتخاذ نموده و آن  نیتریرونیب 2در شکل  مثالعنوانبهکند. تفسیر نموداری این ایده به این شکل است که اگر میل می

ای انتقال داده شود، نمودار حاصله برای بازه منفی تا مثبت نقطه شروع کاملاً منطبق بر آغاز بارگذاری نقطةمتر به هر میلی -60را از نقطه 

های سازه هیچگاه از جابجایی اولیه آزاد که پاسخدرجهنمودار هیسترزیس خواهد بود. اما بر خلاف ارتعاش آزاد نامیرای یک سیستم یک

واسطه اثرات درجات آزادی بر هم، عموماً پاسخ سازه از این مقدار تجاوز کرده و این مسئله آزاد بههای چنددرجهکنند، در سیستمتجاوز نمی

وده و ایده دوم تنها قابلیت پوشش منفی تا در نمودار هیسترزیس برای همان مقادیر کافی نب آمدهدستبههای شود که چرخهسبب آن می

 مثبت نقطه شروع بارگذاری مجدد را دارا بوده و تخمین آن خارج از این بازه کاملًا به مقادیری نادرست منتج خواهد شد. 

                                                           
1 1 Pinching 
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یل مآور وشی پینه منحنآغاز بارگذاری مجدد همواره با یک شیب اولیه شروع شده و در نهایت به نقطه بیش کهیآنجائ ازدر نهایت 

عادله می نشود، شدگکیبارکند، با فرض اینکه نمودار هیسترزیس دچار کاهش مقاومت و کاهش سختی نشده و کل چرخه دچار پدیده می

ا خطی که به و پس از برخورد ی مجدد شروع شونده از هر نقطه شامل خطی با شیب اولیه در نظر گرفته شدبارگذارغییرمکان ت -و نیر

دامه خواهد داد. در خصوص متر ا+ میلی60کند، ادامه مسیر را روی آن تا بیشینه را به قرینه نقطه آغاز بارگذاری متصل میمتناظر نقطه 

 3. شکل متر استمیلی -60با  ها نیز شیب خطوط اولیه و ثانویه همان مقادیر بوده و تنها تفاوت عبور خط ثانویه از نقطه متناظرباربرداری

آن نقطه  ر هیسترزیس دردهد. شیب ثانویه متناظر با چرخه بیرونی نیز مماس بر نموداشده را نمایش می گرفتهرتصوجزئیات تخمین 

 رای باربرداری( در نظر گرفته شده است. ب -60+ برای بارگذاری و یا 60)نقطه 

 
 : مجموعه خطوط در نظر گرفته شده برای تخمین ریاضیاتی نمودار هیسترزیس3شکل 

 از: اندعبارتدهنده معادلات حرکت های تشکیلالمان بندیفرمول خطوط مفروض در بخش قبل، برهیباتک

(1) 
{
 

 
𝒇𝑰𝟏 = 𝒎𝟏 ∗ 𝑿̈𝟏
𝒇𝑰𝟐 = 𝒎𝟐 ∗ 𝑿̈𝟐

𝒇𝑺𝟏 = 𝑨𝟏 ∗ 𝒙𝟏 +𝑩𝟏
𝒇𝑺𝟐 = 𝑨𝟐 ∗ 𝒙𝟐 +𝑩𝟐}

 

 

→

{
 

 
𝑨𝟏 = 𝑲𝒍𝒊𝒏𝟏 ,  𝑩𝟏 = 𝒇𝑺𝑷𝟏 −𝑲𝒍𝒊𝒏𝟏 ∗ 𝒙𝑺𝑷𝟏

𝑨𝟏 = (𝒇𝑺𝒎𝒂𝒙𝟏 + 𝒇𝑺𝑷𝟏) (𝒙𝒎𝒂𝒙𝟏 + 𝒙𝑺𝑷𝟏) ,  𝑩𝟏 = 𝒇𝑺𝒎𝒂𝒙𝟏 −  𝑨𝟏 ∗ 𝒙𝒎𝒂𝒙𝟏⁄
𝒊𝒇 𝑳𝟏 = 𝟏 & 𝒙𝟏 ≤ 𝒙𝒊𝒏𝒕𝑳𝟏
𝒊𝒇 𝑳𝟏 = 𝟏 & 𝒙𝟏 > 𝒙𝒊𝒏𝒕𝑳𝟏

𝑨𝟏 = 𝑲𝒍𝒊𝒏𝟏 ,  𝑩𝟏 = 𝒇𝑺𝑷𝟏 −𝑲𝒍𝒊𝒏𝟏 ∗ 𝒙𝑺𝑷𝟏
 𝑨𝟏 = (𝒇𝑺𝒎𝒂𝒙𝟏 − 𝒇𝑺𝑷𝟏) (𝒙𝒎𝒂𝒙𝟏 − 𝒙𝑺𝑷𝟏),  𝑩𝟏 = −𝒇𝑺𝒎𝒂𝒙𝟏 +  𝑨𝟏 ∗ 𝒙𝒎𝒂𝒙𝟏⁄

𝒊𝒇 𝑳𝟏 = 𝟎 & 𝒙𝟏 ≥ 𝒙𝒊𝒏𝒕𝑼𝟏
𝒊𝒇 𝑳𝟏 = 𝟎 & 𝒙𝟏 < 𝒙𝒊𝒏𝒕𝑼𝟏}

 

 

→

{
 

 
𝑨𝟐 = 𝑲𝒍𝒊𝒏𝟐 ,  𝑩𝟐 = 𝒇𝑺𝑷𝟐 −𝑲𝒍𝒊𝒏𝟐 ∗ 𝒙𝑺𝑷𝟐

𝑨𝟐 = (𝒇𝑺𝒎𝒂𝒙𝟐 + 𝒇𝑺𝑷𝟐) (𝒙𝒎𝒂𝒙𝟐 + 𝒙𝑺𝑷𝟐) ,  𝑩𝟏 = 𝒇𝑺𝒎𝒂𝒙𝟐 −  𝑨𝟐 ∗ 𝒙𝒎𝒂𝒙𝟐⁄
𝒊𝒇 𝑳𝟐 = 𝟏 & 𝒙𝟐 ≤ 𝒙𝒊𝒏𝒕𝑳𝟐
𝒊𝒇 𝑳𝟐 = 𝟏 & 𝒙𝟐 > 𝒙𝒊𝒏𝒕𝑳𝟐

𝑨𝟐 = 𝑲𝒍𝒊𝒏𝟐 ,  𝑩𝟐 = 𝒇𝑺𝑷𝟐 −𝑲𝒍𝒊𝒏𝟐 ∗ 𝒙𝑺𝑷𝟐
 𝑨𝟐 = (𝒇𝑺𝒎𝒂𝒙𝟐 − 𝒇𝑺𝑷𝟐) (𝒙𝒎𝒂𝒙𝟐 − 𝒙𝑺𝑷),  𝑩𝟐 = −𝒇𝑺𝒎𝒂𝒙𝟐 +  𝑨𝟐 ∗ 𝒙𝒎𝒂𝒙𝟐⁄

𝒊𝒇 𝑳𝟐 = 𝟎 & 𝒙𝟐 ≥ 𝒙𝒊𝒏𝒕𝑼𝟐
𝒊𝒇 𝑳𝟐 = 𝟎 & 𝒙𝟐 < 𝒙𝒊𝒏𝒕𝑼𝟐}

 

 
 

(2)  

{
  
 

  
 𝒙𝒊𝒏𝒕𝑳𝟏 =

𝒇𝑺𝒎𝒂𝒙𝟏−((𝒇𝑺𝒎𝒂𝒙𝟏+𝒇𝑺𝑷𝟏)∗𝒙𝒎𝒂𝒙𝟏/(𝒙𝒎𝒂𝒙𝟏+𝒙𝑺𝑷𝟏))−𝒇𝑺𝑷𝟏+(𝑲𝒍𝒊𝒏𝟏∗𝒙𝑺𝑷𝟏)

𝑲𝒍𝒊𝒏𝟏−((𝒇𝑺𝒎𝒂𝒙𝟏+𝒇𝑺𝑷𝟏)/(𝒙𝒎𝒂𝒙𝟏+𝒙𝑺𝑷𝟏))

𝒙𝒊𝒏𝒕𝑼𝟏 =
−𝒇𝑺𝒎𝒂𝒙𝟏+((𝒇𝑺𝒎𝒂𝒙𝟏−𝒇𝑺𝑷𝟏)∗𝒙𝒎𝒂𝒙𝟏/(𝒙𝒎𝒂𝒙𝟏−𝒙𝑺𝑷𝟏))−𝒇𝑺𝑷𝟏+(𝑲𝒍𝒊𝒏𝟏∗𝒙𝑺𝑷𝟏)

𝑲𝒍𝒊𝒏𝟏−((𝒇𝑺𝒎𝒂𝒙𝟏−𝒇𝑺𝑷𝟏)/(𝒙𝒎𝒂𝒙𝟏−𝒙𝑺𝑷𝟏))

𝒙𝒊𝒏𝒕𝑳𝟐 =
𝒇𝑺𝒎𝒂𝒙𝟐−((𝒇𝑺𝒎𝒂𝒙𝟐+𝒇𝑺𝑷𝟐)∗𝒙𝒎𝒂𝒙𝟐/(𝒙𝒎𝒂𝒙𝟐+𝒙𝑺𝑷𝟐))−𝒇𝑺𝑷𝟐+(𝑲𝒍𝒊𝒏𝟐∗𝒙𝑺𝑷𝟐)

𝑲𝒍𝒊𝒏𝟐−((𝒇𝑺𝒎𝒂𝒙𝟐+𝒇𝑺𝑷𝟐)/(𝒙𝒎𝒂𝒙𝟐+𝒙𝑺𝑷𝟐))

𝒙𝒊𝒏𝒕𝑼𝟐 =
−𝒇𝑺𝒎𝒂𝒙𝟐+((𝒇𝑺𝒎𝒂𝒙𝟐−𝒇𝑺𝑷𝟐)∗𝒙𝒎𝒂𝒙𝟐/(𝒙𝒎𝒂𝒙𝟐−𝒙𝑺𝑷𝟐))−𝒇𝑺𝑷𝟐+(𝑲𝒍𝒊𝒏𝟐∗𝒙𝑺𝑷𝟐)

𝑲𝒍𝒊𝒏𝟐−((𝒇𝑺𝒎𝒂𝒙𝟐−𝒇𝑺𝑷𝟐)/(𝒙𝒎𝒂𝒙𝟐−𝒙𝑺𝑷𝟐)) }
  
 

  
 

 

 𝑓𝐼بیانگر جرم،  𝑚متناظر با درجه آزادی دوم،  2 شماره نویسمتناظر با درجه آزادی اول، پایین 1شماره نویس که در آن پایین

بیانگر شیب اولیه متناظر با بخش  𝐾𝑙𝑖𝑛بیانگر جابجایی نسبی،  𝑥بیانگر جابجایی مطلق،  𝑋بیانگر نیروی سختی،  𝑓𝑆بیانگر نیروی اینرسی، 

متناظر با نقطه آغازین شروع  بیانگر نیروی 𝑓𝑆𝑃بیانگر جابجایی متناظر با نقطه آغازین شروع حرکت پس از تغییر نوع اعمال بار،  𝑥𝑆𝑃خطی، 

بیانگر بیشینه نیروی سختی در نظر گرفته شده در نمودار هیسترزیس و دارای مقداری مثبت،   𝑓𝑆𝑚𝑎𝑥حرکت پس از تغییر نوع اعمال بار،  

𝑥𝑚𝑎𝑥  ،بیانگر بیشینه جابجایی در نظر گرفته شده در نمودار هیسترزیس و دارای مقداری مثبت𝑥𝑖𝑛𝑡𝐿 انگر جابجایی متناظر با محل تقاطع بی

 𝐿بیانگر جابجایی متناظر با محل تقاطع خط اولیه با خط ثانویه در حالت باربرداری و  𝑥𝑖𝑛𝑡𝑈خط اولیه با خط ثانویه در حالت بارگذاری، 

 شود. گرفته می بیانگر شرایط اعمال بار است که در حالت بارگذاری برابر یک و در حالت باربرداری برابر صفر در نظر
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 تشکیل مجموعه معادلات سیستم -2-1-3

کارگیری روش اجزا سازی آنها است. بدین منظور با بهها گسستهاولین گام در راستای استخراج مجموعه معادلات دیفرانسیل سازه

هر طبقه  درنظرگرفتنهای عمرانی، شود. خوشبختانه در ارتباط با سازهدرجه آزادی پدیدار می nبندی کل سازه، سیستمی با محدود و مش

قبول بوده و این اقدام کاهش تعداد بسیار بالای و با خطایی قابل کنندهلیعنوان یک درجه آزادی در صفحه بارگذاری جانبی، فرضی تسهبه

از  یریگرو، پس از بهرهاینزها به تعداد طبقات سازه در تعریف تعداد درجات آزادی سیستم کاهش مرتبه یافته را در پی خواهد داشت. اگره

توان به هر طبقه، حال می ی معادلات حرکت متناظر باهاروش اجزا محدود در تشکیل المان رفت و برگشتی تحلیل استاتیکی غیرخطی

سیستم دهنده مجموعه معادلات حرکت مانای سیستم پرداخت. با فرض نامیرایی سیستم، نمودار جسم آزاد سازی اجزای تشکیلیکپارچه

𝑓شامل بار خارجی )
𝑒𝑥𝑡

𝑓(، نیروی سختی )
𝑠

𝑓( و نیروی اینرسی )
𝐼

( بوده و جزئیات نحوه ترکیب آنها در هر سطر مجموعه معادلات حرکت 

ر های بکاهای بکار رفته در عبارات متناظر با نیروی اینرسی و نیز نسبی بودن جابجاییتوجه به مطلق بودن جابجاییآمده است.  4در شکل 

گیری مورداستفاده در محیط های انتگرالرفته در روابط نیروی سختی حاصله از بخش پیش بسیار حائز اهمیت بوده و از آنجائیکه روش

MATLAB های مطلق بایست بر اساس جابجاییدهند، کلیه معادلات حرکت میمشتقات را در سمت چپ معادله به شکل منفرد قرار می

 اش آن را بدست خواهد داد. که مقصود جابجایی نسبی است، اختلاف جابجایی مطلق طبقه مذکور از طبقه زیرینایجاد شده و در مواردی 

          

 : نمودار جسم آزاد سازه مورد بررسی 1 شکل

𝑖عنوان شماره طبقه، نیروی سختی متناظر با به 𝑖ذکر است که با اتخاذ شایان = بیانگر جابجایی  𝑋𝑖و  برابر صفر خواهد بود 3

ام است. مضافا مقادیر نیروی اینرسی در هر سطر مطابق قانون نیوتون از ضرب جرم آن طبقه در مشتق دوم زمانی  𝑖مطلق متناظر طبقه 

در هر یک از طبقات،  تن چهارجابجایی مطلق آن طبقه محاسبه شده و مستقل از سایر طبقات است. با در نظر گرفتن جرمی برابر با 

بیانگر سرعت،  𝑉که در آن ( آورده شده است 3مجموعه معادلات دیفرانسیل حرکت مانای سازه مورد بررسی تحت ارتعاش آزاد در معادله )

یر و تبدیل متغ-کارگیری تغییرهای پیشین است. علت بهنقطه بیانگر مشتق نسبت به زمان و سایر عبارات متناسب با موارد مذکور در بخش

 ODE45با عنوان  MATLABکوتا اصلاح شده است که در توابع -معادلات دیفرانسیل به معادلات مرتبه اول امکان استفاده از روش رانگ

 شود.شناخته می

 محاسبه پاسخ سیستم تحت ارتعاش آزاد نامیرا -3-1-3

گیری عددی و عنوان تابع هدف انتگرال( به3پس از دستیابی به مجموعه معادلات حرکت مانای سیستم، با جایگذاری معادله )

فرض متلب که از توابع پیش 𝑂𝐷𝐸45کارگیری (، شرایط برای به1های آن متناظر با معادلات )عنوان ورودیبه 𝐵2و  𝐴1 ،𝐵1 ،𝐴2تعریف 

شود. از آنجائیکه در یک پاسخ متناوب مفروض معین، نقطه کوتا اصلاح شده است، محیا می-گیری عددی بر پایه روش رانگجهت انتگرال

(3) {
𝒇𝒆𝒙𝒕(𝟏) = 𝒇𝑰(𝑿𝟏) + 𝒇𝑺𝟏(𝑿𝟏 − 𝟎) − 𝒇𝑺𝟐(𝑿𝟐 − 𝑿𝟏)

𝒇𝒆𝒙𝒕(𝟐) = 𝒇𝑰(𝑿𝟐) + 𝒇𝑺𝟐(𝑿𝟐 −𝑿𝟏) + 𝟎                    
} →

{
  
 

  
 
𝑿̇𝟏 = 𝑽𝟏                                                                                               

𝑽̇𝟏 = (−
𝟏

𝟒𝟎𝟎𝟎
) ∗ ((𝑨𝟏 ∗ 𝒙𝟏 + 𝑩𝟏) − (𝑨𝟐 ∗ (𝒙𝟐 − 𝒙𝟏) + 𝑩𝟐))
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ملًا اعمال یک سرعت اولیه و یک جابجایی اولیه به پاسخی یکسان با تعریف مقدار شروع از هر جای این پاسخ تعریف شود، تفاوتی نکرده و ع

منظور جلوگیری طور که در مطالعات پیشین نیز رایج است بهعنوان جابجایی اولیه به همراه سرعت اولیه صفر منجر خواهد شد، همانقله به

 سیر همواره برابر صفر در نظر گرفته شده است. های تکراری مقدار متناظر با سرعت اولیه در ابتدای ماز پاسخ

برابر صفر و اگر منفی باشند برابر  𝐿های اولیه مقداری مثبت داشته باشند، مقدار متناظر سپس در گام اول اگر هر یک از جابجایی

ادیر متناظر با این منطق از یک بوده و خط دارای سختی اولیه معادله صادق در تخمین نیروی سختی آنها خواهد بود. با جایگذاری مق

کند. گام بعدی بدست ( پروسه حل آغاز گشته و پاسخ را مثلا در بازه یک ثانیه شامل چندین قله و دره محاسبه می1مجموعه معادلات )

رگتر و یا کوچکتر آوردن چهار مقدار است که دو مورد از آنها متناظر با اولین تغییر جهت پاسخ )اولین اکسترممی که قبل و بعدش از آن بز

باشند( در هر یک از درجات آزادی است که عملاً سبب تغییر از باربرداری به بارگذاری و یا بالعکس است و دو مورد محاسبه محل تقاطع 

 ( قابل دسترسی خواهد بود. حال از میان این چهار مقدار آن2خط دارای سختی اولیه با خط دارای شیب ثانویه است که از معادلات )

ها تنها تا آن زمان معتبرند و پس از آن می موردی که زودتر رخ داده )دارای زمان متناظر کوچکتری است( مدنظر قرار گرفته و کلیه پاسخ

بایست معادلات اصلاح شده و ادامه پاسخ بر اساس معادلات جدید بدست آید. از این رو با در نظر گرفتن مقادیر متناظر با جابجایی ها و 

شونده ای که مشمول مورد زودتر واقععنوان شرایط اولیه هر یک از درجات آزادی و تغییر معادله آن درجه آزادیا در آن زمان بههسرعت

بایست بر گیری عددی ادامه یافته و دوباره این اقدامات میشده و نیز عدم تغییر شرایط معادله درجه آزادی دیگر، مجددا پروسه انتگرال

ذکر است که اگر مقدار کوچکتر ال شده و این روند ادامه پیدا کند تا یک شرط پایان دهنده آن را متوقف نماید. شایانپاسخ جدید اعم

تغییر کرده و معادله جدید منطبق بر خطی با شیب اولیه و گذرنده از همان نقطه در  𝐿بایست مقدار متناظر با یک اکسترمم باشد، می

خط با شیب ثانویه  𝐿ن در نظر گرفته شود و اگر مقدار کوچکتر محل تقاطع دو خط باشند، بدون تغییر تغییرمکا-زیرفضای نیروی سختی

عنوان معادله جدید معرفی اند، بههای پیشین تنها تا همان نقطه در نظر گرفته شدهشود و پاسخکه بالتبع از نقطه محل تقاطع آغاز می

ای از پاسخ نهایی عنوان مقادیر اولیه ادامه محاسبات سبب آن خواهد شد که در هیچ نقطههها و جابجایی ها بگردد. در نظرگرفتن سرعت

 عدم پیوستگی و یا تغییر شیب و شکست نمودار مشاهده نشود. 

میزان  نندهمحدودکد شوسنجد، پیشنهاد میها متناوب بودن پاسخ را میاز آنجائیکه الگوریتم نوین تناوب عملاً بر پایه قله

شکیل یک اکسترمم بوده و چون به معنی ت Lهر تغییر ها قرار داده شود. در این حوزه وی پاسخ بر پایه زمان نبوده و بر پایه تعداد قلهپیشر

یمه دوره تناوب، مقدار ناکسترمم در بازه  10ممکن است این اکسترمم یک اکسترمم محلی و یا حتی یک کمینه مطلق باشد، با فرض نهایتاً 

حداقل سه  قطعاًود که شاصل در نظر گرفته شده است تا اطمینان ح 60ها در هر درجه آزادی برابر تعداد اکسترمم محدودکنندهمتناظر با 

 الا در نظرینانی بضریب اطم درنظرگرفتنها گنجانده شده است. این عدد بر پایه بررسی حدودی چند پاسخ و با بیشینه مطلق در پاسخ

شتر ر شناخت بیمنظواهد یافت. بهافزایش خو تناسببهدر نظر گرفته شود، زمان تحلیل نیز  تربزرگگرفته شده است. البته هر چه این عدد 

( متر -04725/0ول و )( متر برای طبقه ا01075/0پاسخ متناسب با تحریک اولیه ) 5های غیرخطی نامیرا، شکل پاسخ ارتعاش آزاد سیستم

زاد آیل ارتعاش از تحل دهد. نکته اول در خصوص نتایج مستخرجبرای طبقه دوم و اختصاص مقدار صفر برای هر دو سرعت اولیه را نشان می

ت در ساس مشاهداکه بر ا برد تا پاسخ به ارتعاشات ماندگار خود برسدهای دارای مصالح غیرخطی این است که مدتی زمان مینامیرای سازه

ای ه و سپس برسخ حذف شدرو در کلیه محاسبات نیم ثانیه اول پااینزیر نیم ثانیه است و از قطعاًنتایج این مدت در سازه تحت بررسی 

ر هرسد ظر مینه و به از فیلتر مودهای نرمال غیرخطی ارسال شده است. نکته جالب دوم عدم نوسان پاسخ حول نقطه صفر بودبررسی عبور 

ش پسماندی ثرات کرنکند که در آن نیروی سختی متناظر با آن طبقه برابر صفر است و اای نوسان میطبقه به شکلی تخمینی حول نقطه

 کند. ه اعمال جابجایی اولیه به سیستم تحمیل شده، بدین شکل بروز میواسطکه قبل از شروع نوسان به
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 𝑿𝟐(𝟎)= -04725/0و  𝑿𝟏(𝟎)= 01075/0: پاسخ ارتعاش آزاد سازه مذکور متناظر با 5شکل 

تناظر با میرخطی گام نهایی شامل محاسبات انرژی سیستم غیرخطی تحت بررسی است. از آنجائیکه تعریف پایه مودهای نرمال غ

ر گام از کت در ههای نامیرا بوده و نیروی میرایی از مجموعه معادلات حرکت حذف شده و نیز به علت خطی بودن معادلات حرسیستم

ابت ثاین انرژی  ام ثابت است و بالتبعگو انرژی سیستم در کل آن  آمدهدستبهمحاسبه پاسخ، پاسخ نهایی هر گام به شکلی کاملاً نامیرا 

دیگر در هر گام عملاً عبارتگردد. بهمی های اولیه مذکور معرفیها و سرعتواسطه جابجاییعد بهعنوان انرژی اولیه جاری در گام نامیرای ببه

یی معتبر رای پاسخ نهابو یا برگشت( )اینکه تنها بخش رفت  بر روی یک خط معین )یک تابع یکنواخت( محاسبه شده و با وبرگشترفت

سئله مت و این شود، ولی انرژی مضاعفی از مجموعه معادلات حرکت نخواهد کاسشود و پس از آن به خط دیگری رجوع میشناخته می

د انرژی مواره برآینیستم نگهدارنده هیک س شود که بالتبع در راستای نامیرا بودن پاسخ خواهد بود. در این حوزه، دررعایت می گامبهگام

ه بن ارتعاش در حی پتانسیل و انرژی جنبشی در کل پاسخ یکسان است و با محاسبه انرژی سیستم در لحظه صفر، مقدار انرژی کل سیستم

شود ی پیشنهاد میهای میرا برای مطالعات آتسیستم در خصوصارائه شده است.  3-3خواهد آمد که جزئیات محاسبه آن در بخش  دست

اظر با ل علامت متنعنوان انرژی تلف شده با اعمابه ابجایی از نقطه شروع آن گام تا نقطه پایانشج -و که در هر گام سطح زیر نمودار نیر

ود که نده شگنجا افتهیلیتعدباربرداری و یا بارگذاری محاسبه شده و در عبارت متناظر با نیروی میرایی مجموعه معادلات حرکت به شکلی 

سخ در که افت پا هد بودالبته جهت دستیابی به مودهای نرمال غیرخطی، دیگر تعریف پایه موجود مکفی نبوده و نیازمند تعریف جدیدی خوا

 مود نرمال غیرخطی در نظر گرفته شود.  دییتأهر دوره تناوب در فیلتر 

 الگوریتم نوین تناوب -2-3

گیرد. در حقیقت در این آید، تکنیک شوتینگ در اولویت قرار میمیان مین توابع به که سخن از بررسی پریودیک بود هرکجا

برابر مقدار تابع  𝑇عنوان دوره تناوب سیستم، اختلاف پاسخ سیستم در هر درجه آزادی بین زمان صفر و زمان به  𝑇رویکرد با در نظر گرفتن 

تر بودن مقدار متناظر تابع شوتینگ آن پاسخ ط پریودیک بودن هر پاسخی کوچکمانده تابع هدف( در نظر گرفته شده و شرشوتینگ )باقی

های شرایطی عنوان یک متغیر مستقل از یک طرف و پیچیدگی( است. در نظر گرفته شدن دوره تناوب به𝜀از محدوده خطای قابل قبول )

کارگیری این تکنیک را در آزادی جداگانه پریودیک هستند، بهتک درجات که در آنها دوره تناوب هر درجه آزادی متفاوت بوده ولی تک

 سازد. حیطه محاسبات مودهای نرمال غیرخطی با مشکلاتی جدی مواجه می

قادر به بررسی تناوب پاسخ موردنظر است، بلکه  تنهانهها ارائه شده است که رو در این مقاله، الگوریتمی نوین بر پایه اکسترممایناز

قادر به استخراج مقدار ، تناوب است کنندهیبررسورودی داشته و تنها  عنوانبهشوتینگ که نیاز به مقدار دوره تناوب یک برخلاف تکن

برابری دوره  تحت عنوانتواند عملکرد مستقل خود را داشته باشد و محدودیتی هر درجه آزادی می مضافاً باشد. متناظر دوره تناوب پاسخ می

 یبه شکل "آهنگهم لزوماًارتعاش متحد و نه "خصوص در مواردی که عبارت ختلف در این الگوریتم وجود ندارد؛ بهتناوب درجات آزادی م

کند که در آن محدوده پاسخ شماتیک یکی از درجات آزادی را ترسیم می 6منظور ترسیم بهتر این الگوریتم شکل به شود.کامل متبلور می
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ذکر است که محدودیت عدم محاسبه مشخص شده اند. شایان 𝑇های محتمل دوره تناوب با ا و بازههچین( با خط𝜀) رشیپذقابلخطای 

سازد؛ چراکه این متغیر ریشه دوره تناوب در تکنیک شوتینگ عملاً امکان جستجوی دامنه را برای این تکنیک با مشقات زیادی همراه می

 متغیر محدود نخواهد شد.  در تمام درجات آزادی داشته و تنها به اضافه شدن یک 

 

 : پاسخ شماتیک یکی از درجات آزادی در حوزه غیرخطی6شکل 

 از: عبارت استنهایتاً روند الگوریتم در بررسی تناوب پاسخ سیستم و محاسبه دوره تناوب احتمالی 

 هستند.تر های محلی: کلیه نقاطی که از هر دو نقطه مجاورشان بزرگاستخراج قله (1

  𝜀𝑝ضرب ماکزیمم مطلق کل پاسخ در  :قله قبولقابلمحاسبه خطای  (2

( 2ز مقدار متناظر )( که اختلافشان با قله ماکزیمم مطلق پاسخ کمتر ا1انتخاب مواردی از مرحله ) های مطلق:تعیین قله (3

 است.

مان متناظر با قله د: محاسبه اختلاف ز( بیش از سه عدد بو3های احتمالی: اگر تعداد جمعیت مرحله )محاسبه دوره تناوب (4

ی اوب احتمالوره تنددوم و اول تحت عنوان دوره تناوب احتمالی اول و اختلاف زمان متناظر با قله سوم و دوم تحت عنوان 

 خروج از روند. صورت نیا ریغدوم، در 

( کمتر بود: دوره تناوب هر درجه 𝜀𝑡زمانی ) قبولقابلکنترل تناوب: اگر اختلاف دوره تناوب احتمالی اول و دوم از خطای  (5

 صورت خروج از روند.آزادی برابر میانگین دوره تناوب احتمالی اول و دوم، در غیراین

 ( برای تمام درجات آزادی.5( تا )1تکرار مرحله ) (6

ر ک بوده و دپریودی وماً های تناوب، پاسخ عمنظر از برابری دورهاگر تمام درجات آزادی از فیلتر تناوب عبور کنند، صرف (7

 ای که سبب آن پاسخ گشته مشمول مودهای نرمال غیرخطی است. مسائل ارتعاش آزاد آن شرایط اولیه

 روش تناوب مستقل -3-3

 مراتبسلسلهعنوان ابزار اصلی استخراج مودهای نرمال غیرخطی، گام بعدی استخراج سازی الگوریتم تناوب مذکور بهپس از آماده

های محاسباتی مختلف فعال در این زمینه با شروع از مودهای نرمال خطی و بسط ودهای نرمال غیرخطی هدف است. عموماً روشمحاسبه م

پردازند. این رویکرد در کنار مزایایی که دارد، از های غیرخطی به یافتن مودهای نرمال غیرخطی میها به سمت نواحی و انرژیپاسخ

گذاشته  پاسخیبرا  سؤال، همواره یک ]29[تواند به بیش از تعداد درجات آزادی تجاوز کند ودهای غیرخطی میآنجائیکه اثبات شده تعداد م

های محتمل است. اولین گام در راستای مواجهه با این مشکل تبری جستن از وابستگی به شرایط اولیه و آن پوشش داده شدن تمامی پاسخ

رو تنها راهکار اینکند. ازهای جدید به پاسخ پیشین نمود پیدا میز مودهای خطی و وابستگی پاسخواسطه آغاز امسئله است که در اینجا به

بایست دامنه پیوستار مسئله خواهد بود. بدین منظور، ابتدا می قبولقابلهای محتمل با پذیرش خطای پذیر بررسی کلیه پاسخامکان

𝜀𝑝 

𝜀𝑡 
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اعمال شود. هر چه رزولوشن  رشیپذقابل، حدود خطای قبولقابل رزولوشنسازی و با تعیین واسطه گسستهمشخص شده و سپس به

های محاسبات نیز بیشتر خواهد ی بالاتر و بالتبع هزینهپوشانهمها بهتر، تمایل آنها به پیوستگی نسبی و باشد، دقت پاسخ تربزرگمنتخب 

کند. در حقیقت برقراری تعادل میان حصول دقت مکفی در حل یتر مها را محتملپاسخ دادنازدستبود. در نقطه مقابل رزولوشن کمتر 

 در تخمین رزولوشن بهینه هستند.  کنندهنییتعهای محاسباتی از سمت دیگر عوامل و کاهش هزینه طرفکیازمسئله 

شود، میای است که سبب ارتعاش متحد درجات آزادی یک سیستم ارتعاش آزاد در مسئله حاضر که شامل یافتن شرایط اولیه

عنوان ورودی به مسیر کاندیداهای احتمالی پاسخ شامل یک زوج تغییرمکان اولیه و سرعت اولیه برای هر درجه آزادی هستند که به

توابع  ازیموردنانتساب متغیرهای ورودی  بعدی تحلیل سیستم دارای مصالح غیرخطی تحت ارتعاش آزاد نامیرا است. مرحله گامبهگام

ها در هر گام است. ای زمانی برای محاسبه پاسخباشد و به معنی انتخاب بازههدف می 12دامنه زمانیددی است که اولین آنها گیری عانتگرال

کند و در کنار گیری میمقدار اسکالر مثبتی است که خطای نسبی متناظر با بزرگی هر مولفه پاسخ را اندازه 𝑅𝑒𝑙𝑇𝑜𝑙تلورانس خطای نسبی 

گیر هنگامی قابل ام انتگرال 𝑖سنجد. نهایتاً خطای متناظر با تکرار مقادیر قابل صرف نظر پاسخ را می 𝐴𝑏𝑠𝑇𝑜𝑙آن تلورانس خطای مطلق 

اخوانی کوچکتر باشد. پس از فر ام 𝑖قبول است که هم از تلورانس خطای مطلق و هم از ضرب تلورانس خطای نسبی در مقدار مطلق پاسخ 

و اعمال این مقادیر و شرایط اولیه به سیستم دارای مصالح غیرخطی تحت ارتعاش آزاد نامیرا،  1-3مسیر گام به گام ارائه شده در بخش 

عنوان ورودی برای آن پاسخ هر درجه آزادی قابل حصول بوده و زمینه لازم برای بررسی شدنش توسط الگوریتم تناوب آماده شده و به

واسطه شرایط توانند از فیلتر الگوریتم تناوب عبور کنند؛ انرژی کل سیستم بر اثر تحریک بهشود. در خصوص کاندیداهای که میتعریف می

تر نیز بیان شد، انرژی کل از جمع انرژی جنبشی و انرژی طور که پیشبایست محاسبه شود. در این زمینه، همانمتناسب با آن پاسخ می

واسطه به علت یکسان بودن مولفه نیروی اینرسی در تمامی معادلات حرکت و نیز این حقیقت که انرژی جنبشی به شود.پتانسیل حاصل می

گیری از آن قابل دسترسی خواهد بود، مقدار انرژی جنبشی متناظر با هر درجه آزادی از رابطه ای ثابت قابل محاسبه خواهد بود. انتگرال

آور قرار ی نیروی سختی متناظر با هر طبقه قابل دسترسی است و وابسته به اینکه در کجای معادله پوشگیرانرژی پتانسیل نیز از انتگرال

( جزئیات محاسبه انرژی کل سیستم در 4دارد، به سادگی با محاسبه سطح زیر نمودار در هر درجه آزادی قابل دسترسی خواهد بود. رابطه )

 دهد.هر نقطه پاسخ را نشان می

انرژی کل (4) انرژی جنبشی∑= انرژی پتانسیل∑+ =∑(0.5 ∗ 𝑚𝑖 ∗ 𝑥̇𝑖
2)

𝑛

𝑖=1

+∑(∫𝑓𝑆,𝑖  𝑑𝑥𝑖)

𝑛

𝑖=1

 

بیانگر نیروی سختی متناسب با  𝑓𝑆,𝑖ام،  𝑖بیانگر جرم طبقه  𝑚𝑖بیانگر تعداد درجات آزادی،  𝑛بیانگر شماره طبقه،  𝑖که در آن 

عنوان جابجایی در آن به 𝑥𝑖ام است. بدیهی است از آنجاییکه مقادیر  𝑖بیانگر جابجایی متناظر در رابطه نیروی سختی طبقه  𝑥𝑖ام و  𝑖طبقه 

نهایتاً معادله سختی درنظر گرفته شده است، در هر طبقه این مقدار بر پایه اختلاف جابجایی بالا و پایین آن طبقه در نظر گرفته شده است. 

ترین گزینه برای محاسبه موهای نرمال ها و نقاط دوشاخگی، آن را تبدیل به مطمئنتناوب مستقل در جذب تمام تغییر جهتتوانایی روش 

 نشان داده شده است. 7کند. سلسله مراتب روش تناوب مستقل به اختصار در شکل ها میغیرخطی سازه

متر تغییرات برای هر یک از درجات سانتی 6بازه دی مذکور، خاص در زمینه استخراج مودهای نرمال غیرخطی سازه فولا صورتبه

متر به دامنه مذکور در هر دو راستای مثبت و منفی  0001/0متر معادل میلی 1/0رزولوشن بررسی  مضافاًگرفته شده است.  در نظرآزادی 

تر نیز بیان شد، با فرض مقداری یکسان برای بیشینه دامنه جابجایی در یک پاسخ مشخص، اعمال طور که پیشاعمال شده است. همان

جابجایی محور قائم نمودار است و  مانندبهسرعت اولیه )شیب پاسخ در زمان صفر( همراه با کاهش جابجایی اولیه متناظر خواهد بود که 

عنوان متغیرهای های اولیه بههای اولیه اعمال و سرعتها تنها به جابجاییدودیترو مقادیر محاینپاسخ جدیدی را منتج نخواهد شد. از

اند. بدیهی است به لطف الگوریتم تناوب نیازی به معرفی متغیری برای دوره تناوب نبوده و این وابسته به آنها برابر صفر در نظر گرفته شده

گیری عددی دامنه زمانی برابر بازه شود. در حیطه انتگرالی پریودیک محاسبه میهاعنوان خروجی الگوریتم اتوماتیک برای پاسخمقدار به

فرض   9−10و تلورانس خطای مطلق برابر   6−10تلورانس خطای نسبی برابر  مضافاًصفر تا یک ثانیه در هر گام در نظر گرفته شده است. 

                                                           
1 2 tspan 
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قرار  𝜀𝑡( و برابر با خطای قابل قبول زمانی 001/0درصد ) 1/0برابر  𝜀𝑝شده است. در حیطه الگوریتم تناوب، مقدار خطای قابل قبول قله 

نیوتون بر متر به ترتیب برای سختی اولیه طبقه اول و سختی اولیه طبقه دوم در نظر  6850000و  9600000داده شده است. نهایتاً مقادیر 

 کیلوگرم به هر طبقه منتسب شده است. 4000و جرمی برابر با  گرفته شده

 

 روش تناوب مستقل مراتبسلسله: 7 شکل

 یاعتبارسنج -4
 روش اجزا محدود -1-4

ر مورد بمنطبق  بندی و سایر جزئیات کاملاًجزئیات مدل پایه تحت تحلیل در بخش سوم شامل هندسه و ابعاد، اتصالات، مش

ایی آزمه جهت راستیبرو اینبوده و تنها جزئیات بارگذاری و مشخصات مصالح آن تفاوت کرده است. از ]35[آزمایشگاهی معرفی شده در 

در  وتنیلونیک 4/549، نیرویی معادل ]35[های پیشین، مطابق جزئیات بارگذاری مذکور در روش اجزا محدود به کار گرفته شده در بخش

ر تراز طبقه اول و یک د 2به ستون شماره  وتنیلونیک 5/183یک نیروی جانبی به بزرگی ها در تراز بام، کدام از ستونراستای محور هر

-ت مذکور در محیط نرمدر تراز طبقه اول وارد شده است. پس از اعمال جزئیا 4به ستون شماره  وتنیلونیک 8/91نیروی جانبی به بزرگی 

ترسیم شماتیک جزئیات هندسی  استخراج شده و در کنار 4تون شماره غییرمکان در محل اثر بار جانبی ست -و رابطه نیر ABAQUSافزار 

  است.  مشاهدهقابل 1جزئیات ترسیمی توزیع تنش پس از اعمال بارگذاری مذکور در شکل  مضافاً آورده شده است.  8مدل در شکل 

 

 ]35[: ترسیم شماتیک سازه تحت بررسی و نتایج اعمال بارگذاری 8شکل 

 مستقلروش تناوب  -2-4

واسطه در ابتدای روند حل مسئله، گام بعدی اعتبارسنجی روشی است که به کاررفتهبهپس از اعتبارسنجی مدل روش اجزا محدود 

اند. در این راستا، مثالی فراگیر که در بسیاری از تحقیقات مرتبط با این حوزه بررسی شده است را آن مودهای نرمال غیرخطی محاسبه شده
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 . ترسیم شماتیک سیستم مذکور در]28[کارگیری روش تناوب مستقل تحت تحلیل قرار داده و نتایج با هم مقایسه شده است با به مجدداً

 ( آمده است.5و جزئیات متناظر با معادلات دیفرانسیل آن در رابطه ) 9شکل 

(5) {
𝑥̈1 + (2𝑥1 − 𝑥2) + 0.5𝑥1

3 = 0

𝑥̈2 + (2𝑥2 − 𝑥1) = 0                
} 

 

 ]28[نمونه مورد بررسی در  : ترسیم شماتیک9 شکل

 انطول کمعنوان معیار مود نرمال غیرخطی بودن با روش شبه برگرفته از ترکیب تکنیک شوتینگ به ]28[روش مورداستفاده در 

طه یان شد، نقبتر نیز که پیش گونهنهماذکر است باشد. شایانستار میهای پیوعنوان یابنده پاسخ بعدی در محیطی متشکل از پاسخبه

مودار نعنوان نقاط اولیه در نظر گرفته شده است، مقادیر متناظر با مودهای نرمال خطی است که در به ]28[آغازین نمودار که در روش 

است در  آمدهدستبهنیز  ]28[شود. بخشی از نتایج که توسط رژی منعکس میواسطه خطی افقی در سطوح پایین انرکانس بهف - انرژی

ی گی از نمایپاسخ، جزئیات دوشاخ نمایش بهتر توانایی روش تناوب مستقل در جذب دوشاخگی به جهت، مضافاً آمده است.  10شکل 

 ار مودهای نرمالنمای نزدیک شامل بخش ناپاید قرمزرنگچین خط خصوصنیدراتر ترسیم شده است. تر و با جزئیاتی بیشنزدیک

ره ضارب آن دواشد، مباقعی نمود خارجی ندارد. از آنجائیکه اگر سیستمی تحت مقدار دوره تناوبی پریودیک غیرخطی است که در دنیای و

شکل  فاز بهعنوان مضارب مود نرمال غیرخطی همهای طوسی رنگ بهچینشوند، خطهای تناوبی آن سیستم محسوب میتناوب نیز بازه

 اند. اضافه شده

            

     

 ی )بالا( و نمای نزدیک دوشاخگی آن )پایین(اعتبارسنجفاز سیستم تحت فاز و غیرهمودهای نرمال غیرخطی هم: م10شکل 
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یک از مطالعات پیشین هایی است که در هیچدوشاخگی ها وذکر است روش تناوب مستقل قادر به یافتن پاسخشایان

منظور نمایش بهتر جزئیات از مقادیر دوره تناوب در محور اشاره کرد که به 11توان به شکل عنوان نمونه میاند که بهی نبودهدسترسقابل

 ورداستفادهستقل ممعمودی بهره گرفته شده است. در نهایت، با استناد نتایج ارائه شده کفایت نسبی روش اجزا محدود و روش تناوب 

 مشهود است. 

 
 7:4و  5:3های داخلی شامل رزونانس ]28[مازاد بر  آمدهدستبههای هایی از دوشاخگی: نمونه11 شکل

 نتایج -5

با هدف  3-1پس از اعتبارسنجی ابزار مورداستفاده در مسیر تحلیل، روش تناوب مستقل بر سازه فولادی دوطبقه مذکور در بخش 

های محتمل دانست؛ ا راه پوشش کلیه پاسختوان تنهگیر است، ولی آن را میزمان نسبتاًای ارزیابی آن اعمال شد. اگرچه روش جاری پروسه

کند. یکی دیگر از مزایای این رویکرد عدم مواجهه با مفهوم ها عمل میچرا که فارغ از اثرات هرگونه فرضیات اولیه و وابستگی به سایر پاسخ

و در  قبولقابلهای برای عبور پاسخواگرایی در بدنه روش تناوب مستقل است؛ چراکه الگوریتم نوین تناوب در مرحله قبل فیلتر مناسبی 

عملکردی آنها شود،  ارتقاءتواند سبب ها نیز میدهد. امکان ترکیب الگوریتم نوین تناوب با سایر روشارائه می رشیپذقابلحیطه خطاهای 

عنوان روشی توان بهمستقل را میبالاتر ببرد. نهایتاً روش تناوب  مراتببههای پیوستار را تواند سرعت روشچرا که با حذف یک متغیر می

ها در یافتن تمامی مودهای نرمال غیرخطی مسائل جدیدی دانست که ممکن است طی آنها مودهای جهت اعتبارسنجی سایر روش اتکاقابل

 𝑀𝐴𝑇𝐿𝐴𝐵 افزارنرمال خطی تنها نقاط آغاز پاسخ نباشند. در مطالعه حاضر، کلیه جزئیات مذکور از روش تناوب مستقل در محیط نرم

های فضای فازی و احجام فرکانس، منحنی-کدنویسی شده و تحت اجرا قرار گرفته است و نهایتاً نتایج حاصل از آن در قالب نمودار انرژی

 پیوستار مودهای نرمال غیرخطی ارائه شده است.شبه

 فرکانس -وابستگی انرژی -1-5

پذیر نیست؛ رکانس امکانف - حرکت غیرخطی عملاً به دلیل وابستگی انرژی جداسازی زمان و جابجایی درجات آزادی در معادلات

در راستای  متعاقباًهای غیرخطی در راستای مودهای نرمال غیرخطی و تواند ابزاری مناسب برای ترسیم پاسخدر نتیجه ترسیم این رابطه می

های رکانس متناظر با سازه فولادی مذکور ترسیم شده و پاسخف - ژیرابطه انر 12رو در شکل اینها باشد. ازتفسیر دینامیک غیرخطی سازه

 منظور یک تخمین گرافیکی بهتر، شکلنهایتاً به. اندمنظور تفکیک بهتر رفتار پایه حذف شدههای اصلی بهتکراری متناظر با مضارب پاسخ

ها به یک تبادل انرژی بین مود نرمال غیرخطی دوم با پاسخ دهد که به معنی تمایلرا نشان می 1:3تر از رزونانس داخلی نمایی نزدیک 13

گیرد که اگر پاسخی تحت دوره تناوبی مضرب سوم از مود نرمال غیرخطی اول است و منطق توجه به این مضارب از این مفهوم نشات می

س دوره تناوب است بدین معنی است که متناوب باشد، در مضارب آن دوره تناوب نیز متناوب است و بسط این مفهوم به فرکانس که معکو

1ضرایب 

2
 ،1

3
 ،1

4
 کند.هایی است که شرط متناوب بودن را ارضاء میفرکانس نیز جزو پاسخ-و ... از مود نرمال غیرخطی اول در زیرحوزه انرژی 

نگ متناظر با مودهای نرمال های طوسی رچینهای قرمز رنگ مضارب دوره تناوب مود نرمال غیرخطی اول و نقطهچینذکر است خطشایان

  خطی اول و دوم هستند که با تغییر انرژی ثابت مانده و تطابق نسبی مناسبی با پاسخ سازه غیرخطی در سطوح انرژی پایین دارند.
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 رکانس ف - انرژی حوزه یرزهای متناسب با مودهای نرمال غیرخطی در : کلیه پاسخ12 شکل

 

 1:3نمایی نزدیک از رزونانس داخلی : 2شکل 

 مودهای نرمال غیرخطی شبه پیوستار -2-5

قدار واحد نها به مبا مقیاس کردن یکی از آ گاهاًهای بین مقادیر درجات آزادی و مودهای نرمال خطی عموماً در قالب نسبت

غیرخطی  رابطه فاً مضای در سطوح مختلف انرژی و مودهای نرمال غیرخط رییدر حال تغ دائماً شوند؛ ولی به دلیل ذات نمایش داده می

ی از سیار محدودعداد ب)منحنی( در هر نقطه زمانی، مسیر ترسیم متفاوتی برای نسخه غیرخطی آنها لازم است. سایر تحقیقات به ترسیم ت

ای ستار در فضمی شبه پیوتا از ترسیاند. در این مقاله سعی شده هایی با انرژی مشخص اکتفا نمودهنقطههای مودال غیرخطی در تکمنحنی

مال غیرخطی متناظر با مودهای نر 14در این زمینه شکل بعدی بین انرژی و جابجایی درجات آزادی جهت نمایش آنها بهره گرفته شود. سه

مودهای  16ل کشهایی از اواسط مود نرمال غیرخطی دوم و مودهای نرمال غیرخطی متناظر با بخش 15مود نرمال غیرخطی اول، شکل 

 دهد.را نشان می 1:3نرمال غیرخطی در انتهای رزونانس داخلی 
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 فازهم: مودهای نرمال غیرخطی در اوایل )تصویر راست( و اواخر )تصویر چپ( ارتعاش غیر3 شکل

 
 فازهماخر )تصویر چپ( ارتعاش غیر: مودهای نرمال غیرخطی در اوایل )تصویر راست( و او4 شکل



 نجمن مهندسی سازه ایرانا                                                                                                                                                                                                              امتیازصاحب

 

 207 تا 186، صفحه 1401، سال 3 ، شماره9مهندسی سازه و ساخت، دوره پژوهشی  –علمی نشریه  205

 

 
 )تصویر چپ( 2:5)تصویر راست( و رزونانس داخلی  1:2: مودهای نرمال غیرخطی متناظر با رزونانس داخلی 5 شکل

 های فضای فازی منحنی -3-5

های معنوان متغیری مستقل در سیستراهی تغییرناپذیر در این حیطه، در نظر گرفتن سرعت بهواسطه ترویج تکنیک دوبه

وستگی ه در اصل پینیست، چرا ک ازلطفیخالغیرخطی در فضای فازی مرسوم شده است. البته ارائه روابط این متغیرها در مسائل نامیرا نیز 

سرعت( در ای ثانویه )رابطه متغیره رونیازاکشد. ها در هر ناحیه و نیز بیان مودهای نرمال بر پایه متغیرهای ثانویه را به تصویر میپاسخ

مودهای نرمال  17در این راستا شکل های فضای فازی ارائه شده است. قالب یکی از متغیرهای اولیه )جابجایی( تحت عنوان منحنی

 .دهدن میهایی از مود دوم را نشامودهای نرمال غیرخطی فازی متناظر با بخش 18غیرخطی فازی متناظر با مود اول و شکل 

 
 : مودهای نرمال غیرخطی متناظر با مود اول6 شکل

 
 هایی از مود دوممودهای نرمال غیرخطی متناظر با بخش :7 شکل
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ل در تشکی ردیعنوان ابزاری کاربرغم عدم اعتبار اصل جمع آثار قوا در ناحیه غیرخطی، مودهای نرمال غیرخطی بهنهایتاً علی

 رخطی مودالامترهای غیها و استخراج پارپذیری، مطالعه فرکانس سازهها، اکتشاف آسیبهای کاهش مرتبه یافته، پایش سلامت سازهمدل

 محققان بسیاری قرار گرفته شده است. موردتوجهرو در دهه اخیر اینمورد کاربرد بوده و از

 گیرینتیجه -6

دین شناخت بنیا پس ازرو اینها هستند. ازمناسب برای تحلیل و تفسیر رفتار غیرخطی سازهخطی ابزاری غیرمودهای نرمال 

. در ائه شده استرمال غیرخطی ارسازی تا انتهای استخراج مودهای ناز ابتدای مدل محاسباتشان مراتبسلسلهتعاریف و مفاهیم پایه آنها، 

 ایه روش اجزا محدود،تحت غیرخطی مادی بر پ آزاد درجه چند هایسازه مانای حرکت معادلات هایمؤلفه استخراجاین زمینه، پس از 

 این ابزار برهیاتکبهای غیرخطی پیشنهاد و جزئیات آن ارائه شده است. پس از آن مسیری جهت تحلیل ارتعاش آزاد این نوع از سیستم

 الگوریتم این بسط با و شده ارائه غیرخطی نرمال ایموده شناسایی جهت نوین یتمیالگورعنوان نقطه شروع حل مسئله، گر پاسخ بهمحاسبه

 منظور، بهآن از پس .تاس گردیده فراهم مسئله حیطه در غیرخطی نرمال مودهای کلیه استخراج امکان، حاصله مانا دیفرانسیل معادلات بر

 آن از، تبارسنجیاع از پس و ایجاددارای مصالح غیرخطی  فولادی طبقه دو سازه یک محدودی اجزا مدل، پیشنهادی روش عملکرد بررسی

 اعتبارسنجی از پسهایتاً، ن. ه و امکان تحلیل ارتعاش آزاد آن فراهم گردیده استشد گرفته بهره مانا دیفرانسیل معادلات تشکیل راستای در

 سازه های فضای فازیو منحنی رکانسف - یانرژ هایمنحنی، پیوستار شبه غیرخطی نرمال مودهای احجام، مستقل تناوب نوین روش

 .ارائه شده است مذکور

های محتمل، خ، پوشش کل پاسبعدی پاسخ یافتن در و فرضیات محدودکننده پیشین هایپاسخ به وابستگی ماز منظر کلی، عد

 یک به حدودیم اجزا مدل بسط ، معرفی مسیرآزادی درجه هر در متفاوت هایفرکانس با غیرخطی نرمال مودهای به دستیابی امکان

بدنه روش  واگرایی در عدم مواجهه با مفهومهای تحت غیرخطی مادی، ، تسهیل مسیر تحلیل ارتعاش آزاد سازهمانا حرکت معادلات مجموعه

ه و زمان وین روش مورداستفادناز مزایا و دستاوردهای  داخلی هایرزونانس تمامی جذب و گیری از فیلتر الگوریتم تناسببهره واسطهبه

 مراتبهسلسلزئیات جکلیه  بارنیاولهای نسبی اجرای پروسه از معایب آن است. نهایتاً، این مقاله برای بالا و بالتبع هزینه نسبتاًتحلیل 

در نظر  ز این منظراخطی آنها ای نوین به روی تحلیل غیرتواند پنجرههای عمرانی را ارائه نموده و میاستخراج مودهای نرمال غیرخطی سازه

 گرفته شود. 
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