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In this article, lateral-torsional stability of axially functionally graded (AFG) 

non-prismatic beam with doubly symmetric thin-walled cross-section under 

transverse loading is investigated. Material properties of FG beam with variable 

cross-section are supposed to vary through longitudinal direction of the 

constituents according to simple power-law distribution (P-FGM). Based on 

Vlasov’s model and using small displacements theory, the governing equilibrium 

equations are derived through the energy principle for AFG web and/or flanges 

tapered I-beams. The differential quadrature method is then selected to 

numerically solve the resulting system of governing fourth-order differential 

equations with variable coefficients. In this approach, a non-uniform mesh point 

distribution (Chebyshev-Gauss-Lobatto) is used for provide accuracy of solutions 

and convergence rate. Finally, the lateral-torsional buckling loads are calculated 

by solving an eigenvalue problem of the obtained algebraic system. In the case of 

homogenous members with variable cross-section, the outcomes of this work are 

compared with the available benchmarks and there is an excellent agreement. 

Finally, the impacts of involved parameters such as boundary conditions, load 

height parameter, power law index and web and flanges tapering ratios on the 

non-dimensional lateral buckling load are discussed. The results of this research 

reveal that the impacts of non-uniformity in the cross-section and gradient index 

play significant roles on lateral-torsional stability behavior of tapered I-beams. 

Furthermore, the highest buckling capacity is acquired when the transverse load 

is applied to the bottom flange. 
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تحلیل کمانش جانبی تیر جدار نازک با مقطع متغیر از جنس مواد مدرج تابعی تحت 

 شرایط مرزی مختلف 
 *3، احمدرضا قاسمی2، فهمیه سجادی نژاد1معصمومه سلطانی

 استادیار، دانشکده مهندسی، دانشگاه کاشان، کاشان، ایران -1
 ایران دانشجوی کارشناسی ارشد، دانشکده مهندسی، دانشگاه کاشان، -2

 دانشیار، دانشکده مهندسی مکانیک، دانشگاه کاشان، کاشان، ایران -3

 چکیده
پیچشی تیر غیرمنشوری با مقطع جدار نازک متقارن ساخته شده از مواد مدرج تابعی تحت بارگذاری -در این پژوهش پایداری جانبی

طور پیوسته تغییر تابع توزیع توانی در راستای طول عضو بهاست. خواص مکانیکی ماده مدرج براساس عرضی مورد مطالعه قرار گرفته

کند. نسبت پواسون بعلت تغییرات اندک در مواد مهندسی ثابت فرض شده است. معادلات دیفرانسیل حاکم بر پایداری تیر جدار نازک می

رشی به کمک روش انرژی استخراج شده های بنظر نمودن از تغییر شکلناهمگن براساس فرضیات حاکم بر تئوری کلاسیک ولاسو و صرف

گردد. در ادامه، معادلات پایداری حل می دستگاه سپس، با استفاده از روش عددی مربعات دیفرانسیل و فرضیات حاکم بر این روش،است. 

کمانش بحرانی  ر باربا توجه به شرایط مرزی حاکم بر اعضای جدار نازک با مقطع متقارن و با استفاده از روش حل مقادیر ویژه، مقدا

تاثیر پارامترهای  شود. پس از صحت سنجی نتایج و اثبات دقت و کارآمدی روش مذکور در خصوص تیر همگن با مقطع متغیر،محاسبه می

 بر روی بار شکل-Iرخ تغییر ابعاد بال و جان نیممحل اعمال بار عرضی، توان ماده مدرج تابعی و شرایط مرزی گوناگون، مختلف همچون 

دهد که تغییر ابعاد مقطع و شاخص کسر مورد ارزیابی قرار گرفته است. نتایج حاصل از این تحقیق نشان میکمانش جانبی بدون بعد 

بیشترین ظرفیت کمانشی مربوط به ای دارد. همچنین در تمامی شرایط، پچشی تیر ماهیچه-حجمی تاثیر بسیاری بر پایداری جانبی

 گردد.رخ اعمال میبال پایین نیمحالتی است که بار عرضی به 
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 مقدمه -1
مورد استفاده  یهوافضا و خودرو ساز سازه، یجمله مهندس ها ازنهیاز زم یاریطور گسترده در بسهکه ب یاسازه یهااز جمله المان

سازی ها در مصرف اقتصادی مصالح و بهینهاستفاده از این اعضا به علت توانایی آن نازک اشاره کرد.توان به مقاطع جدار یاند، مقرارگرفته

در فواصل مناسب توسط با مقطع جدار نازک باز  ریت یبال فشار کهیدر صورت رو به افزایش است.شده ذکر  یهانهیزموزن سازه، در 

. از شودیدچار کمانش م ،قوی خودحول محور  ی ناشی از لنگر خمشیفشار یهاباشد، تحت تنشمهار نشده یکافی جانب یهاگاههیتک

 نیکه ا، مقطع خواهد بود چشیهمراه با پ یرو کمانش بال فشار نیاز ا به کمانش نداشته و یلیکه تحت کشش قرار دارد، تما یبال یطرف

 دیگر و راکتورها و هاتوربین هوافضا، صنایع پرقدرت موتورهای توسعه با اخیر هایسال در .شودیم نامیده یجانب-یچشیکمانش پ دهیپد

 استفاده ایلایه کامپوزیت مواد از نیاز این رفع برای مهندسان .است شده احساس بالا حرارتی و مکانیکی مقاومت با مواد به نیاز ها،ماشین

 مقاومت که مرکب ایماده طرح مشکل این به توجه با. گردیدمی شدن لایه لایه پدیده مواد موجب این در حرارتی هایکردند که تنش

 اولین برای ژاپن در 1310 سال در مواد علم بنابراین دانشمندان. کرد پیدا ضرورت لایه نشود، لایه همچنین و باشد داشته مناسب حرارتی

 ساختار ناهمگنی ریز با کامپوزیتی مواد تابعی، مواد .نمودند پیشنهاد بالا حرارتی تحمل با مواد عنوانبه را 1(FGMمدرج تابعی) مواد بار،

بعلت تغییر تدریجی نسبت مواد . کندمی تغییر جسم دیگر سطح به سطح یک از پیوسته و ملائم طوربه هاآن مکانیکی خواص که، باشندمی

ر بارگذاری حرارتی و مکانیکی بود، رفع های پسماند و یا در اثای که ناشی از تنشهای لایهترکیبی، مشکل پیدایش ترک در کامپوزیت

 گردید.

در رابطه با تحلیل دینامیکی و کمانشی این اعضا  های جدار نازک تاکنون مطالعات مختلفیرخشمار نیمباتوجه به کاربرد بی 

فرد خود توجه پژوهشگران بسیاری را به خود معطوف ساخته تا علاوه براین، مواد مدرج تابعی با خواص منحصر به است.صورت گرفته 

معادلات پایداری حاکم بر تیرهای جدارنازک منشوری را با در نظر  2اتاردمطالعات متعددی را در این زمینه انجام دهند. به عنوان مثال، 

بار کمانش بحرانی و فرکانس طبیعی ارتعاش را برای تیر تیموشنکو  [2همکاران ]و 3 . شهبا[1] اج نمودهای برشی استخرگرفتن تغییر شکل

روش اجزای محدود محاسبه  بر اساسبه شرایط مرزی کلاسیک و غیر کلاسیک و با ارائه یک روش عددی جدید  با توجهبا مقطع متغیر 

ی بوسیله روش مواد مدرج تابع بررسی خصوصیات ارتعاش آزاد تیر ساخته شده از [ در پژوهشی به3و همکاران ] 0. الشرباگی[2] نمودند

ی مواد مدرج تابعبه تحلیل ارتعاش آزاد یک تیر تیموشکو دوار ساخته شده از [ 0]و همکاران  0در ادامه، مهانتی .المان محدود پرداختند

عسگریان و ، 2113کرد. در سال پرداختند که خصوصیات مکانیکی مصالح در راستای ضخامت تیر به صورت تابع نمایی و یا توانی تغییر می

ای همگن با مقطع جدار نازک باز نامتقارن را مورد بررسی قرار دادند. جانبی تیر ماهیچه-[ در پژوهشی کمانش پیچشی0همکاران ]

بعدی دینامیکی و انتشار موج تنش در صفحات ضخیم مدرج تابعی در برابر بار فشاری ناشی از ضربه [ به تحلیل سه1ن ]یاو کدخدا 1ظفرمند

طور پیوسته و بر اساس تابع توزیع توانی در راستای ضخامت پرداختند. در تحقیقی که انجام دادند فرض شد که خواص مکانیکی ماده به

ای با مقطع نامتقارن با استفاده از یک روش اجزاء محدود بر مبنای بسط عاش آزاد تیر جدار نازک ماهیچهمتغیر است. تحلیل پایداری و ارت

ها به بررسی پایداری [ ارائه گردیده است. در تحقیقات آن1، 7درجه آزادی در هر گره توسط سلطانی و همکاران ] 7سری توانی و با 

[ یک روش عددی را برای تحلیل 3و ماژک ] 7شوارتسمنختلف پرداخته شده است. پیچشی تیرهای فولادی تحت شرایط مرزی م-خمشی

ریتز بار کمانش -[ به کمک روش عددی رایلی11] 1کوش .ی بر روی بستر الاستیک ارائه دادندمواد مدرج تابعپایداری تیر ساخته شده از 

تحلیل [ به 11و اختراعی طوسی ] 3ژرفی. در پژوهشی دیگر مودای دوسر مفصل با مقطع متقارن تعیین نپیچشی را برای تیر ماهیچه-جانبی

[ به حل تحلیلی 12و همکاران ] 11حیدری رارانی. پرداختند خزشی دیسک دوار ساخته شده از مواد مدرج تابعی با پروفیل غیریکنواخت
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ی تقویت شده با نانو لوله های کربنی مدرج تابعی واقع بر بستر الاستیک پرداختند. در این مطالعه، معادلات ارتعاشات آزاد نانو ورق دولایه

[ ارتعاش 13و همکاران ] 11وانگ حاکم با استفاده از روش انرژی و تئوری غیرمحلی ارینگن استخراج و با استفاده از روش ناویر حل شدند. 

وسیله تابع توزیع ی دوجهته را بررسی کردند که در آن خصوصیات مصالح در امتداد طول به مواد مدرج تابعاد تیرهای ساخته شده از آز

هایی [ در پژوهش17-10و همکارانش ] 12کند. نگویانتوانی با شاخص کسر حجمی دلخواه و در راستای ضخامت به صورت نمایی تغییر می

رخ جدار نازک باز از جنس مواد مدرج را به کمک روش اجزای محدود بررسی کردند. و پایداری تیر منشوری با نیم رفتار خمشی، دینامیکی

کند. در پژوهشی، خصوصیات مکانیکی مصالح در راستای ضخامت باتوجه به قانون توزیع توانی تغییر میدر این مقالات فرض شده است که 

[ یک حل بسته را به 13و چانگ ]  10ای مدرج تابعی دو جهته را مورد بررسی قرارداد. چنایره[ کمانش حرارتی ورق د11] 13یوسف زاده

 .برنولی ارائه دادند-منظور تعیین نمودن فرکانس طبیعی ارتعاش تیر مدرج تابعی با نرخ توانی در راستای ضخامت با فرض مدل تیر اویلر

آزاد نانو ورق مرکب مستطیلی تابعی هدفمند در محیط حرارتی پرداختند.  [ در پژوهشی به تحلیل ارتعاش21و همکاران ] 10خورشیدی

 یینما یشکل برش ییرتغ یتئور ییهبر پا ی ارینگنمحلیرغ ییسیتهالاست مدلنانو ورق مرکب، از  یعیدست آوردن فرکانس طببه یها براآن

بررسی و تحلیل ارتعاش آزاد تیر مدرج تابعی با مقطع متغیر با استفاده روش چبیشف به [ 21و همکارانش ] 11. ژایواستفاده نمودند

[ در تحقیقی دیگر ارتعاش آزاد تیر ساخته شده از مواد مدرج را براساس فرضیات تیر تیموشنکو بررسی کردند 22و چانگ ] چن پرداختند.

[ پایداری تیر تیموشنکو یک سرگیردار با 23. سلطانی و عسگریان ]کندکه مدول یانگ در راستای ضخامت به صورت تابع توانی تغییر می

مقطع متغیر و ساخته شده از مواد مدرج تابعی با نرخ توزیع نمایی و توانی را به کمک یک روش المان محدود جدید با یک درجه آزادی در 

سر مفصل با مقطع متقارن از ی دواچهیماهپیچشی تیر -[ رفتار کمانش جانبی20و همکاران ] 17هر گره بررسی کردند. اخیرا رضایی پژند

جنس مواد تابعی دو طرفه که دارای مهار جانبی کافی در طول خود است را با استفاده از روش ریتز مورد مطالعه قرار دادند. همچنین 

انبی تیر جدار [ با استفاده از روش اجزاء محدود اصلاح شده با فرض آزادی دوران در اتصالات به تحلیل پایداری ج20سلطانی و همکاران ]

 ها فقط برای تیرهای دوسر مفصل )آزادی در برابر دوران و تابیدگی( کاربرد دارد.نازک مدرج تابعی با مقطع متغیر پرداختند. روش آن

ساخته توپر  یلیبا مقطع مستط یرمنشوریغ یرهایت یلدر خصوص تحل شدهنجاما تحقیقات یشتربگردد، طور که ملاحظه میهمان

بسیار محدود است  (FGMساخته شده از )و مطالعات صورت گرفته در رابطه با پایداری تیرهای جدار نازک  است یتابعمدرج مواد  شده از

 در[، 20و  23، 1-7، 0در ادامه مطالعات خود در زمینه تیرهای جدار نازک و مواد مدرج تابعی ] نویسندگان بنابراین، [.20-20، 10-17]

 ریتأثای ناهمگن را تحت شرایط مرزی مختلف ارائه داده و پیچشی تیر جدار نازک ماهیچه-اکم بر پایداری جانبیمقاله معادلات ح این

بدین منظور و در مرحله نخست، دستگاه معادلات حاکم بر  اند.خروج از مرکزیت محل اعمال بار عرضی را روی پایداری جانبی بررسی نموده

های کوچک رخ متقارن و از جنس مواد مدرج تابعی براساس فرضیه تغییر شکلای با نیمپیچشی عضو جدار نازک ماهیچه-کمانش جانبی

عادله حاکم براین نوع مقطع شامل آید که دستگاه ممطابق اصول حاکم بر تئوری ولاسو و به کمک اصل پایستگی انرژی پتانسیل بدست می

جا که روش مربعات دیفرانسیلی روشی مناسب برای حل دستگاه از آندو معادله دیفرانسیل مرتبه چهار کوپل با ضرایب متغیر است. 

س مواد تابعی باشد، در این پژوهش با استفاده از این روش پایداری جانبی تیر جدار نازک با مقطع متغیر از جنمعادلات دیفرانسیل می

ای همگن تحلیل و نتایج آن با مقادیر بدست منظور بررسی همگرایی و صحت روش ارائه شده، در ابتدا تیر ماهیچهبررسی شده است. به

در نهایت تاثیر پارامترهای شود. آمده از نرم افزار اجزاء محدود انسیس مقایسه شده که سازگاری و تطابق مطلوبی بین نتایج مشاهده می

گاهی روی مقادیر بار کمانش رخ و شرایط تکیهتوان طرح اختلاط، خروج از مرکزیت بار عرضی، تغییر ابعاد بال و جان نیممختلف مانند 

 پیچشی تیر جدار نازک به صورت دقیق مطالعه شده است.-جانی

 

                                                           
11 Wang 
12 Nguyen 
13Yousefzadeh  
14 Zhao 
15 khorshidi 
16 Lee 
17R-Pajand  
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 بندی مسئلهفرمول -2

قرار دارد،  𝑞𝑧که تحت بارگذاری عرضی  Lجدار نازک با مقطع متغیر از جنس مواد مدرج تابعی و به طول تیر کی 1در شکل 

برابر هستند) باهمشکل، متقارن فرض شده که بال بالا و پایین آن -Iرخ عضو است. نیمشده دادهنشان 
ft fb fb b b  همچنین ضخامت .)

رخ تیر )تار منطبق بر مرکز سطح نیم Oxyz، دستگاه مختصات دکارتی 1( در امتداد عضو ثابت هستند. مطابق شکل ft) هابال و( wtجان )

جایی حاکم بر تیر . میدان جابهبه ترتیب در راستای طولی، جانبی و عمودی هستند zو  x ،yمحورهای  است کهشده گرفتهدر نظر  خنثی(

، تغییر نظر مورداست. در تحلیل کمانشی تیر  شده دادهنشان  1در شکل  رخ تیراز مرکز سطح نیم نسبت به تار خنثی گذرنده جدار نازک

  است. نظر موردها کوچک و تحلیل در محدوده الاستیک خطی مکان

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 های تغییر شکل و شرایط بارگذاری، ب( سیستم مختصات، مولفهشکل-Iالف( تیر جدارنازک با مقطع متغیر  :1 شکل

 

جایی نقاط روی مقطع تیر در راستای محوری، های برشی، میدان جابهتغییر شکلاز  نظر صرفو  ولاسوتئوری کلاسیک  بر اساس

         :دنگردیم فیتعر ریز صورتهبجانبی و عمودی 
( ) ( ) ( )

( , , ) ( ) ( , )
0

v x w x x
U x y z u x y z y z

x x x




  
   

   
       

(1) 
( , , ) ( ) ( )V x y z v x z x  
( , , ) ( ) ( )W x y z w x y x  

که در آن 
0u

 ،v  وw های مرکز سطح تیر در راستای محوری، جانبی و عرضی هستند. جاییبه ترتیب جابه دهندهنشان 

)شود. همچنیناست که زاویه پیچش نامیده می xچرخش عمود بر مقطع تیر حول محور  , )y z  یک متغیر مربوط به خصوصیات هندسی

برای تحلیل پایداری یک تیر جدار نازک،  .شودیمبر روی سطح مقطع تعریف  11سطح مقطع است و با استفاده از تئوری سنت ونان

ی خطی و غیرخطی محاسبه شود. هاترمو با در نظر گرفتن  13تغییرمکان مطابق با تانسور کرنش گرین-ی کرنشهامؤلفه ستیبایم

 : شوندیمزیر تعریف  صورتبهی بزرگ هامکانی کرنش گرین با در نظر گرفتن اثرات تغییر هامؤلفه

*1 1
( )     , , , ,

2 2

j li k k
ij ij ij

j i i j

UU U U
i j k x y z

x x x x

  
  

   

 
      

 
 

 (2) 

                                                           
18 Saint Venant 
19 Green’s Strain Tensor 

O: مرکز سطح 
 

 
y  

 
z 

L 

qz 

x=0 

x=L x 

z 

y 

 

 
M 

 )الف(

 )ب(

bf0 

d0 

tf 

tw 

I-section at x=0   

bfL 

dL 

tw 

tf 

I-section at x=L   

u0 

v 

w 

z 

y 

x 

 

O 

M 
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ij و*

ij باشندیم ریتانسورکرنش بصورت ز یهاجدار نازک مولفه ریت یبرا کرنش هستند. یرخطیو غ یجملات خط: 

(3) 

  *22' ''
2

1
xx

l

xxxx WVU   

*

2

1

2

1
xy

l

xyxy
y

W

x

W

y

V

x

V

x

V

y

U

























 

















 

*

2

1

2

1
xz

l

xzxz
z

W

x

W

z

V

x

V

x

W

z

U

























 



















 

 ریت کی ی کرنش )خطی و غیرخطی( و تغییر مکان مربوط به کلیه نقاط روی مقطع هامؤلفهروابط بین ، (3) تا( 1)با استفاده از معادلات 

 د:نباشیم ریجدار نازک بصورت ز

(0) '

0
      l

xx
u yv zw 

(0) '2


  
 

    
 

xy xy

l l z
y

 

(1) '2


  
 

   
 

xz xz

l l y
z

 

(7) * 2 2 2 21
( ' ' ' ) ' ' ' '

2
xx

v w r yw zv        

(1)  *

xy
w y     

(3)  *

xz
v z      

 همچنین:

(11) * * * 0l l l

yy zz yz yy zz yz           

 رخ تا مرکز سطح است:بیانگر فاصله هر نقطه دلخواه روی نیم r ، پارامتر(7) در رابطه

(11) 2 2r y z  

درنظرگرفته  ریبصورت ز ،قرار داردداخلی  یاثر لنگرخمش بر پیچشی-یتحت کمانش جانب ریت کهیسطح مقطع زمان یبر رو هیاول یتنش ها

 :شوندیم

(12) 00 ,  
 

   
VM My yzzxx xz A AI y

      

در رابطه فوق، پارامترهای
0
xx

و
0
xz

 .همچنین، لنگربه ترتیب تنش عمودی وتنش برشی میانگین ناشی از بارهای وارده هستند 

خمشی )
yM.کرنش -جایی مدنظر، روابط تنشک و با توجه به میدان جابههوبر مبنای قانون  ( ناشی از بارگذاری خارجی روی عضو است

 شوند:حاکم بر مصالح ارتجاعی به شکل زیر تعریف می

(13) ( ) ,    ( ) ,   ( )
xx xx xy xy xz xz

E x G x G x        

 است مدنظردر این پژوهش، تیر با مقطع متغیر از جنس مواد مدرج تابعی  مدول الاستیسیته و برشی هستند. Gو  Eکه در آن، 

سرامیکی  کاملاًپیوسته و تدریجی از خواص  صورتبهاست. خواص ماده در راستای طولی عضو  شدهساختهکه از ترکیب فلز و سرامیک 

جنس مصالح تیر در راستای  کهیدرحالکند. فلزی )آلومینیوم( در سمت راست تغییر می کاملاً)زیرکونیا( در انتهای سمت چپ، به خواص 

است. در این مقاله، فرض شده است که توزیع خواص ماده از قانون اختلاط خطی کسر حجمی مواد  شده گرفتهضخامت ثابت در نظر 

تغییرات ناچیز در مواد  علتبهکند. همچنین نسبت پواسون یر میتابع توزیع توانی در امتداد محور طولی تیر تغی بر اساسپیروی کرده و 

 زیر بیان نمود: صورتبهتوان بنابراین، توزیع ضریب ارتجاعی و برشی در امتداد طول را می است.شدهگرفتهمهندسی ثابت در نظر 



 انجمن مهندسی سازه ایران                                                                                                                                                                                                              امتیازصاحب

 

 32 تا 5، صفحه 1101، سال 1 ، شماره9مهندسی سازه و ساخت، دوره پژوهشی  –علمی نشریه  11

 

(10) 
( ) ( )( )

( ) ( )0.3
( ) ( )

2(1 ) 2.6

mxE x E E EZ A Z L
E x E x

G x G x




  


 




 

 m  امتداد  در را آلومینیوم و حجمی سرامیک کسر ترکیب چگونگی شاخص ناهمگنی ماده نام دارد و است کهعددی مثبت و حقیقی

به ترتیب  Z و Aی هاسیرنویز کند.کند. با افزایش مقدار شاخص مذکور، میزان سرامیک در ترکیب افزایش پیدا میمشخص می طولی عضو

 :استزیر  صورتبهکنند و مقدار مرتبط با ضریب یانگ هریک به خواص فلز و سرامیک اشاره می

(10) : 200 ;  Al : 702 Z AZr E GPa E GPaO   

 پایداری حاکم بر سیستممعادلات  نییتع -3

که به شرح  استاستفاده شده یکل لیپتانس یاز اصل حداقل کردن انرژ FGMجدار نازک  ریمعادلات ت نییتع یقسمت برا نیدرا

 :باشدمی ریز

(11)   0eU W      

 
 

(17) 
2 2 21 1 1

( ) ( )
2 2 2

l l l l l l l

l ij ij xx xx xy xy zy xz xx xy xz

L A L A L A

U dAdx dAdx E G G dAdx                       

که مربوط به ( 1)تا  (0) با استفاده از روابطمساحت مقطع و طول عضو هستند.  دهندهنشانبه ترتیب  Lو  Aکه در رابطه فوق، 

 آید:بصورت زیر بدست می lUهای خطی هستند و با انتگرال گیری بر روی سطح مقطع عضو،کرنش

(11) 2 2 2 2 2

0

1
( )

2
l z y

L

U EAu EI v EI w EI GJ dx           

Iهایدر عبارت فوق، ترم y وI z به ترتیب نشان دهنده ممان اینرسی نسبت به محور قوی و ضعیف هستند. همچنینJ  وI   به

 شوند:باشند. خصوصیات هندسی مقطع به ترتیب زیر تعریف میترتیب ممان اینرسی معادل پیچشی وضریب تابیدگی می

(13) 

2 2 2

2 2

,    ,     ,      

( ) ( )

y z

A A A A

A

A dA I z dA I y dA I dA

J y z dA
z y

 

 

   

  
    

  

   


 

 :شودیم فیتعر ریبصورت ز هیاول یاز تنش ها یناش یکرنش یانرژ معادله

(21) 
0 0 0 * 0 * 0 *

0 ( ) ( )ij ij ij ij ij xx xx xz xz

L A L A L A

U dAdx dAdx dAdx                   

 :شودیم ریز عبارتمنجر به ، (21)در رابطه  (12)ها در لحظه کمانش و تنش (3)-(7)میدان کرنشی غیرخطی  جایگذاری

(21)  2 2 2 2

0

1
( ( ' ' ' ) ' ' ' ')
2

y y

yL A L A

M z M
U v w r yw zv dAdx v z dAdx

I A
     

   
            

  
     

جایی عبارت انتگرالی از میدان جابه صورتبهعبارت حاکم بر انرژی کرنشی ناشی از تنش اولیه را  توانیمی روی سطح، ریگانتگرالپس از 

 بیان کرد:

(22) 0 y

L

U M v dx   

PPدر راستای عمودی و در امتداد خط zqکار خارجی ناشی از بارگذاری  شود:بر روی تیر به طریق زیر محاسبه می 

(23)  ( )e z p

L

W q w x dx   
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Pw مولفه تغییر مکان عمودی سطح مقطع منطبق بر نقطهP  براساس فرضیات سینماتیک غیرخطی معرفی یا همان محل اثر بار است که
 شود:در نظر گرفته می [ به صورت زیر0شده در ]

(20) (1 cos ) sin    pw w z y 

 :کوچک یها شکل رییتغفرضیه  و براساس لوریستفاده از بسط تا با

(20) 21
sin ,  cos 1

2
             

 خواهیم داشت:

(21) 
2

2


  p y zw w e e  

 :1باتوجه به شکل 

(27) ,   z p y pe z e y   

 شود:نهایت رابطه کار خارجی به شکل زیر حاصل میو در 

(21) 21ˆ
2

 
 

   
 

e z t t

L

W q w M M dx 

ˆدر رابطه بالا
tM وtM شوند:لنگر پیچشی مرتبه اول و دوم هستند که بر اثر خروج از مرکزیت بار عرضی ایجاد می 

(23) ˆ ,  M q y M q ez z zt tP
      

 

,و اعمال تغییرات نسبت به متغیرهای (11)در رابطه  (21)و ( 22) ، (11)با جایگذاری عبارات  ,
0

w v u و   و سپس به کمک روش

ای از انتگرال گیری جزء به جزء جهت کاهش مرتبه دادن، دستگاه معادلات دیفرانسیل حاکم بر پایداری جانبی تیر جدار نازک ماهیچه

 خواهد آمد: به دستزیر  صورتبهجنس مواد مدرج تابعی 

(31)  0
0EAu


   

(31)    " 0
z y

EI v M 


   

(32)  "
y z

EI w q


  

(33)     ˆ" " ( )
y t t

EI GJ M v M M x
 

   

    

 :هستند ریز بیحاکم بر معادلات بالا به ترت یمرز طیشرا

(30) 
0 0 EAu       یا          0  u  

(30) 0  z yEI v M 0      یا        



 

 
 x

   

(31) ( ) ( ) 0    z yEI v M      یا     0  v  

(37) 0 yEI w 0            یا            
 

 
 

w

x
 

(31) ( ) 0  yEI w             یا         0  w  

(33) 0  EI 0             یا             



 

 
 x

   

(01) ( ) 0     EI GJ     یا       0    
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مرکزیت ندارد )است که بار خارجی در راستای جانبی خروج از در ادامه این پژوهش جهت سهولت مراحل حل فرض شده 

0
p

y  ( و شکل 23)( و فقط در راستای عمودی )امتداد جان( نسبت به مرکز سطح داری خروج از مرکزیت است. بنابراین باتوجه به رابطه

M̂پارامتر لنگر پیچشی مرتبه اول  ،1
t

بر روی کمانش جانبی تیر تاثیر گذار نیستند،  (32)و  (31)شود. همچنین معادلات برابر صفر می 

های تغییر شکل نظر نمود. بنابراین دو معادله دیفرانسیل مرتبه چهار با ضرایب متغیر که وابسته به مولفهها صرفتوان از آنبنابراین می

است و بایستی از یکی از  رممکنیغ باًیتقرمعمول های مانند. درنتیجه، حل این دستگاه با استفاده از روشجانبی و پیچشی هستند، باقی می

 21DQو یا به اختصار روش  ها، روش مربعات دیفرانسیلترین این روشکارآمدترین و مناسب ازهای عددی موجود استفاده کرد. یکی روش

 ساخته شده ازجدار نازک  یرت یجانب یداریدستگاه معادلات حاکم بر پابنابراین در ادامه، روش عددی مربعات دیفراسیل برای حل است. 

 کار برده خواهدشد.یچشی بهپ-یکمانش جانب یبار بحران یینو تع یمواد مدرج تابع

  لیفرانسیدمربعات روش  -4

ضرب فاکتورهای وزنی و مقادیر تابع در صورت جمع حاصلاساس این روش بر مبنای تقریب مشتق یک تابع در نقطه مشخص به

 نقاط توزیع چگونگی نقاط، تعداد بر علاوه نتایج، همگرایی در نکات مهمترین از یکییکسری نقاط تعیین شده در محدوده حل مسئله است. 

لوباتو( -گوس-فشیچبای غیریکنواخت )نقطه توزیع است، شده ارائه تاکنون که سیستم نقاط داده برداری نوع بهترین است. آن حل دامنۀ در

. [21-21] های کم و هزینه محاسباتی پایین استههای عددی با دقت بسیار خوب اما با تعداد گراست. این توزیع قادر به تعیین جواب

 است:اده شدهبنابراین در این پژوهش از این توزیع استف

(01) 1
1 cos ,  if   0 x L        1, 2,...,

2 1

L i
x i Ni

N


     



  
  
  

 

 هر از تابع یک مشتقات مربعی، تفاضلات روش اساس است. برمورد نظر  تعداد نقاط انتخابی در امتداد طول عضو Nدر رابطه بالا، 

x ای دلخواه مانندنقطه در را ایمرتبه x
i

 :                             صورت زیر بازنویسی نمودبازه به تمامی در تابع مقادیر حسب بر توانمی 

(02) 
( )

( )
1

r Nd f r
A f x

ijr
jdx

x x i

j 




 

که 
( )r
ijA شود:ماتریس ضرایب وزنی است که مطابق رابطه زیر تقریب زده می 

(03) 
(1)

(1)

1,

1,

( )
   i j  

( ) ( )

  , 1,2,...,

          i=j  

( ) ( )     1,2,...,

i

i j j

N

ik
ij

k k i

N

i i j

j j i

M
for

M

i j N

A forA

M for i N

 

 

 


   


 




     





 

 گردند:مراتب بالاتر در امتداد طولی به صورت زیر تعریف میهمچنین، ضرایب وزن برای مشتقات 

(00) 
     

( ) (1) ( 1)
           2 1

( ) ( 1) (1)


   


 

r r
A A A r N

ij ij ij

r r
A A A

 

بار ضرب کردن ماتریس mیعنی با  
(1)

A در خودش، ماتریس ضرایب وزنی که مشتقmدر ادامه توان ساخت. گیرد را میام می

/با معرفی مختصات بدون بعد )  x Lشکل به توانمی را دیفرانسیل پایداری معادلات دستگاه مربعی، تفاضلات روش قوانین اعمال ( و 

 :نمود بازنویسی در روابط زیر شده ارائه جبری

                                                           
20 Differential Quadrature (DQ) 
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                

     

  

  
 

 نوشت: (01) و (07)رابطه  در شده ارائه ماتریسی شکل به توانمی نیز را( 01( و )00)معادلات 

(07) [ ]{ } [ ]{ } 0  


K v M
vv v

 

(01) [ ]{ } [ ]{ } 0K M v
v

  
 

 

 اند:های مربوط به هر معادله براساس عبارات زیر تعریف شدهکه در این روابط ماتریس
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,های های ماتریسدرایه , , , ,i i i i i ia b c d e f (i=1,2) شوند:صورت زیر تعریف میبه 
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1 1
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
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 شود:صورت زیر تعریف میاست که به 21تابع دلتای کرونکر در روابط فوق 
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; 0
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if j k

if j k

   

   
 

 :(02)های ستونی به شکل نشان داده شده در معادله در ادامه با تعریف ماتریس

(02) 
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 ( بیان نمود:03توان به صورت فشرده ارائه شده در عبارت )را می (01)و ( 07)روابط 

(03)  [ ] [ ] { } {0}
2 * 2 2 *1 2 *1

K M
N N N N

    

 یا

                                                           
21 Kronecker delta 
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(00) 
[ ] [0] [0] [ ] { }

{0}
[0] [ ] [ ] [0] { }

K M vvv v

K M
v




 

      
       
          

 

Nمربعی و به ابعاد  (03)های داخلی رابطه [، ماتریس صفر است. لازم به ذکر است که ماتریس0در رابطه بالا، ]که  N .هستند 

های ضرایب وزنی بایستی شرایط مرزی نیومن را با اصلاح ماتریسدر ادامه و براساس فرضیات حاکم بر روش عددی مربعات دیفرانسیلی، 

یک سر -گاهی متفاوت: دوسر مفصل و یک سرگیرداراعضای غیرمنشوری با دو نوع شرایط تکیه در این پژوهش،جا که اعمال نمود. از آن

اند به صورت زیر به ماتریس ضرایب وزنی دهاند، شرایط مرزی هریک که روی مشتقات توابع تغییر شکل تعریف شمفصل در نظر گرفته شده

 شوند: اعمال می

 عضو دوسر مفصل:-

مشتق مرتبه دوم توابع تغییر شکل در ابتدا و انتهای عضو برابر صفر است. فرم  (33)و  (30)در چنین شرایطی و مطابق روابط 

 تجزیه شده شرایط مرزی برابر خواهد شد با:

(00)                                                                                                                   

1(2) (2)
0;   0;   

1 1

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
  

 

i

i N

N N
A v A forj jij ij

j j
 

 است. x=Lدر  i=Nو  x=0در  i=1در رابطه بالا، 

 :یک سر گیردار -عضو یک سر مفصل-

مساوی صفر است و در  (33)و  (30)مقدار لنگر مطابق روابط  (x=0) گاه مفصلی در این حالت در ابتدای عضو و در محل تکیه

 در نتیجه، فرم تجزیه شده شرایط مرزی برابر خواهد شد با:( از دوران عضو جلوگیری شده است. x=Lگاه گیردار )سمت دیگر و محل تکیه
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 دوران در راستای محور طولی جایی عمودی، جانبی وگیردار، جابه-دانیم در مورد اعضای دو سر مفصل و مفصلهمانطور که می

 ام N های  اول وتوان به راحتی با حذف سطر و ستونگاه برابر صفر هستند. این شرایط مرزی را می)زاویه پیچش( در هر دو تکیه

 های داخلی بدست آمده اعمال نمود. در نهایت، داریم:ماتریس
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رخ جدار نازک متقارن ساخته شده از مواد مدرج تابعی با حل پیچشی برای تیر غیرمنشوری با نیم-از آن، بار کمانش جانبی پس

 محاسبه خواهد شد. ( 01)مقادیر ویژه رابطه 

 ی عددیهامثال -5

شود. ی کلاسیک ولاسو ارائه میای از جنس مواد تابعی بر پایه تئورپیچشی تیر ماهیچه-در این بخش، نتایج تحلیل پایداری جانبی

های پیشین نتایجی به منظور مقایسه وجود ندارد. بنابراین در ابتدا جا که مسئله حاضر تا به حال بررسی نشده است، در پژوهشاز آن

ا چشم پوشی از ای همگن بگذاری بر روش حل تحلیلی ارائه شده، مسئله برای تیر ماهیچهمنظور بررسی روند همگرایی و همچنین صحهبه



 انجمن مهندسی سازه ایران                                                                                                                                                                                                              امتیازصاحب

 

 16 32 تا 5، صفحه 1101، سال 1 ، شماره9مهندسی سازه و ساخت، دوره پژوهشی  –علمی نشریه 

 

است. سپس اثر پارامترهای سازی در نرم افزار انسیس مقایسه شدهاثرات شاخص کسر حجمی اختلاط مواد حل و با نتایج حاصل از مدل

دقت گاهی، شاخص کسر حجمی مصالح، محل اعمال بار عرضی و تغییر ابعاد جان و بال مقطع روی بار کمانشی بهمختلف مانند شرایط تکیه

 شود. می بررسی

رخ است که در آن، ارتفاع جان نیمصورت زیر در نظر گرفته شدهدر این راستا، مثالی جامع از یک عضو جدار نازک غیرمنشوری به

I- ها( به صورت خطی از شکل )فاصله بین خط میانی بال
0

d  در انتهای سمت چپ به
1 0
(1 )d d   در انتهای دیگر افزایش

، پهنای بال در طول عضو از 2ای است. مطابق شکل است. همچنین تیر مذکور دارای بال ماهیچهیافته
0f

b  1به 0(1 ) f fb b  در حال

 شوند:تعریف میصورت زیر تغییر است. بنابراین تغییرات ارتفاع جان و پهنای بال مقطع در طول عضو به

(03)                                                  ;
0 0 0 0
    

   
   
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x x
d d d b b b

f f fL L
        

)تیر  [1-0.1])عضو منشوری( تا  0شکل هستند، که از  Iبه ترتیب معرف پارامتر تغییر ارتفاع جان و پهنای بال مقطع متقارن  βو  α که

  کنند.غیرمنشوری( تغییر می

 1مثال  -5-1

(. تیر 2تیر دو سر مفصل با فرض آزادی در برابر دوران و تابیدگی در هر دو انتها در نظر گرفته شده است )شکل  ، یکدر مثال اول

د، عضو تحت بار گسترده یکنواخت -2قانون توزیع توانی ساخته شده است. مطابق شکل   غیرمنشوری مدنظر از مواد مدرج تابعی مطابق با

(zqو لنگ )( ر متمرکز
2

8


q L
zM در انتهای سمت راست خود قرار دارد که پارامتر )  بیانگر ضریب تغییرات لنگر انتهایی است و

متغیر است. در این مثال، پایداری جانبی با فرض وارد شدن بار گسترده در سه نقطه متفاوت: بال بالا، مرکز سطح و بال   [0-2]در بازه 

 پایین، بررسی شده است.

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
خصوصیات هندسی، )ج( موقعیت بارگذاری، )د( متقارن تحت بار گسترده یکنواخت، )ب( -Iای با مقطع )الف( نمای شماتیک از تیر ماهیچه  :2 شکل

 یک سر گیردار تحت بار گسترده -ای یک سر مفصل، )ه( تیر ماهیچهانتهایی ای دو سر مفصل تحت بار گسترده و لنگر متمرکزتیر ماهیچه
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شود. در ( بررسی میNاط انتخابی )برای ارزیابی و اعتبار سنجی روش حل، ابتدا روند همگرایی بار بحرانی کمانشی برحسب افزایش تعداد نق

)ی لنگر بحراناین راستا، 
2

8


q L
crM

cr
ای همگن تیر ماهیچه گردد، براییم یرت جانبی که منجر به کمانش یمتناظر با بار بحران (

و به همراه نتایج  N( که تحت بارگذاری بر روی مرکز سطح قرار دارد، به ازای مقادیر مختلف متر و با فرض ) 12و  1های به طول

 یرت، نرم افزار یندر ا نشان داده شده است. 1[ در جدول 23] ANSYS سازی در نرم افزار[ و مقادیر حاصل از مدل11تحقیق مرجع ]

که شامل سه  باشد،یدر هرگره م یدرجه ازاد 1 یالمان دارا یناست. ا( مدل شده Shell63) جدارنازک مورد نظر توسط المان پوسته

لازم به ذکر است که پارامترهای هندسی منظور  سه محور است. ینحول ا یسه درجه دوران ینو همچن x,y,z یدر راستا یدرجه انتقال

نقطه برای  21شود، تعداد استنباط می 1جدول  همانطور که از[ در نظر گرفته شده است. 11شده جهت مقایسه نتایج، مطابق با مقاله ]

دست همچنین تطابق بسیار خوبی بین نتایج به اند.بدست آوردن لنگر بحرانی کافی است و جواب ها دراین تعداد تقسیم بندی همگرا شده

وص اعضای همگن با استفاده از لازم به توضیح است که نتایج ارائه شده در خص [ وجود دارد. 11آمده با پژوهش انجام شده توسط کوش ]

 شوند.خصوصیات مصالح اکسید زیرکونیوم ارائه می

 
 .zqتحت بار گسترده  یردو سر مفصل با مقطع متغ یر( تcrMکمانش ) ی( بر لنگر بحرانDQM) یبند یماثر تعداد تقس :1جدول

مرجع 

[11] 

 

ANSYS 

 

(kN.m) crM  
α=β 

 

L 

(m) 

 
  (DQM)   تعداد نقاط در طول تیر

31 21 10 11 0 

113/12 11/11 031/12 031/12 031/12 031/12 220/71 1/1 

1 

333/117 17/111 703/117 703/117 703/117 703/117 133/33 2/1 

011/100 33/103 013/100 013/100 013/100 010/100 301/100 0/1 

107/212 10/213 010/212 010/212 010/212 030/212 702/211 1/1 

213/201 12/203 177/201 177/201 177/201 101/201 013/20  1/1 

011/30 07/30 310/30 310/30 310/30 310/30 030/31 1/1 

12 

131/02 11/02 711/02 711/02 711/02 711/02 311/33 2/1 

211/07 10/07 111/07 111/07 111/07 117/07 332/02 0/1 

111/70 11/73 300/73 300/73 300/73 302/73 013/71 1/1 

130/11 01/11 707/11 707/11 707/11 731/11 030/11 1/1 

 

 

)( و پهنای بال پس از صحت سنجی نتایج و تایید روند همگرایی تحلیل، در این بخش اثر پارامترهای ضریب تغییر ارتفاع جان ) ) 

0متر با فرض ) 3پیچشی عضو همگن به طول -بر پایداری جانبی شود. در این قسمت فرض شده که بار گسترده روی بال ( مطالعه می

)ابعادشود آن است که، به ازای افزایش دو پارامتر تغییر مشاهده می 3ای که با توجه به شکل است. نخستین نکتهبالا وارد شده , )   بار

دلیل آن است که با افزایش این دوپارامتر سختی خمشی و پیچشی عضو افزایش شود. این موضوع بهکمانشی به صورت قابل توجهی زیاد می

تغییرات پهنای بال نسبت به ارتفاع جان بر پایداری تیرهای  ریتأثگیری نمود که توان نتیجهمی 3از طرف دیگر، با توجه به شکل  یابد.می

تیر مقدار ممان اینرسی حول  رخمیندوسر مفصل با مقطع متقارن بسیار بیشتر است. این موضوع مورد انتظار است، زیرا با افزایش ابعاد بال 

 کنند. ارامتر تغییر ارتفاع جان تغییر میتابیدگی با شدت بیشتری نسبت به پ بیضرمحور ضعیف، ممان اینرسی معادل پیچشی و 
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 ای همگن برحسب پارامترهای تغییر ارتفاع جان و پهنای بالتغییرات لنگر بحرانی در وسط دهانه تیر ماهیچه :3شکل 

 پرداخته( بر پایداری جانبی عضو در ادامه به بررسی اثر شاخص کسر حجمی مصالح، محل اثر بار عرضی، ضریب تغییرات لنگر )

 اند:بعد شدهاست. جهت سهولت در ارائه نتایج، مقادیر بار کمانشی با استفاده از رابطه زیر بیشده

(06) 
3

*

* I
0 0

q Lcr
qcr

E
z

  

 است. zنسبت به محور  (x=0)ممان اینرسی مقطع کوچکتر عضو  z0Iضریب ارتجاعی اکسید زیرکونیوم و  zE طول مقطع، L که در آن،

ای تحت سه حالت بارگذاری متفاوت ( روی بار کمانش جانبی بدون بعد تیر ماهیچهmتاثیر تغییر شاخص کسر حجمی اختلاط مواد )میزان 

1با فرض ) ( و برابر بودن ضریب تغییرات ارتفاع جان و پهنای بال )  است. نشان داده شده 0 شکل( در 

 

       

 
بار کمانش جانبی بدون بعد ) یبر رو( رخ )و ضریب تغییر ابعاد بال و جان نیم (m)ی شاخص کسر حجم اتریتاث :4شکل

crq) الف: ، ایتیر ماهیچه

 بار روی بال بالا ب: بار روی مرکز سطح، ج: بار روی بال پایین
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در هر سه حالت بارگذاری، باعث افزایش مقدار بار بحرانی  3.0تا  0.3از  mتوان دریافت، افزایش مقدار می 0با توجه به شکل 

این موضوع افزایش مدول الاستیسیته ناشی از افزایش سهم سرامیک در ترکیب نهایی مصالح است. همچنین نمودار نشان  علت .شودیم

0.6بازهکه شیب تغییرات در  دهدیم 1.8m  1.8شدید و در بازه 2.4m 2.4 تیدرنها متوسط و 3m  بود. بررسی نمودارهای کمتر خواهد

دهد که از بین سه حالت بارگذاری مدنظر پایدارترین وضعیت مربوط به شرایطی است که بار گسترده به بال پایین ترسیم شده نشان می

  .مقطع است تیظرف شیکه در جهت افزا دیآیمقاوم بوجود م یچشیلنگر پشرایط  نیدر ا رایزشود. می مقطع وارد

( در حالتی که ارتفاع جان های بار کمانش جانبی بدون بعد برحسب افزایش ضریب تغییرات پهنای بال )منحنی 0شکل در 

1.5( و با فرض رخ در امتداد تیر ثابت است )نیم ( به ازای مقادیر مختلف شاخص کسر حجمی مصالح ناهمگن ،m نشان داده )

نیز، بار کمانشی )اند. در این قسمت شده
crqاست.( برای سه حالت بارگذاری متفاوت: بال بالا، مرکز سطح و بال پایین تعیین شده 

 

 
 

بار کمانش جانبی بدون بعد ) یبر رو( رخ )و ضریب تغییر پهنای بال نیم (mی )شاخص کسر حجم ریتاث :5شکل 
crq) 1.5با فرض  ایتیر ماهیچه  ،

 الف: بار روی بال بالا ب: بار روی مرکز سطح، ج: بار روی بال پایین.

است. همچنین  اثرگذاربر روی مقدار بار کمانش بحرانی  شدتبهشود، تغییرات پهنای بال مشاهده می 0طور که در شکل همان

. بنابراین در هرسه حالت شودیمبا افزایش مدول الاستیسته عضو همراه است، باعث افزایش بار بحرانی  متقابلاًکه  mواضح است که افزایش 

1.0بارگذاری پایدارترین حالت مربوط به    3وm 0.6گیری نمود که برای توان نتیجهاست. مجددا با توجه به نمودارها می 1.8 m

1.8یابد، درحالی که برای ، بار کمانش بدون بعد به شدت افزایش می  m افزایش یافته و به مقدار حداکثر خود ، مقاومت کمانشی اندکی

ایجاد لنگر پیچشی اولیه محرک، مقدار بار  لیبه دلشود، رخ اعمال میعلاوه بر این، در شرایطی که بار گسترده به بال بالای نیم رسد.می

 است.داکردهیپکمانشی نسبت به حالت بارگذاری بر روی مرکز سطح و بال پایین کاهش 

و برای مقادیر  بیانگر تغییرات بار کمانش جانبی بدون بعد تیر جدار نازک از جنس مواد مدرج تابعی برحسب پارامتر  1شکل  

است. نتایج تحلیل پایداری با فرض شاخص کسر حجمی برابر  ( در شرایطی که  رخ )مختلف ضریب تغییر ابعاد بال و جان نیم

 است.( ارائه شدهبال بالا، مرکز سطح و بال پایینو برای سه حالت بارگذاری مدنظر در این مثال ) 1.5
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بار کمانش جانبی بدون بعد ) تغییرات: 6شکل 

crq )ای ناهمگن تیر ماهیچه( برحسب ضریب لنگر متمرکز انتهایی)  و پارامتر تغییر ابعاد بال و جان

 الف: بار روی بال بالا ب: بار روی مرکز سطح، ج: بار روی بال پایین.، (رخ )نیم

 

برای تمامی حالات مدنظر در این  شود، تغییرات ظرفیت کمانش جانبی تیر بر حسب پارامتر دیده می 1 همانطور که در شکل

1.2نزولی دارد و حداکثر ظرفیت مقطع برای شرایط بارگذاری متفاوت در بازه -مثال به صورت غیرخطی است که روند صعودی 1.6  

و  1ای با فرض ضمنا در حالت بارگذاری یکسان، پایدارترین و ناپایدارترین شرایط به ترتیب مربوط به عضو ماهچه آید.دست میبه

 ( است. عضو منشوری )

با شاخص کسر حجمی تیر جدار نازک با مقطع متغیر از جنس مواد مدرج تابعی  بار کمانشی جانبی بدون بعد 2در جدول 

(m=2 )0.1,0.3,0.5,0.7,0.9رخ )ختلف ضریب تغییر ابعاد بال و جان نیمبرای مقادیر م  ( پارامتر لنگر انتهایی ،) و سه حالت )

ضریب تغییرات پهنای همزمان ، با افزایش 2با توجه به جدول ( نشان داده شده است. بال بالا، مرکز سطح و بال پایینبارگذاری متفاوت )

 و  η=1.5دهد که حداکثر ظرفیت کمانشی زمانی رخ می است. همچنینافزایش یافته بار کمانش جانبی بدون بعد بال وجان مقطع میزان

α=β=0.9  شود. و بار روی بال پایین وارد 

رخ های تغییر ابعاد نیمپارامتر به ( با شرایط مرزی دو سر مفصل نسبتm=2ای ناهمگن )تیر ماهیچه جانبی بدون بعد کمانش بار تغییرات :2 جدول

 لنگر متمرکز ضریب و

qcrبار کمانش جانبی بدون بعد )
) 

 η=2.0 η=1.5 η=1.0 η=0.5 

 بال پایین
مرکز 
 سطح

بال 
 بالا

 بال پایین
مرکز 
 سطح

بال 
 بالا

 بال پایین
مرکز 
 سطح

 بال پایین بال بالا
مرکز 
 سطح

 بال بالا

5.1443 4.062 2.957 8.888 6.100 3.660 8.938 5.584 3.429 5.310 3.799 2.706 0.1 

8.243 6.031 3.915 14.362 8.501 4.508 11.472 6.921 4.073 6.895 4.768 3.277 0.3 

12.630 8.542 4.952 20.862 11.082 5.396 14.387 8.437 4.800 8.760 5.887 3.927 0.5 

18.628 11.638 6.070 27.971 13.834 6.357 17.721 10.156 5.621 10.925 7.168 4.662 0.7 

26.586 15.342 7.280 36.457 16.795 7.411 21.506 12.093 6.544 13.411 8.624 5.489 0.9 
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 2 مثال -5-2

مواد مدرج ای از (. تیر ماهیچه2تحت بار گسترده یکنواخت مفروض است )شکل  رداریسر گ کی -سر مفصل کی ریت دوم مثال در

تابعی با قانون توزیع توانی ساخته شده است. در این مثال ظرفیت کمانشی با فرض وارد شدن بار گسترده در مرکز سطح بررسی شده است 

  (، مورد مطالعه قرار گرفته است.رخ )( و پهنای بال نیمα( و ضریب تغییرات ارتفاع جان )mو تاثیر تغییرات شاخص کسر حجمی مصالح )

qcrبار کمانش جانبی بدون بعد )تغییرات  7در شکل 
( در mمیزان تاثیر تغییر شاخص کسر حجمی اختلاط مواد )( برحسب 

شرایطی که ضریب تغییرات ارتفاع جان و پهنای بال برابر هستند ) )، استریبه شرح ز مده از نمودارآبدست  جینتا .شده است میترس: 

شود که، میزان سهم . زیرا این امر سبب میابدییم شیافزا تدرهمه حالابار کمانش جانبی بدون بعد ، شاخص کسر حجمی شیبا افزا

سرامیک در طرح اختلاط مصالح افزایش یابد و با توجه به اینکه مدول الاستیسیته سرامیک بیشتر از آلومینیوم است، میزان بار بحرانی در 

0.6بازه  1.8m   با زیاد شدن ضریب نیعلاوه برااست. حال افزایشبا شیب قابل توجهی افزایش یافته و پس از آن با شیب ملایمی در ،

است به میزان بار کمانش جانبی بدون بعد زیاد شده رخ که با افزایش ممان اینرسی مقطع همراه است،تغییرات پهنای بال و ارتفاع جان نیم

 . دهدیرخ م α=β=1و  m=3 ینمودارها برا تمامی یبرا qcrمقدار نیشتریبکه نحوی

 

 
بار کمانش جانبی بدون بعد ) یبر رو( رخ )و ضریب تغییر ابعاد بال و جان نیم (mی )شاخص کسر حجم اتریتاث :7شکل 

crq) ای یکسر تیر ماهیچه

 .یک سر گیردار -مفصل

در حالتی که پهنای بال  (α)بار کمانش جانبی بدون بعد برحسب افزایش ضریب تغییرات ارتفاع جان  هایمنحنی 1 شکلدر 

گردد، برای مقادیر مختلف شاخص کسر حجمی مصالح ناهمگن ( و بار بر روی مرکز سطح وارد میβرخ در امتداد تیر ثابت است )نیم

(mنشان داده شده )شود، با افزایش ودار دیده میاست. همانطور که در نمα  میزان بار کمانش جانبی بدون بعد با شیب ملایمی درحال

افزایش است. زیاد شدن ضریب تغییرات ارتفاع جان سبب افزایش سختی خمشی و پیچشی و همچنین افزایش ممان اینرسی حول محور 

زیاد گردیده است، به نحوی  ظرفیت کمانشی مدول الاستیسیته مقطع،علت بالارفتن به mگردد. علاوه براین با افزایش مقدار قوی مقطع می

 به بیشترین مقدار خود رسیده است. α=1در نقطه  m=3که در نمودار 

 
بعد )بار کمانش جانبی بدون  یبر رو( رخ )و ضریب تغییر ارتفاع جان نیم (mی )شاخص کسر حجم اتریتاث: 8شکل 

crq). 
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 یریگجهینت -6

از مواد مدرج تابعی، با استفاده از روش مربعات  شده ساختهپیچشی عضو جدار نازک غیرمنشوری -پایداری جانبی، پژوهشدر این 

جدار نازک مطابق با فرضیات ولاسو، ی قرار گرفت. در آغاز تحقیق، با استفاده از معادلات تغییر شکل حاکم بر اعضای بررس مورددیفرانسیل 

، دستگاه معادلات دیفرانسیل حاکم بر پایداری تیر جدار نازک هیاول یدر نظر گرفتن اثرات تنش ها و اصل پایستگی انرژی پتانسیل

کوپل با ضرایب متغیر است، استخراج گردید. در ادامه جهت حل دستگاه  چهارغیرمنشوری که شامل چهار معادله دیفرانسیل مرتبه 

در نهایت تاثیر پارامترهای مختلف  است. شده استفادهمعادلات و تعیین نمودن مقدار بار بحرانی کمانش از روش عددی مربعات دیفرانسیل 

گاهی روی مقادیر بار کمانش رخ و شرایط تکیهو جان نیمشاخص کسر حجمی مصالح، خروج از مرکزیت بار عرضی، تغییر ابعاد بال مانند 

جدارنازک با  یرهایت یداریپا لیتحل یبرا توانیشده م یروش معرف ازپیچشی بدون بعد تیر جدار نازک بصورت دقیق بررسی شد. -جانی

 است: تیحائز اهم رینکات ز انیب ،یعدد یحاصل از مثال ها جینتا یدلخواه استفاده نمود. پس از بررس یرامختلف و بارگذ یمرز طیشرا

 یروش عددد نیدقت اروش مربعات دیفرانسیلی یک روش کارآمد و دقیق برای حل معادلات دیفرانسیل با ضرایب متغیر است. اما  -

 -گدوس -توزیدع غیریکنواخدت )چبیشدف لازم به ذکر است که در این پدژوهش از دارد. یبستگ یبه تعداد و نوع نقاط نمونه بردار

برای بدست آوردن نتایج حاصل از این روش بدا دقدت مدورد  لوباتو( جهت افزایش سرعت همگرایی و دقت حل استفاده شده است.

 ( کافی است.N=20)نظر تعداد بیست نقطه 

ع باعث پایداری تیر جدار نازک بدا شدرایط همانطور که در نتایج این پژوهش مشاهده نمودیم، افزایش پهنای بال و ارتفاع جان مقط -

این نتایج در هر دو نوع تیر همگن  شود. اما در این میان سهم پهنای بال نسبت به ارتفاع جان چشم گیرتر است.مرزی مختلف می

 کند. و ناهمگن صدق می

میدزان بدار کمدانش  مقطدع همدراه اسدت، رخ که با افزایش ممان اینرسیبا زیاد شدن ضریب تغییرات پهنای بال و ارتفاع جان نیم -

 .دهدیرخ م α=β=1و  m=3 ینمودارها برا تمامی یبرا qcrمقدار نیشتریبکه است، به نحویجانبی بدون بعد زیاد شده

جدانبی مقددار بدار کمدانش  شیباعث افزا حالات بارگذاری و شرایط انتهایی یدر تمام ی سرامیکمقدار شاخص کسر حجم شیافزا -

0.6بازهدر  یکسر حجمشیب تغییرات بار بحرانی بر حسب شود. لیکن می 1.8m   1.8بسیار زیاد بوده و در بازه 2.4m   تغییدرات

2.4در بازه  تیدرنها متوسطی خواهیم داشت و 3m  .کمتر خواهد بود 

ظرفیت کمانش جانبی داشته و برای حالتهای ( اثرات غیرخطی بر روی ضریب تغییرات لنگر انتهایی )برای یک تیر ساده  -

1.2بارگذاری مختلف در بازه  1.6   ضمنا در حالت بارگذاری یکسان،  آید.دست میبهظرفیت بار کمانش جانبی بیشترین

 ( است. و عضو منشوری ) 1ای با فرض ن شرایط به ترتیب مربوط به عضو ماهیچهپایدارترین و ناپایدارتری

پایداری جانبی عضو دارد. به نحوی که بیشترین ظرفیت کمانشی، مربوط به حالتی است کده  بر ییبسزا ریتاثعرضی محل اعمال بار -

 گردد. رخ وارد میبار گسترده روی بال پایین نیم

زیاد شدن ضریب تغییرات ارتفاع جان تیر سبب افزایش سفتی خمشی و سفتی پیچشی تیر یک سرگیردار،  -در تیر یک سر مفصل -

تیدر زیداد  ظرفیت کمانشی ، m یکسر حجمدهد. بنابراین با افزایش گردیده و ممان اینرسی حول محور قوی مقطع را افزایش می

گردد، بار کمانش جانبی در محدوده مورد مطالعده  α=1گردیده، و ضریب تغییرات ارتفاع جان  m=3گردیده است، و هنگامی که 

 به بیشترین مقدار خود رسیده است.
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