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This research deals with the buckling analysis of cracked column with 

fixed-fixed conditions. The crack is modelled with a unilateral elastic 

bending-stiffness behaviour, represented by a unilateral rotational spring. 

This model takes into account the crack closure effect on buckling 

behaviour of column. The governing equation of the problem is introduced 

by the variational approach based on energy arguments. Using the 

variational approach, the governing equation can be formulated as a 

function of damage index. Damage index is the stiffness of the equivalent 

rotational spring associated with the crack. A one-crack and a tow-crack 

are theoretically investigated to illustrate the effects of the crack on the 

buckling load. For the one crack column, the buckling load increases with 

the stiffness of the crack section. When the crack-stiffness parameter tends 

towards an infinite value, the structural model is reduced to the classical 

Euler column. It is observed that the buckling load increases as the crack 

get closer to the supports, for constant damage value of the crack 

parameter (constant crack depth). For the two crack column, the crack 

closure phenomenon is investigated. In order to two cases are considered. 

In the first case, the two-crack are located on the same side of column, 

and in the second case, the cracks are located on the opposite side of the 

columns. Comparison between two cases show that the crack closure 

influence on the buckling load. In other words the crack-closure 

phenomenon tends to increase the buckling load. 
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 شده فیستون ضع یرفتار کمانش یترک رو ریتاث
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 چکیده
حاکم بر مساله از فرم  یمعادله افتنيبه منظور  .دهدیقرار م یمورد بررس یلیترک خورده را به صورت تحل یمقاله کمانش ستون نيا

 کي یچشیطرفه با استفاده از فنر پ کي کیالاست یخمش یترک بر اساس رفتار سخت .شودیستون استفاده م لیپتانس یانرژ یراتییتغ
بر اساس علامت لنگر خمشی )تنفس تا اثرات باز و بسته شدن ترک  باشدیقادر م قيطر نيبد یشده است. مدل ساز یطرفه مدل ساز

بر انرژی های مکانیک شکست و مبتنی ی ترک بر اساس تئوریمدل رفتاری يک طرفه .ردیرا در نظر بگ ستون یرفتار کمانش یروترک( 
باشد، ستونی دو سر گیردار با ی ترک که متناظر با باز و بسته شدن ترک میباشد. به منظور بررسی تحلیلی اثرات يک طرفهکرنشی می

شود. به منظور صحت سنجی روابط تحلیلی به دست آمده از نرم افزار المان محدود آباکوس بهره گرفته يک و دو ترک در نظر گرفته می
ی ترک، بار کمانشی ستون مشابه با فرض باز ج حاصل از تحلیل بیانگر آن است که در حالت يک ترکه مدل رفتاری يک طرفهشد. نتاي

ترک  یپارامتر سخت شيستون با افزا یبار کمانش ،یحالت نیدر چنهای قبلی در نظر گرفته شده است. بودن ترک بوده که در اکثر پژوهش
 یپارامتر سخت یازا هها بگاه هیشدن ترک به تک کيبا نزد گريد ی. از سوکندیم لیآل م دهيا رداریستون دو سرگ یبه سمت بارکمانش

که با فرض خسارت شديد و مفصل شدن محل ترک مقدار به طوری .ابديیم شيافزا یترک ثابت ) ثابت بودن عمل ترک(، بار کمانش
ی ترک متفاوت با يابد.  اما در حالت دو ترکه نتايج حاصل از رفتار يک طرفهافزايش می 5/1به  11/3از  (λپارامتر بی بعد بار کمانش )

 یکه هر دو رو نيها بسته به اترک یریت قرارگیدر حالت دو ترکه موقعباشد. فرض باز بودن ترک در لنگرهای خمشی مثبت و منفی می
ستون دو ترکه نشان دهنده  لیحاصل از تحل جي. نتارندیگیر مقرا یمورد بررس دو وجه مخالف ستون قرار گرفته باشند، یرو ايوجه و  کي

که با به طوری بار کمانش را سبب خواهد شد. شيگذار بوده و افزا ریستون تاث یبار کمانش یبسته شدن ترک رو ی دهيآن است که پد ی
سه با فرض باز بودن ترک، سبب درصدی بار کمانشی را در مقاي 21فرض خسارت شديد )عمق ترک زياد(، بسته شدن ترک افزايش 

 خواهد شد.
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 مقدمه -1

باشد. چنین نقايصی ممکن است های تک خورده نسبت به وجود ترک بسیار حساس میرفتار استاتیکی و دينامیکی تیرها و ستون

های ترک هايی جهت شناسايی رفتار کمانشی سازههای اخیر توسعه و معرفی مدلای را سبب شوند. از اينرو در سالهای غیر منتظرهخرابی

های موجود روش خورده مورد توجه پژوهشگران زيادی بوده است و در اين راستا تحقیقات گسترده ای صورت گرفته است. يکی از بهترين

که سختی اين فنر مرتبط با به طوری باشد.های ترک خورده استفاده از فنر پیچشی میسختی موضعی در تیرها و ستونبه منظور کاهش 

ارائه  1101ی تیر توسط اکامورا و همکاران در سال باشد. سختی اين فنرپیچشی با فرض قرار گرفتن ترک روی يک لبهشدت خسارت می

باشد. معرفی هش نشان داد که سختی محل ترک خورده تابعی از عمق ترک و ارتفاع مقطع می. نتايج حاصل از اين پژو]1 [شده است

 بر مبتنی گذشته در شده انجام های . پژوهش]2-3[های زيادی انجام شده است سختی خمشی محل ترک بر حسب عمق ترک در پژوهش

با همین فرض به بررسی حل تحلیلی  2880و  2885های در سالباشد. بیوندی و کادمی می منفی و مثبت لنگرهای در ترک بودن باز فرض

 نیز خورده ترک هایستون -تیر ارتعاش با مرتبط هایپژوهش در اکثرا نیز فرض اين .]1-5[برنولی در حالت استاتیکی پرداختند -تیر اويلر

ز در مسائل مربوط به کمانش نیز به کار گرفته شد. . فرض رفتار مشابه ترک در لنگرهای مثبت و منفی نی]2و  5-0[است  شده گرفته کار به

 2883. در سال ]1[های ترک خورده تحت اثر بار مماسی و قائم را مورد مطالعه قرار دادند انیفینتیس و ديمارگوناس رفتار کمانشی ستون

متمرکز و گسترده توسط لی ارائه شد حل دقیق و تحلیلی بار کمانشی ستونی غیر منشوری با تعداد ترکهای دلخواه تحت اثر بار محوری 

. ]11[های متعدد، تحت بارهای فشاری و کمانشی پرداختند[. کادمی و همکاران به تحلیل پايداری استاتیکی ستون تیموشینکو  با ترک18[

مانشی ستون دو دهانه کالامل و همکاران در پژوهشی اثر وجود ترک و اغتشاشات طولی در اثر جابجا شدن تکیه گاه میانی را بر رفتار ک

. نتايج حاصل از مطالعات کالامل نشان داد که وجود ترک به همراه جابجا شدن تکیه گاه میانی تاثیرات زيادی ]12[مورد بررسی قرار دادند

ی پديدهشود. دهقانی و همکاران اثر روی شکل مود کمانش و ارتعاش دارد. به طوری که اين پديده با عنوان  لوکالیزيشن شناخته می

لوکالیزيشن روی ستون دو دهانه با شرايط تکیه گاهی الاستیک را مورد مطالعه قرار دادند. نتايج حاصل از اين پژوهش نشان داده که شدت 

هانگ اثر بار محوری فشاری روی ويژگی بسته شدن ترک . ژو و]13[پديده لوکالیزيشن ارتباط مستقیمی با سختی شرايط تکیه گاهی دارد 

استفاده از  .]11[ی بین ظرفیت باربری ستون و عمق ترک و لاغر بودن ستون را نشان داد ورد بررسی قرار دادند. تحقیقات آنها رابطهرا م

با مدل ترک باز سبب خواهد شد تا نتايج به دلیل بسته بودن تعدادی از ترک ها )با توجه به علامت لنگر( غیر واقعی و محافظه کارانه باشد. 

های ترک خورده مورد است، لذا اثرات بسته شدن ترک به طور خاص بايد روی پايداری سازه اين که رفتار ترک ذاتا يک طرفه توجه به

-درنظر می بسته کاملاا  يا باز کاملاا  را ترک )که سوئیچینگ ( مدل ترک1های رياضی مختلفی شامل )بررسی قرار گیرد. بدين منظور مدل

 های اخیر،سال . در]15[دارد، ارائه شده است  وجود بسته و باز شرايط بین انتقال يک آن در که تنفس، دگیخور ترک ( مدل2گیرد( و )

اند. کادمی و همکاران در  داده قرار بررسی مورد را خورده ترک یسازه دينامیکی رفتار روی ترک باز و بسته شدن اثر زيادی هایپژوهش

با  2881. آريايی و همکاران در سال ]10[برنولی به کار گرفتند -مدل ترک سوئیچینگ را به منظور تحلیل دينامیکی تیر اويلر 2811سال 

با کمانش  های مرتبط. در اندک پژوهش]10[برنولی پرداختند -استفاده از مدل ترک خوردگی تنفس به بررسی رفتار دينامیکی تیر اويلر

برنولی با تعداد ترک دلخواه تحت بار محوری و جانبی به  صورت همزمان را مورد مطالعه قرار دادند. به منظور -تیر اولر سیريکولو و پالمری

ز و مدل رياضیاتی ترک دو طرفه از تابع دلتای ديراک با تغییر متغیر مناسب بهره گرفته شد به طوری که امکان مدل سازی هر دو ترک با

ی مرتبط با پژوهش های انجام شدهگونه که بیان شد اکثر . همان]10[يا ترک بسته از طريق علامت کرنش محوری مرکز ترک وجود دارد 

ی ترک روی باشد و اثرات يک طرفههای ترک خورده مبتنی بر فرض باز بودن ترک در لنگرهای مثبت و منفی میستون -رفتار کمانشی تیر

ی ترک ی ترک خورده، به طور خاص مورد بررسی قرار نگرفته است. از اينرو اين پژوهش قصد دارد رفتار يک طرفهسازهرفتار کمانشی 

شود،    )اثرات باز و بسته شدن ترک( روی رفتار کمانشی ستون يک و دو ترکه را مورد بررسی قرار دهد. قابل توجه است که فرض می

-گیرد. ساختار مقالهی پايداری ارتجاعی مورد مطالعه قرار میثرات مربوط به اين ترک تنها در محدودهباشد و استون از قبل ترک خورده می

، معادلات حاکم بر مساله با استفاده ازاصل حساب تغییرات و با تاکید بر مفهوم انرژی به دست 2در بخش باشد: ی حاضر به صورت زير می

شود. ی ترک مبتنی بر روابط ارائه شده در مکانیک شکست معرفی میاساس رفتار يک طرفه آيند. در اين بخش پارامتر سختی ترک برمی
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به بررسی رفتار کمانشی ستون يک ترکه و همچنین کنترل درستی روابط تحلیلی به دست آمده از طريق  مدل سازی ستونی ترک  3بخش 

مورد  1ستون دو ترکه و اثرات باز و بسته شدن ترک ها در بخشخورده در نرم افزار اجزای محدود آباکوس اختصاص دارد. بارکمانشی 

 شود.بررسی قرار می گیرد. در انتها نیز به نتايج حاصل از اين پژوهش اشاره می

 معادله حاکم -2

 شود.در نظر گرفته می 1مطابق شکل  P،تحت نیروی محوری فشاری  EIو صبلیت خمش  Lستون ترک خورده ای به طول 

پارامتری مثبت و بی بعد بوده به طوری  αشود . از تکیه گاه استفاده می αLل سازی ترک از فنری پیچشی به فاصله به منظور مد

𝛼)باشدکه نمايانگر موقعیت ترک می ∈ [0,1]) 

  
 : مدل سازه ای: ستون با یک ترک1شکل 

 برای چنین حالتی انرژی پتانسیل کل ذخیره شده در ستون به صورت زير قابل بیان است.

(1) 

𝑈 =
1

2
∫ 𝐸𝐼(𝑤1

′′)2
𝛼𝑙

0

𝑑𝑥 +
1

2
∫ 𝐸𝐼(𝑤2

′′)2
𝑙

𝛼𝑙

𝑑𝑥 −
1

2
𝑃 ∫ (𝑤1

′)2
𝛼𝑙

0

𝑑𝑥 −
1

2
𝑃 ∫ (𝑤2

′)2
𝑙

𝛼𝑙

𝑑𝑥 + 

1

2
𝑘+〈𝑤2

′(𝛼𝑙) − 𝑤1
′(𝛼𝑙)〉2 +

1

2
𝑘−〈𝑤1

′(𝛼𝑙) − 𝑤2
′(𝛼𝑙)〉2 

به ترتیب بیانگر سختی معادل فنر پیچشی بسته به  −kو  +kمعرف خیز در منحنی تغییر شکل يافته ستون و   wدر رابطه بالا 

 فنی ادبیات در که بوده ترک مشخصات از تابعی پیچشی فنر معادل چرخش مثبت ويا منفی متناسب با علامت لنگر خمشی است. سختی

 :]1[شود می تعريف زير صورت به و بوده مقطع ابعاد و ترک عمق از تابعی سختی اين. است شده اشاره آن به شکست مکانیک به مربوط

(2) 𝑘 =
𝐸𝐼

ℎ𝐶(𝛽)
,   𝛽 =

𝑑

ℎ
   

 نسبت از بعد بی تابعی نیز 𝐶(𝛽). باشد می ترک عمق و مقطع عمق بیانگر ترتیب به d و h بالا، رابطه در
𝑑

ℎ
و  تعداد به بسته که بوده 

ی ی مقطع باشد، رابطهکه يک ترک روی لبهشود. برای حالتی  می محاسبه مکانیک شکست روابط اساس بر مقطع، لبه روی موقعیت ترک

 :]1[زير پیشنهاد شده است 

(3) 𝐶(𝛽) = 6𝜋(0.6272𝛽2 − 1.04533𝛽3 + 4.5948𝛽4 − 9.9736𝛽5 + 20.2948𝛽6 − 33.0351𝛽7

+ 47.1063𝛽8 − 40.7556𝛽9 + 19.6𝛽10) 
 :]3[شود ی زير محاسبه میاز رابطه 𝐶(𝛽)ی مقطع باشد، برای مواردی که ترک روی هر دو لبه

(4) 𝐶(𝛽) = 6𝜋(0.63845𝛽2 − 1.03508𝛽3 + 3.72015𝛽4 − 5.17738𝛽5 + 7.55301𝛽6 − 7.33244𝛽7

+ 2.49091𝛽8 − 2.3391𝛽9 + 2.55976𝛽10) 

𝛿𝑢از مساوی صفر قرار دادن تغییرات انرژی پتانسیل کل يعنی  = معادله ديفرانسیل حاکم بر مساله به صورت زير بدست   0

 آيد:می
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(5)  
𝐸𝐼

𝑑4𝑤1

𝑑𝑥4
+ 𝑝

𝑑2𝑤1

𝑑𝑥2
= 0         𝑓𝑜𝑟              𝑥 ∈ [0, 𝛼𝑙] 

𝐸𝐼
𝑑4𝑤2

𝑑𝑥4
+ 𝑝

𝑑2𝑤2

𝑑𝑥2
= 0        𝑓𝑜𝑟              𝑥 ∈ [𝛼𝑙, 𝑙] 

 شرايط مرزی مساله عبارتند از :

(0)  𝛿𝑤1(0)  [𝐸𝐼𝑤1
′′′(0) + 𝑝𝑤1

′(0)] = 0 

(0)  − 𝛿𝑤2(𝑙)  [𝐸𝐼𝑤2
′′′(𝑙) + 𝑝𝑤2

′(𝑙)] = 0 

(0)  𝑤1(𝛼𝑙) = 𝑤2(𝛼𝑙) 

(1)  𝐸𝐼𝑤2
′′′(𝛼𝑙) + 𝑝𝑤2

′(𝛼𝑙) = 𝐸𝐼𝑤1
′′′(𝛼𝑙) + 𝑝𝑤1

′(𝛼𝑙) 

(18)  𝐸𝐼𝑤1
′′(0)δ𝑤1

′(0) = 0 

(11)  𝐸𝐼𝑤2
′′(𝑙)𝛿𝑤2

′(𝑙) = 0 

(12)  [𝐸𝐼𝑤1
′′(𝛼𝑙) − 𝑘+〈𝑤2

′(𝛼𝑙) − 𝑤1
′(𝛼𝑙)〉 + 𝑘−〈𝑤1

′(𝛼𝑙) − 𝑤2
′(𝛼𝑙)〉]𝛿𝑤1

′(𝛼𝑙) = 0 

(13)  [𝐸𝐼𝑤2
′′(𝛼𝑙) − 𝑘+〈𝑤2

′(𝛼𝑙) − 𝑤1
′(𝛼𝑙)〉 + 𝑘−〈𝑤1

′(𝛼𝑙) − 𝑤2
′(𝛼𝑙)〉]𝛿𝑤2

′(𝛼𝑙) = 0 

 

( نشان 1( و)0باشند. از سوی ديگر شرايط مرزی )( شرايط مرزی مربوط به نیروی برشی در دو انتهای ستون می0( و )0رابطه )

( مربوط به لنگر خمشی يا وضعیت چرخش در دو 11(و )18باشد. شرط مرزی )ی پیوستگی خیز و نیروی برشی در محل ترک میدهنده

 باشد.برنولی می -ی مدل اولر ی رفتاری مقطع ترک خورده( مرتبط با معادله13( و)12معادلات )باشد. همچنین انتهای عضو می

( اختیاری است. بنابر اين برای يک ستون دو سر گیردار شرايط مرزی بصورت زير 'δwو  δw) 'wو   wبا توجه به اين که تغییرات

 شود:باز نويسی می

(11)  𝑤1(0) = 0 

(15)  𝑤2(𝑙) = 0  

(10)   𝑤1(𝛼𝑙) = 𝑤2(𝛼𝑙) 

(10)  𝐸𝐼𝑤′′′
1(𝛼𝑙) + 𝑝𝑤′

1(𝛼𝑙) = 𝐸𝐼𝑤′′′
2(𝛼𝑙) + 𝑝𝑤′

2(𝛼𝑙) 

(10)  𝑤′1(0) = 0 

(11)  𝑤′2(𝑙) = 0 

(28)  𝐸𝐼𝑤′′
1(𝛼𝑙) = 𝐸𝐼𝑤′′

2(𝛼𝑙) 

(21)  𝐸𝐼𝑤1
′′(𝛼𝑙) = 𝑘+〈𝑤2

′(𝛼𝑙) − 𝑤1
′(𝛼𝑙)〉 − 𝑘−〈𝑤1

′(𝛼𝑙) − 𝑤2
′(𝛼𝑙)〉 
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 بررسی ستون با یک ترک  -3

پردازيم. به منظور سادگی در روند حاکم بر مساله با فرض وجود ترک در سازه میدر اين بخش به بررسی وحل معادلات 

 شود:محاسبات پارامترهای بی بعد زير تعريف می

(22)  𝜉 =
𝑥

𝑙
                       𝜆2 =

𝑝𝑙2

𝐸𝐼
                 𝛾+ =

𝑘+𝑙

𝐸𝐼
             𝛾− =

𝑘−𝑙

𝐸𝐼
 

نیز به ترتیب پارامتر سختی بی بعد ترک متناظر  −γو   +γپارامتر بار کمانشی بی بعد و   λبیانگر مختصات بی بعد ،  𝜉که در آن 

 باشد.( قابل محاسبه می1( و )3با لنگر خمشی مثبت و منفی بوده که بر اساس مقادير سختی به دست آمده از روابط )

 باشد.می

( به صورت زير باز نويسی 5( معادله ديفرانسیل حاکم بر مساله )22ی )ريف شده در رابطهبا استفاده از پارامترهای بی بعد تع

 شود.می

(23)  
𝑤1

(4)
+ 𝜆2𝑤2

′′ = 0              𝐹𝑜𝑟         𝜉𝜖 [0, 𝛼]  

𝑤2
(4)

+ 𝜆2𝑤2
′′ = 0              𝐹𝑜𝑟         𝜉𝜖 [𝛼, 1]  

 

می باشد. در چنین حالتی شرايط مرزی جديد مساله بر حسب 𝜉  معرف مشتق نسبت به پارامتر بی بعد  ′( )ی بالا، در رابطه

 های بی بعد عبارتند از :پارامتر

(21)  𝑤1(0) = 0 

(25)  𝑤2(1) = 0 

(20)  𝑤1(𝛼) = 𝑤2(𝛼) 

(20)  𝑤′′′
1(𝛼) + 𝜆2𝑤′

1(𝛼) = 𝑤′′′
2(𝛼) + 𝜆2𝑤′

2(𝛼) 

(20)  𝑤′1(0) = 0 

(21)  𝑤′2(1) = 0 

(38)  𝑤′′
1(𝛼) = 𝑤′′

2(𝛼) 

(31)  𝑤1
′′(𝛼) = 𝛾+〈𝑤2

′(𝛼) − 𝑤1
′(𝛼)〉 − 𝛾−〈𝑤1

′(𝛼) − 𝑤2
′(𝛼)〉 

 باشد:( به صورت زير می23در حالت کلی پاسخ معادله ديفرانسیل حاکم بر مساله )

(32)  𝑤1(𝜉) = 𝐴1 + 𝐵1𝜉 + 𝐶1 cos(𝜆𝜉) + 𝐷1 sin(𝜆𝜉) 

(33)   𝑤2(𝜉) = 𝐴2 + 𝐵2𝜉 + 𝐶2 cos(𝜆𝜉) + 𝐷2 sin(𝜆𝜉) 

𝐴1(، 21با اعمال شرط مرزی) = −𝐶1 توان نشان ( می38( و )21(، )20شود. از سوی ديگر با اعمال شرايط مرزی )حاصل می

𝐴1 داد = 𝐴2 = −𝐶1  و 𝐵1 = 𝐵2شود: ی زير دست حاصل می. همچنین با اعمال ديگر شرايط مرزی در نهايت چهار معادله 



 انجمن مهندسی سازه ایران                                                                                                                                                                                                              امتیازصاحب

 

 540 تا 039، صفحه 1044، سال 1 ویژه ، شماره8مهندسی سازه و ساخت، دوره پژوهشی  –علمی نشریه  033

 

(31)  −𝐷1𝜆 − 𝐶2𝜆 sin(𝜆) + 𝐷2𝜆 cos(𝜆) = 0 

(35)    𝐶1 cos(𝜆𝛼) + 𝐷1 sin(𝜆𝛼) − 𝐶2 cos(𝜆𝛼) − 𝐷2  sin(𝜆𝛼) = 0 

(30)  −𝐶1 − 𝐷1𝜆 + 𝐶2 cos(𝜆) + 𝐷2 sin(𝜆) = 0 

(30)  𝐷1[−𝜆2 sin(𝜆𝛼) + 𝛾𝜆 𝑐𝑜𝑠 (𝜆𝛼)] + 𝐶1[−𝜆2 cos(𝜆𝛼) − 𝛾𝜆 sin(𝜆𝛼)] +
𝐶2 [𝛾𝜆 sin(𝜆𝛼)]+𝐷2 [−𝛾𝜆𝑐𝑜𝑠 (𝜆𝛼)]=0 

 ی زير نوشت:توان به صورت حاصلضرب ماتريس در بردار مجهولات، مطابق رابطهمعادلات بالا را می

(30)  [
 
 
 

0                                                                −𝜆
−1                                                                −𝜆

−𝜆 sin(𝜆)      𝜆𝑐𝑜𝑠 (𝜆)

𝑐𝑜𝑠 (𝜆)     sin(𝜆)

𝑐𝑜𝑠 (𝜆𝛼)                                     sin(𝜆𝛼) 

−𝜆2 cos(𝜆𝛼) − 𝛾𝜆 sin(𝜆𝛼)   −𝜆2 sin(𝜆𝛼) + 𝛾𝜆 𝑐𝑜𝑠 (𝜆𝛼)
−𝑐𝑜𝑠 (𝜆𝛼) − sin(𝜆𝛼)

    𝛾𝜆 sin(𝜆𝛼)   −𝛾𝜆𝑐𝑜𝑠 (𝜆𝛼)

     

]
 
 
 

(

𝐶1

𝐷1

𝐶2

𝐷2

)

= (

0
0
0
0

) 

 ی بالا، از مساوی صفر قرار دادن دترمینان ماتريس ضرايب حاصل خواهد شد:جواب غیر بديهی رابطه

(31)  ||

0                                               −𝜆
−1                                              −𝜆

−𝜆 sin(𝜆)         𝜆𝑐𝑜𝑠 (𝜆)

𝑐𝑜𝑠 (𝜆)        sin(𝜆)

𝑐𝑜𝑠 (𝜆𝛼) sin(𝜆𝛼) 

−𝜆2 cos(𝜆𝛼) − 𝛾𝜆 sin(𝜆𝛼) −𝜆2 sin(𝜆𝛼) + 𝛾𝜆 𝑐𝑜𝑠 (𝜆𝛼)
    

−𝑐𝑜𝑠 (𝜆𝛼) − sin(𝜆𝛼)

𝛾𝜆 sin(𝜆𝛼) −𝛾𝜆𝑐𝑜𝑠 (𝜆𝛼)

|| = 0 

 آيد: ( به صورت زير به دست می31ی )ی مشخصهپس از ساده سازی معادله

(18)  (𝜆4 cos(2α𝜆 − 𝜆))

2
+

(𝜆4 cos(𝜆))

2
− 𝜆3 sin(𝜆) − 2𝛾𝜆2 + 2𝛾𝜆2 cos(𝜆) + 𝛾𝜆3 sin(𝜆) = 0 

  باشد.وابسته به علامت لنگر خمشی و رفتار ترک می (−𝛾 يا +γ)𝛾ی بالا، مقدار در رابطه

 

 صحت سنجی -3-1

منظور کنترل درستی روابط تحلیلی به دست آمده به مدل سازی ستونی ترک خورده در نرم افزار اجزای محدود در اين بخش به 

شود. بدين منظور ستون بتنی دوسرگیردار با مقطع آباکوس پرداخته و نتیجه به دست آمده از آن با نتیجه تحلیلی اين پژوهش مقايسه می

40،مربعی به ابعاد × 40𝑐𝑚 طولl = 600cm  عمق ترک ،d = 14cm و مدول الاستیسیته E = 253456.36 kg/𝑐𝑚2 در نظر گرفته

شود. اين المان هشت استفاده می C3D8سازی از المان سه بعدی به منظور مدلشود. شود. موقعیت ترک در وسط دهانه فرض میمی

با مدل سازی ستون با مشخصات باشد. می 4cmراستا برابر با  ها در هری المانگرهی بوده و در هر گره دارای سه درجه آزادی است. اندازه

𝑃𝑐𝑟ياد شده در نرم افزار اجزای محدود آباکوس و تحلیل کمانشی، بار بحرانی کمانش ستون برابر  = 4.87 × 107𝑁 = 4870𝑡𝑜𝑛 

( 3(، )2(. از سوی ديگر با توجه به مشخصات مقطع و ترک، بر اساس روابط )2باشد )شکل ، میλ = 5.69شود که متناظر با آن گزارش می

حاصل  λ=  5.71( و حل عددی اين رابطه، مقدار 30شود. با جاگذاری اين مقدار در رابطه)حاصل می 9.87برابر با  𝛾( مقدار عددی 22و )

 باشد.می آباکوسار اجزای محدود به دست آمده از نرم افز λخواهد شد که  مشابه مقدار 
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 سازی ترک: مدل اجزای محدود ستون دو سرگیردار، )الف( شکل کمانش یافته ستون و )ب( مدل2شکل 

 

 𝜸بررسی تغییرات  -3-2

(. برای اين حالت خاص، به ازای 3باشد )شکلکند،  ترک توسط لولا قابل مدل سازی میبه سمت صفر میل می 𝛾هنگامی که 

به دست  4.5و  3.5، 3.14مختلف(، بار معادل کمانش پس از ساده سازی مقادير   αهایهای مختلف قرارگیری ترک در ستون)موقعیت

 آيد. می

(11)  𝛾 = 0 ⇒  
(𝜆4 cos(2α𝜆 − 𝜆))

2
+

(𝜆4 cos(𝜆))

2
− 𝜆3 sin(𝜆) − 2𝛾𝜆2 + 2𝛾𝜆2 cos(𝜆) + 𝛾𝜆3 sin(𝜆) = 0 

λ = (3.14, 3.5 , 4.5)  
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𝜸 : حالت خاص:3شکل  =  ،ستون با مفصل داخلی𝟎

دهد. در اين حالت بر اساس کند، سازه مورد نظر ستونی دوسرگیردار را تشکیل میبه سمت بینهايت میل می  𝛾 هنگامی که

 باشد:ی کلاسیک اولر، بار کمانشی ستون به صورت زير میرابطه

(12)  𝛾 ⇒ ∞ ∶ λ = 2𝜋 

دهد. بار کمانشی مستقل از می های مختلف ترک را روی بار کمانشی نشان( به ازای موقعیت𝛾، اثر پارامتر سختی ترک )1شکل

موقعیت ترک با افزايش پارامتر سختی ترک افزايش يافته و با میل کردن پارامتر سختی به بینهايت)ستون دوسرگیردار ايده آل(، بار 

4𝜋2𝐸𝐼به  (18کمانشی مطابق رابطه)

𝑙2
ن ترک به تکیه گاه شود، با نزديک شدمشاهده می 1کند. از سوی ديگر همانگونه که در شکلمیل می 

 يابد.به ازای پارامتر سختی ترک ثابت)ثابت بودن عمق ترک(، بار کمانشی افزايش می

 
 : اثر پارامتر سختی ترک روی بار کمانشی ستون ترک خورده4شکل 

 ی زير بايد در نظر گرفته شود:ی مشخصهی کمانش معادلهبه طور کلی، برای مسئله

(13)  (𝜆4 cos(2α𝜆 − 𝜆))

2
+

(𝜆4 cos(𝜆))

2
− 𝜆3 sin(𝜆) = 𝛾(2𝜆2 − 2𝜆2 cos(𝜆) − 𝜆3 sin(𝜆)), ∴  𝛾 = min (𝛾+; 𝛾−) 

باشد. بدين معنی که به عنوان ترک می های مقطع متناظر با رفتار کامل يک طرفهدر حالت خاص، وجود يک ترک در يکی از لبه

دقیقا مشابه مطالعات قبلی که  1خواهد شد. در اين حالت نتايج ارائه شده در شکل  +𝛾با  متناظر 𝛾نهايت میل کرده و مقدار به بی −𝛾مثال 

 باشد. مبتنی بر فرض باز بودن ترک بوده، می
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 بررسی ستون با دو ترک -4

(. مشابه بخش قبل معادلات ديفرانسیل بی بعد 5شود )شکلدراين بخش، به بررسی ستون دوسرگیردار با دو ترک پرداخته می

 شود:ر مساله به صورت زير بازنويسی میحاکم ب

(11)  𝑤1
(4)

+ λ
2
𝑤1

′′ = 0        𝐹𝑜𝑟     𝑥 ∈ [0, 𝛼1] 

(15)  𝑤2
(4)

+ λ
2
𝑤2

′′ = 0       𝐹𝑜𝑟      𝑥 ∈ [𝛼1, 1 − 𝛼2] 

(10)  𝑤3
(4)

+ λ
2
𝑤3

′′ = 0      𝐹𝑜𝑟       𝑥 ∈ [1 − 𝛼2, 1] 

 

ی موقععیت ترک از تکیه گاه چپ و راست بوده و به ترتیب نشان دهنده ضرايبی از طول ستون 𝛼2و  𝛼1،  ی بالادر رابطه

𝛼1باشد، به طوری که  می + 𝛼2 <  باشد:له به صورت زير می. شرايط مرزی مسا1

(10)  𝑤1(0) = 0 

(10)  𝑤3(1) = 0 

(11)  𝑤′
1(0) = 0 

(58)  𝑤′
3(1) = 0 

(51)  𝑤1(𝛼1) = 𝑤2(𝛼1)  

(52)  𝑤′′′
1(𝛼1) + 𝜆2𝑤′

1(𝛼1) = [𝑤′′′
2(𝛼1) + 𝜆2𝑤′

2(𝛼1)]   

(53)  𝑤′′
1(𝛼1) = 𝑤′′

2(𝛼1)  

(51)  𝑤1
′′(𝛼1) = 𝛾1

+〈𝑤2
′(𝛼1) − 𝑤1

′(𝛼1)〉 − 𝛾1
−〈𝑤1

′(𝛼1) − 𝑤2
′(𝛼1)〉 

(55)  𝑤2(1 − 𝛼2) = 𝑤3(1 − 𝛼2) 

(50)  𝑤′′′
2(1 − 𝛼2) + 𝜆2𝑤′

2(1 − 𝛼2) = [𝑤′′′
3(1 − 𝛼2) + 𝜆2𝑤′

3(1 − 𝛼2)] 

(50)  𝑤′′
2(1 − 𝛼2) = 𝑤′′

3(1 − 𝛼2) 

(50)  𝑤2
′′(1 − 𝛼2) = 𝛾2

+〈𝑤3
′(1 − 𝛼2) − 𝑤2

′(1 − 𝛼2)〉 − 𝛾2
−〈𝑤2

′(1 − 𝛼2) − 𝑤3
′(1 − 𝛼2)〉 

 

 
 : مدل سازه ای: ستون با دو ترک5شکل 

ها از تکیه گاه چپ و ی آنها بوده، به طوری که فاصلهی پارامترهای سختی بی بعد ترکنشان دهنده  𝛾2و  𝛾1در روابط بالا 

 است.  𝛼2𝑙و   𝛼1𝑙راست ستون به ترتیب برابر  

 ( به صورت زير است:11-10)ی ديفرانسیل حاکم بر مساله در اين حالت پاسخ معادله

(51)  𝑤1(𝜉) = 𝐴1 + 𝐵1𝜉 + 𝐶1 𝑐𝑜𝑠 (𝜆𝜉) + 𝐷1 sin(𝜆𝜉) 

(08)  𝑤2(𝜉) = 𝐴2 + 𝐵2𝜉 + 𝐶2 𝑐𝑜𝑠 (𝜆𝜉) + 𝐷2 sin(𝜆𝜉) 

(01)  𝑤3(𝜉) = 𝐴3 + 𝐵3𝜉 + 𝐶3 cos(𝜆𝜉) + 𝐷3 sin(𝜆𝜉) 
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𝜉با اعمال شرط مرزی در  = 0  ،𝐴1 = −𝐶1  توان نشان شود. همانند بخش قبلی با اعمال ديگر شرايط مرزی میحاصل می

 داد:  

𝐵2 = 𝐵3 = 𝐵1 = − 𝐷1𝜆 :با جاگذاری مقادير به دست آمده در روابط بالا خواهیم داشت . 

(02)  𝐶1[cos(𝜆𝛼1) − 1] + 𝐷1(sin(𝜆𝛼1)) − 𝐴2 − 𝐶2 cos(𝜆𝛼1) − 𝐷2 sin(𝜆𝛼1) = 0 

(03)  𝐴3 − 𝐷1𝜆 + 𝐶3 cos(𝜆) + 𝐷3 sin(𝜆) = 0        

(01)  − 𝐷1𝜆 − 𝐶3𝜆 sin(𝜆) + 𝐷3𝜆 cos(𝜆) = 0     

(05)  −𝐶1 cos(𝜆𝛼1) − 𝐷1 sin(𝜆𝛼1) + 𝐶2 cos(𝜆𝛼1) + 𝐷2 sin(𝜆𝛼1) = 0 

(00)  𝐶1 [−𝜆 cos(𝜆𝛼1) − 𝛾1 sin(𝜆𝛼1)] − 𝐷1[ 𝜆 sin(𝜆𝛼1) − 𝛾1 cos(𝜆𝛼1)] + 𝐶2𝛾1 sin(𝜆𝛼1) − 𝐷2𝛾1 cos(𝜆𝛼1)

= 0          
(00)  𝐴2 + 𝐶2 cos(𝜆(1 − 𝛼2)) + 𝐷2 sin(𝜆(1 − 𝛼2)) − 𝐴3 − 𝐶3 cos(𝜆(1 − 𝛼2)) − 𝐷3 sin(𝜆(1 − 𝛼2)) = 0     

(00)  [−𝐶2 cos(𝜆(1 − 𝛼2)) − 𝐷2 sin(𝜆(1 − 𝛼2)) + 𝐶3 cos(𝜆(1 − 𝛼2)) + 𝐷3 sin(𝜆(1 − 𝛼2))] = 0        

(01)  
−𝐶2𝜆 cos(𝜆(1 − 𝛼2)) −𝐷2 𝜆sin(𝜆(1 − 𝛼2)) + 𝐶3𝛾2 sin(𝜆(1 − 𝛼2)) − 𝐷3𝛾2 cos(𝜆(1 − 𝛼2))

− 𝐶2𝛾2 sin(𝜆(1 − 𝛼2)) + 𝐷2𝛾2 cos(𝜆(1 − 𝛼2)) = 0 

 

 ی زير نوشت:به صورت حاصلضرب ماتريس در بردار مجهولات، مطابق رابطهتوان معادلات بالا را می

(08) 

[
 
 
 
 
 
 
 
 cos(𝜆𝛼1) − 1 sin(𝜆𝛼1)

0
0

− cos(𝜆𝛼1)
A
0
0
0

−λ
−λ

−sin(𝜆𝛼1)
B
0
0
0

    

−1
0
0
0
0
1
0
0

   

− cos(𝜆𝛼1) −sin(𝜆𝛼1)
0
0

cos(𝜆𝛼1)

γ1 sin(𝜆𝛼1)

cos[𝜆(1 − 𝛼2)]

− cos[𝜆(1 − 𝛼2)]
C

0
0

sin(𝜆𝛼1)

−γ1 cos(𝜆𝛼1)

sin[𝜆(1 − 𝛼2)]

− sin[𝜆(1 − 𝛼2)]
D

 

0
1
0
0
0

−1
0
0

     

0
cos(𝜆)

−𝜆 sin(𝜆)
0
0

− cos[𝜆(1 − 𝛼2)]

cos[𝜆(1 − 𝛼2)]

γ2 sin[𝜆(1 − 𝛼2)]

    

0
sin(𝜆)

𝜆 cos(𝜆)
0
0

− sin[𝜆(1 − 𝛼2)]

sin[𝜆(1 − 𝛼2)]

−𝛾2 cos[𝜆(1 − 𝛼2)]

 

  ]
 
 
 
 
 
 
 
 

 

(

 
 
 
 
 
 
 

𝐶1

𝐷1

𝐴2

𝐶2

𝐷2

𝐴3

𝐶3

𝐷3)

 
 
 
 
 
 
 

=

(

 
 
 
 
 

0
0
0
0
0
0
0
0)

 
 
 
 
 

 

A=−𝝀𝐜𝐨𝐬(𝝀𝜶𝟏) − 𝛄𝟏 𝐬𝐢𝐧(𝝀𝜶𝟏)                      C=−𝝀𝐜𝐨𝐬[𝝀(𝟏 − 𝜶𝟐)] − 𝛄𝟐 𝐬𝐢𝐧[𝝀(𝟏 − 𝜶𝟐)] 

B=−𝛌𝐬𝐢𝐧(𝝀𝜶𝟏) + 𝛄𝟏 𝐜𝐨𝐬(𝝀𝜶𝟏)                      D=−𝝀𝐬𝐢𝐧[𝝀(𝟏 − 𝜶𝟐)] + 𝜸𝟐 𝐜𝐨𝐬[𝝀(𝟏 − 𝜶𝟐)] 

 

𝛾𝑖(γ𝑖ی بالا، مقدار در رابطه
γ𝑖 يا +

𝑖بطوری که  (− ∈  صفر مساوی با باشد.به علامت لنگر خمشی و رفتار ترک می وابسته {1,2}

به  𝛾2آيد. با میل کردن به دست می 𝛼2و  𝜆  ،𝛾1  ،𝛾2  ،𝛼1پارامترهای  ای شامل مشخصهی ضرايب، معادله ماتريس دترمینان دادن قرار

ی مشخصه برای حالت ستون دو سر گیردار يک ترکه خواهد شد. همچنین ی مشخصه برای اين حالت همانند معادلهسمت بینهايت، معادله

به  𝛾2و  𝛾1کنند. از سوی ديگر با میل کردن ها به صورت مفصل داخلی عمل میکنند، ترکبه سمت صفر میل می 𝛾2و  𝛾1هنگامی که 

4𝜋2𝐸𝐼 ی اولر، بار کمانشی ستون به دهد. در اين حالت بر اساس رابطهسمت بینهايت، سازه مورد نظر ستونی دو سر گیردار را تشکیل می

𝑙2
 

1ی ها در فاصلهدر اين بخش، با فرض قرار گرفتن ترک ئه شدهاراکند. نتايج عددی میل می

10
 هاگاهاز تکیه 

(𝛼1 = 0.1 = 𝛼2 گیردمی قرار بررسی مورد حالت دو( خمشی لنگر علامت اساس بر) ترک شدن بسته اثرات بررسی منظور باشد. به( می .

𝛾1 حالت اول:
+ = 𝛾; 𝛾1

− = ∞; 𝛾2
+ = 𝛾; 𝛾2

− = 𝛾1 و حالت دوم: ∞
+ = 𝛾; 𝛾1

− = ∞; 𝛾2
+ = ∞; 𝛾2

− = 𝛾  .حالت به بیانی ديگردر 

اند  گرفته قرار مخالف وجه دو در و هم روی به رو هاترک دوم حالت در که حالی در اند، گرفته قرار ستون وجه يک روی ترک دو اول

 (. 0)شکل
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 حالت دو                                          حالت يک                                        

   : اثر بسته شدن ترک روی مود کمانش6شکل 

( 0)شکل در که گونه همان .دهدمی نشان را ستون کمانشی بار روی ترک شدن بسته اثرات خوبی به (0شکل) در شده ارائه نتايج

 که حالی در شده باز ترک دو هر کمانش اثر تحت اول حالت در. باشدمی بیشتر اول حالت به نسبت دوم حالت کمانشی شود، بارمی مشاهده

 .شود باز می هاترک از يکی تنها دوم حالت در

 

 
𝜶𝟏 0.1 =خورده ) ترک ستون کمانشی بار روی ترک شدن بسته پدیده : اثر7شکل  = 𝜶𝟐 ) 

 

مربوط به خسارت شديد است.  ٪21دهد، بیشترين تغییرات حدود بار کمانشی دو حالت نسبت به هم را نشان میتغییرات  0شکل

 کند.با افزايش پارامتر سختی مربوط به ترک )کاهش عمق ترک(، تغییرات قابل چشم پوشی بوده و به سمت صفر میل می
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𝜶𝟏 0.1 =: تاثیر ترک بسته نسبت به ترک باز )8شکل  = 𝜶𝟐 ) 

 نتیجه گیری -5

در اين مقاله،کمانش ستون دوسرگیردار با يک و دو ترک به صورت تحلیلی مورد بررسی قرار گرفت. ترک بر اساس رفتار سختی 

باشد تا اثرات باز و خمشی الاستیک يک طرفه با استفاده از فنر پیچشی يک طرفه مدل سازی شده است. مدل سازی بدين طريق قادر می

سازی اتصالات نیمه صلب در ترک روی رفتار کمانشی ستون را در نظر بگیرد. شايان ذکر است که فنر پیچشی جهت مدلبسته شدن 

ی رفتاری حاکم بر مسأله با استفاده از تغییرات انرژی پتانسیل برابر با صفر مهندسی عمران و يا مکانیک نیز قابل استفاده است. معادله

های مختلف ترک روی بار کمانشی ستون دوسرگیردار و همچنین اثر پارامتر سختی ترک به ازای موقعیتحاصل شده است. اثر وجود ترک 

 نتايج زير حاصل شد:روی بار کمانشی مورد مطالعه قرار گرفت که طی آن 

 های پژوهشی ترک، بار کمانشی ستون مشابه با فرض باز بودن ترک بوده که در اکثر در حالت يک ترکه مدل رفتاری يک طرفه

 قبلی در نظر گرفته شده است. 

   بار کمانشی مستقل از موقعیت ترک با افزايش پارامتر سختی ترک افزايش يافته و با میل کردن پارامتر سختی به بینهايت

 کند.ی ارائه شده توسط اولر برای ستون دوسرگیردار میل می)ستون دوسرگیردار ايده آل(، بار کمانشی به رابطه

 يک شدن ترک به تکیه گاه گیردار ستون به ازای پارامتر سختی ترک ثابت)ثابت بودن عمق ترک(، بار کمانشی افزايش با نزد

 يابد.می

 دو وجه مخالف ستون قرار گرفته  یرو ايوجه و  کي یکه هر دو رو نيها بسته به اترک یریت قرارگیدر حالت دو ترکه موقع

بسته شدن ترک  ی دهيآن است که پد یستون دو ترکه نشان دهنده لیحاصل از تحل جي. نتاگرفتقرار  یمورد بررس باشند،

که با به طوری بار کمانش را سبب خواهد شد. شيگذار بوده و افزا ریستون تاث یبار کمانش یروبسته به علامت لنگر خمشی 

درصدی بار کمانشی را در مقايسه با فرض باز بودن ترک،  21فرض خسارت شديد )عمق ترک زياد(، بسته شدن ترک افزايش 

 صفر سمت به و است پوشی چشم قابل تغییرات ،(ترک عمق کاهش) ترک به مربوط سختی پارامتر افزايش باسبب خواهد شد. 

 .کندمی میل
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